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Abstract

Following Hestenes and others we explore the piisgithat the electron is a (sort
of) bound electromagnetic wave.

To do this a waveguide analogy is considered. THé field components in
waveguide satisfy the second order Klein Gordoraggn. The question is if a (first
order) Dirac equation is involved.

Making use of Clifford Algebra, by first it is shovthat a spinoy satisfying Dirac
equation describes, trough the relativistic en@mggulse four vector, the energy
propagation of the electromagnetic field into a egwde and in free space. At the
same timey automatically describes TE and TM modes (TEM @efspace), each
with Right or Left polarization.

It is shown that this description with Dirac eqoathas been implicit in the
waveguide theory all the time. The equivalencanmbedded in the usual V and |
mode description.

The Dirac equation for TE, TM modes opens new @dtng interpretations. For
example the effect op of a gauge transformation with the electromagrgiage
group generatori ¢, in the Hestenes notation) is readily interpreted anodification
of the TE, TM group velocity. This acts as the #mmagnetic force on a charge, and
requires two opposite sign of (fictitious) char@@sTE or TM.

Obviously this suggest an analogy with electrorsjpon and possibly neutrino for
the TEM.



Algebra di Clifford ed equazione di Dirac per i canpi in guida
Introduzione e sommario

Come € noto le componenti di campo e.m. in guidadh, se si considera la
dipendenza dalla coordinata di propagazione @sctira 'andamento sul piano
traverso, obbediscono ad una equazione del 2°@diia matematicamente parlando
e la equazione di Klein Gordon come per una pdidicelativistica.

Essendo questa una equazione relativistica deldienci si chiede se ci siano, e
guali siano, le corrispondenti equazioni relatieise del 1° ordine.

Tali equazioni nella teoria dei campi elettromagnet delle guide d’'onda non
esistono. Ci sono gia, € vero, equazioni relatshst del 1° ordine e sono le
equazioni di Maxwell, ma queste al 2° ordine dalequazione d’onda e non
I'equazione di Klein Gordon

Per analogia con una patrticella relativistica {edee), potrebbe comparire
I'equazione di Dirac. Pur ignorando le carattectsti del campo sul piano traverso
essa potrebbe rappresentare globalmente la prapagdempulso, energia,
polarizzazione, energia nello stato di quiete ooveassa, velocita), trattando quindi
Il campo come una particella, un piccolo corpoduagi

Si mostra che in effetti tali equazioni esistorgonao le equazioni di Dirac
([1],.....,[4])

Le soluzioniy per i modi TE e TM corrispondono rispettivamenita soluzione di
onda piana per I'elettrone e per il positrone liber. Al). Il campo e.m. e
rappresentato da un’onda piana equivalente chg@iaag un mezzo dispersivo
presentante una risonanza alla frequenza di tdglla guida. La stessa soluzione si
applica ai modi TEM e corrisponde alla equazionBidhc del neutrino.

Lay cosi trovata descrive contemporaneamente projuegeae polarizzazione,

Si mostra difatti che interpreta anche ed estende la rappresentazidiae de
polarizzazione mediante il vettore di Jones, vettmdimensionale complesso che
viene generalizzato e identificato con uno spiri@irac e reinterpretato con
I'algebra di Clifford.

In particolare il vettore di Stokes si identificeagtamente con lo “spin vector” della
meccanica quantistica e lo spingreiene identificato con I'operatore di rotazione
che posiziona il vettore di spin sulla sfera dirfeare.

Il medesimo spinore operando una rotazione questa volta di Lorentxesxdore

T dell’asse tempo genera il quadrivettore di eneggiapulso del campo che si
propaga. Esso pure genera, se normalizzato ajliadrivelocita. Da questo segue
anche una interpretazione del campo legata alen@tica relativistica di un “piccolo
corpo rigido” (Hestenes).

Riassumendo tutte le grandezze in uso nello stglla propagazione in guida e
nella teoria della polarizzazione radar si possitfoomulare con questa trattazione.



La base fisica della riformulazione a ben rifletteta nell'avere introdotto una
descrizione del campo non piu con un tensore mainajuadrivettore di energia e
Impulso; e poi uno spinong associato a tale quadrivettore.
Conseguentementefornisce tutte le caratteristiche globdélla propagazione
mentre non e in grado di descrivere le carattehstpuntuali, cosa che peraltro non
si propone. Dal punto di vista filosofico o epist#agico cid che mi premeva
dimostrare é che tutta una serie di proprietabafite alla meccanica quantistica non
sono peculiari della meccanica quantistica, ma $®stesse che si trovano per un
campo elettromagnetico, qualora non si voglia osiggossa descriverne la struttura
interna. Cio fa la equazione di Dirac.

Infine € interessante notare quanto avviene peql@zione di Dirac in presenza di
potenziale. La transizione da particella liberasgipella in presenza di potenziale U
ammette una rappresentazione equivalente, in giadaite una variazione di
dimensione della guida stessa (v. A8), cosa chevagua rallentare o accelerare |l
campo. Tuttavia ai TE e TM e necessario attribuireambio di segno in U, come se
per essi fosse implicita una carica elettrica ofgos



Equazioni di Maxwell con I'algebra di Clifford

Le equazioni di Maxwell si ottengono introducenbioumero di Clifford (v. A4) o
“even number”:

(1) F=(E +E)+Tji(H,+jH,)

(che in unita MKSA dovrebbe essere scritto gaiE e \/uH ).
La condizione di analiticita

(2) 0F=0

(3) a*:£+ii+ji+Ti
ox ody "0z O0r

fornisce eguagliando le componenti:

dove si sono posk, etc eguali a:

E, =E, +iE,

E, =E, +iE,
(5)

H, =H, +iH,

H =H,+iH,



Le (4) coincidono con le equazioni di Maxwell pecohiugatoF™ (praticamente
cambiando di segno alle componenti y,Z#di

Si noti come questa proprieta corrisponda esattsnaia nota proprieta delle
funzioni analitiche sul piano, alla quale questadiice nel caso bidimensionale: le
condizioni di analiticites” f =0 coincidono con le equazioni di campo per il campo
avente come componenti quelle idi.

Da un altro punto di vista, del tutto equivalen¢giardo al risultato, si puo invece
dire “la analiticita pelr comporta anche la analiticita per” che contiene cosi le
componenti fisiche dE edH . E’

6) oF =0
dove
(7)  Fi=Ef+E,j+ER+Tji(H,7 +H, ] +HK)—F =E+TjiA

e dove quindi nella (7) le componenti y e z nonospitl le medesime di (5) ma le
stesse cambiate di segno.

Nella (7) ho anche post®, =0 e H, =0 per avere le equazioni di Maxwell nello
spazio vuotoCON E, 20 e H, # 0comparirebbero termini legati a densita di cariehe
correnti elettriche e magnetiche.

(Nota: a rigore le vergqualita diE,H sono quelle di “time-like bivectors” (Hestenes,

[3]), per cui andrebbe considera#dT e nonFi, ma per non appesantire le notazioni
uso la (7) che basta per gli attuali scopi).

E immediato e molto elegante dalla (7) ricavaredeazioni di Maxwell con div e

rot. Si veda la Appendice 11.

Dall’even numberF si possono formare vari “quadrati” ad esempio, con
F=E+TjiH :

(8) FF =(EE -HH)+Tji[EH" + HE*)=UE\2 —\H\2)+2Tjiﬁﬂjl
ovvero
9) %FF* =L+TjEH

invariante per trasformazioni di Lorentz e corfdensita di Lagrangiana” del campo
elettromagnetico.



Un altro interessante “quadrato” &

(10) %F?F* :%(EE* ¥ HH*)'T'+%Tji(— EH' +HE' )T
che sviluppando ulteriormente risulta:

(11) %FfF*z%OE\2+\H\2)f—ExH

ove compaiono densita di energia e impulso del camgttromagnetico.
Costui € la quarta riga del tensore energeticeaa®lpo e fornisce densita di energia e
guantita di moto.



Equazione di Dirac con l'algebra di Clifford

L’equazione di Dirac si ottiene introducendo unéevnumbery a 8 componenti
esattamente strutturato come (1), salvo le diveosazioni per le componenti.
Poniamo

(12) g=y.+ g, +Tig, +Ty,
dovey.w.w, sono numeri a indici 1, L’equazione di Dirac é:

(13) 'y =-imyT
o anche indifferentemente:
(14) o= _ml//ﬁ-

15 0 :i'\a* :ir+ij\+iﬁ+i"|\'
\%
ox o0y 0z Or

Sviluppando ed eguagliando le componenti si otteade equazioni di Dirac in
forma estesa:

Jd .0 0 J . _

& |a_y lﬂﬁg%’f{;“”‘j‘ﬂl—o

0 .0 0 0 . B
&""a_y s E¢’4+[a_z_+|mj¢’2_o

(16)

0 .0 0 J .
- _— R :O
(ax Iay}ll2 +az¢/l+(6r |mJ¢/3

o .0 ) o . _
(&'Ha_y}al sz"'(g |mj¢/4_

Un confronto con le (4) per m=0 (equazioni del nao)



. 0 0
— = — +— +—y. =0
2 az% arlﬂl

ox oy

0 .0 0 0
— _ —_ _ :O
x| oy Vs azw‘1 +6rw2

(16bis)

0 .90 0 0

O il + Ly + Ly =0
(ax ay}ll2 9z v or &

0 .0 0 0

— 4= - + =0
(ax aijl 0z ¥ ar Y

fornisce I'identificazione formale

E =¢
E =¢,
(17)

iH, =y,

iH =y,
‘/Il Ex +iEy
lﬂz _ Ez+iEr

(18) wa | |i(H +iH,)

4”4 I(Hz+|Hr)

Dall’even numbery si possono formare vari “quadrati” ad esempioallo

(19) wy

oppure la quadrivelocita (v.A3)

vera sey € unitario ossia s¢ € un “rotore”

(21) ¢=R RF=1



Le condizioni di invarianza relativistica per I8jlossia di invarianza per rotazioni
spaziotemporali del riferimento di un ang@lofanno si chey si trasformi con gl

angoli meta% .Cio comporta (I'un fatto € conseguenza dell’aéiraiceversa) che

tutte le grandezze tipgTy” si trasformano come vettori (v.A6). In particolamy &
unitario le grandezze

vy =g

Uy = &
(22)

Yy =&,

Yy =& =

formano un sistema di assi ruotato rispettd & k T .

Questo stabilisce una relazione con la cinemadlzdivistica di un piccolo corpo
rigido (Hestenes). Le (22) %e e funzione del tempo ad esempio comprensiva di un
un termine

{jat

gl =g«

(rotazione secondo il bivettofg) allora le (22) determinano la posizione e il
movimento di un sistema di assi rotanti rispetto agli assi fis§ij k T, dove
YTy =6 =0 & la quadrivelocita gky” =&, =5 & lo spin.



Il quadrivettore energia e impulso

La chiave di volta fisica o fisico matematica di@ua faccenda € la seguente. Un
oggetto dotato o meno di massa ha un impg|seel linguaggio della relativita

(tensori, quadrivettori, eccetera) che vale:
(23) P =mu

dovemé la massa a riposowe € la quadrivelocitam e uno scalare e e p,si

trasformano come quadrivettori.
In parole povere con questa descrizione l'oggettatéato come un tutto unico, la
sua costituzione interna viene ignorata, ed e dsda un quadrimpuls®, che e un

guadrivettore.

Anche un impulso radar o un pacchetto d’onde clpeagiaga in guida € a modo suo
un oggetto che si propaga, dotato nel suo comphtlisagpulso ed energia. Pertanto
ci si puo proporre di rappresentarlo globalmentaeon oggetto che si propaga,
ignorandole la costituzione interna, e descrivem@oimplessivamente con un
guadrimpulso.

Orala grandezz% FTF* & o sarebbe fortemente candidata a rappresemnaszec

non fosse ch%F?F* non e un quadrivettoma e una riga del tensadensita di

impulso ed energia, vale a dire non si trasforrmaec¢e non €) un quadrivettore.
Le grandezze=TF *e ¢Ty" sono peraltro visibilmente simili sia nella foricize nella

sostanza, Ty sew € uno spinore si trasforma come un quadrivettars).
Pertanto una grandezza strutturata cgmg” € un buon candidato per rappresentare

energia e impulso del campo elettromagnetico cengid come un tutto unico,
ignorandone la costituzione interna.

La grandezzai;- FTF* fa la stessa cosa ma dandone una descrizionaargento per
punto, cosa che stiamo ipotizzando preclusa.
Si noti invece (Pauli, [5]) che l'integrale di vohe di%F'i’F * da impulso ed energia

totali ed esse formano un quadrivettore.
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Le grandezze V ed | in guida d’onda

Nella teoria delle guide d’onda si introduce, concerto grado di arbitrarieta che
resta a disposizione, un set di grandezze V exhidne e corrente, anche se per
I'appunto (Franceschetti) “nei modi non TEM nonié immediata la identificazione
divedl.

Si pone per quanto riguarda i campi trasversali

E, (X, Y,2) =V(2)&(x,y)
(24)
H. (% ,2) = 1(2)h(x,y)

con la condizione

(25) P:%ReiﬁtXHt EtﬁdS:%Re(Vl*)

Il significato fisico delle (24) e che in V ed | ignora volutamente I'andamento
dettagliato diE, ed H, sul piano traverso, ponendolo eguale a costante.

Il significato della (25) e che si impone tuttaelze le grandezze V ed | riproducano
correttamente il valore dell’energia totale chprepaga.

Posto

(26)

esiste pero un grado di arbitrarieta in V ed Ip&Ssibile alterare Ved | e
contemporaneamente,h nel modo seguente:

V':av,é'=1é
a
(27)
|':1|,ﬁ':aﬁ
a

mantenendo la condizione
(28) P= % RdvI®)= % Re{V' I*)

Con i nuovi valori risulta

11



(29) 7=

La nuova scelta lascia inalterati sia il valore cinpi traversi che il valore
dell’energia che si propaga, che hanno un signdi@aico indipendente da ogni

scomposizione.
Le varie scelte dipendono quindi dalla definizioashitraria, della impedeni%.

12



Confronto fra le equazioni per V ed | e 'equazioneli Dirac

Possiamo ora porre a confronto le equazioni dd V@ er un modo in guida con le
equazioni fra due singole componenti detlali Dirac.

Per esempio le equazioni per un TE, con le coneendi segno IEEE"“, sono:

d_V:—icUrﬂ
dz

a_ [ @
dz mr[l af}v

Cerchiamo una soluzione di onda piana delle equadi Dirac con la dipendenza
e"'“ e per propagazione lungo z. Cerchiamo inoltre lazsone nella forma
w,,, =0 e con le soley, ey, differenti da zero. Le equazioni (16) forniscono

(posto c=1 ey, =m):

(30)

oy
0z

S +(iw+iaylp, =0
(31)
ow, . .
6—21+(|a)—|a)0)¢3 =0
Tentiamo una soluzione nella forma

W, = Ag @k
(32)
W, = Bd“-ikz

Sostituendo nelle (31) si ottiene
—ik,A+(iw+ia,)B=0
(33)
—ik,B+(iw-icy,)A=0
da cui con un po’ di passaggi si trova necessario
(34) k?=a-af

z

e infine (A arbitrario, A=1):

13



W, = g “ik,z
(35)

W+ W,

Questa e in meccanica quantistica la classicaisol@per il positrone
(positrone=*"“ con le convenzioni di segno della meccanica qtCed).

Le soluzioni V ed I delle (30) per il modo TE namns queste, ma € facile mostrare
che in effetti sono queste, la apparente divedsgande soltanto da una arbitraria
definizione di tensione e corrente e di impederzaisdo le (27) (29).

Per chi avesse familiarita con le linee di trasiarss pud essere di aiuto una
digressione di elettrotecnica, chi non ne avesgéa/puo saltare direttamente alle
(41).

Le equazioni (30) possono essere pensate come giadith propagazione in una
linea dispersiva con taglioa, .

Le equazioni di una linea sono

N__y
dz

(36)
LY
dz

dove Z e Y dipendono dalla Iinea/% e 'impedenza caratteristica della linea.
Con le (30) quindi si assume implicitamente

Z=iwu
(37)

14



La linea equivalente contiene una Z serie e unaréllelo cosi fatte

—

£,

La linea € dispersiva poiché I'impedenza caratieag38) non € costante ma
dipende dalla frequenza. La linea risuona a:

_ 1 _
(40) _ﬁ_%

Si ponga ora nelle (27)

_Jwtw,
(41) a-= 0z

Sostituendo nella (30) si ha

d_\{l+(iw+iwo)ﬂ|':0

Z
(42)
da' . . ,
— +(iw-ia)ev'=0
dz

E la nuova Z vale per la (29)

(43)  z=N =

E dunque le equazioni per tensione e corrente sffiattivamente le equazioni di
Dirac pery, e ¢,, non senza avere notato che le equazioni valgengrnandezze

equidimensionaljuI' e Jev', giustamente, essendq e ¢, equidimensionali.

15



Non e ancora dimostrato che con le grandezze Vseddssa formare uno spinore
completoy a 8 componenti, 0 4 componenti complegse.¢.w,, ma la cosa e

facilmente fattibile e viene fatta in Appendice.ti&ipiamo qualche conclusione.
Cominciamo a considerare la soluzione a riposal pesitrone che per le (35) €
w, =e" w, =0. Perlalinea cio significa che c’é tensione Nom c’e corrente |, ma

riguardando il significato originario di V ed | tel24) possiamo anche dire che c’é
campo elettrico trasversale e non c’e campo magmetisversale. In queste
condizioni cioé le grandezze V ed | 0 campo eldittrasversale e campo magnetico
trasversale descrivono un’onda piana equivalentefiEEnon si propaga, essendo
zero il vettore di Poynting (*vedi nota).

Possiamo dare una interpretazione elettriga dssociandogli esplicitamente un
vettore campo elettricg) =i =€'“i, “fittizio” in quanto definito con gli stessi grad
di arbitrarieta con i quali era definito V.

Il campo elettrico ruota sul piano traverso @of .

Tuttavia orae”“ assume il significato concreto di rotazione fistca informa che |l
campo elettrico trasversale sta ruotando in unpgpeciso senso.

In questo caso dunque quella che era la soluziogmaria della linea con “V
complesso” viene arricchita da una informazionpalarizzazioneOrbene
I'’equazione di Dirac ha 2 distinte soluzioni a gpger il positrone, soluzioni a spin
opposto che sono

-soloy, #0

-soloy, 20

e queste corrispondono a un TE sinistro e un TEales

Se siripete la trattazione dei modi TE, qui fattan la linea equivalente ai modi
TM, si trova a riposo una soluzione con sola cdeaesolo campo magnetico
trasversale rotante. In conclusione si trova obguazione di Dirac completa ha 4
distinte soluzioni a riposo:

-soloy, 20

-soloy, 20

-soloy, #0

-soloy, 20

e queste forniscono i TE e i TM nei due sensi tafpzzazione.

TE in polarizzazione oppost@—) mVN
TM in polarizzazione oppost@—) @

N
\\"7,

N
\\"2,

16



La descrizione del campo elettromagnetico con pitmose ¢ dunque non solo si
mostra essere equivalente alla descrizione con Menhplessi ma si arricchisce di
un ben preciso significato fisico dovuto all’algelati Clifford. In sostanza la scrittura
convenzionale di V ed | con esponenziali{ per esempio, con le convenzioni
IEEE) diventa di per sé la rappresentazione dinie fsico rotante.

V (Volt) diventag, (Volt/metro) e | (Ampere) divental, (Ampere/metro) e la linea

equivalente diventa un mezequivalente in cui si propaga un’onda piana
equivalente al modo, ma che viaggia in un mezzoeussvo.

Se si riflette questa generalizzazione spinoriale & che una piccola variante
rispetto al punto di vista di Schroedinger, sole nvariante tiene conto della
polarizzazione, ed e relativistica....... (non per reestino le equazioni di Dirac).

*Nota: mentre a riposo la corrispondenza>¥¢,—TE € fisicamente ragionevole, la
corrispondenza T&positrone- (i, # 0) &€ ambigua perché dipende dalle convenzioni

sugli esponenziali che sono (....ovviamente) opposte. Per la IEEE le frequenze
positive sonce"“ mentre in meccanica quantistica le energie (fregeepositive
sonoe“. Se la matematica del positrone diventasse lamaiea dell’elettrone il
TE a riposo sarebbe rappresentatdyda 0), piti simpaticamente simile alla

identificazione formale (18).
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La polarizzazione radar

Le notazioni della polarizzazione radar propongqav,esempio, una scrittura del
campo elettrico con il vettore di Jones

(44) E:RQ{C(_)S(D —sind)}{cgsr}em}
sin® cos® |[isinT

Ossia (si noti con la solita convenziogie' della IEEE):
(45) E = Rd(cosd cost i sindsinz)e“[a, + Rd(sind cosr +i cosdsin r)e““]éy

da cui 'ellisse di polarizzazione rappresentatégara 2.

»
»

Q>

v

Q>

Figura 2

Mostreremo che la polarizzazione e rappresentabaéyebra di Clifford con il
numero (“Clifford number” a 4 componerti, j,ij )

(46) y=eTeirelieie

Una notazione simile compare nei testi sulla pptmzione radar, con le matrici di
Pauli ad esponente, ma la ...”piccola” differenzasiste nel fatto che qui (46) e uno
spinore soluzione della equazione di Dirac a ripgsandi in grado di descrivere
completamente il quadrivettore del campo elettrameéigo in qualunque condizione
di moto.

18



In pit se si calcola la posizione ruotata deswsrk ossiag, =yky*, quello che
secondo Hestenes ¢ il versore di spin, vedrem@&chgky* ha un posizionamento

nello spazio in una maniera che riproduce la sfeRoincaré.

Le dimostrazioni sono presto fatte.

Il fatto che (46) sia uno spinore soluzione a rgpdslle equazioni di Dirac (16) €
dimostrato nei paragrafi successivi e comunqueeattdmente verificabile per
sostituzione.

Per associargli un campo elettrico, per ragionivdreanno giustificate in seguito uso
la seguente regola. Anzitutto si separan componenti “spin up” e “spin down”:

47)  w=y,.+y.

dove:
v, =5 -idi)
(48)
1 o
v =Sl +iy)

(Questo naturalmente introduce una ulteriore ragg@nza fra la (46) e una
funzione d’onda, tutta da apprezzare e interprei@aeun punto di vista puramente
matematico le (48) separano le componenti chettiggmente commutano e
anticommutano con).

Cio fatto, si associa@ un campo elettrico (o in generale elettromagngton le :
(49) E=g,i+y (-j) (49biS)E +TjiH =g, +y (=)

E’ ora verificabile che (46) e fornisce una espmss completa della polarizzazione.
Se si sviluppa difatti ulteriormente (45) si otegen

(51) E =(cos®cosrcosat +sin®sinrsinat)a, +(sind cosr cosat —cosqbsinrsinax)é\y

mentre se si sviluppa la (46) con la (49) si ot#tidopo numerosi passaggi

~

(52) E =+/2(cos® cosrcosat +sin®sinrsinat )i ++/2(sin® cosr cosat — cos®sinT sinat) |

ossia la stessa cosa della (51) (salva/ardi diversa normalizzazione).
Chiaramente con questo abbiamo riprodotto la fidalanoto ellittico diE e quindi
abbiamo riprodotto 'ellisse e le convenzioni djura 2.
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Lo stesso spinorg si porta dietro in modo obbligato una posizioné,diello spazio
fisico x,y,z.

E’ difatti:

(53) & =yky*

da cui con qualche passaggio si ottiene:

(54) &, =yky* = (cos2dcos2r)i +(sin2d cos2r)] + (sin2r )k

~

Ak

21

—>y

20

Viene cosi evocato qui il vettore di Stokes di comgntig,g,9,. Qui perog,g,9,
non € uno spazio astratto ma e uno spazio fisigelaydella posizione di
é, =yky* che altro non e chk ruotato mediante o secondo Hestenes l'asse di

rotazione del corpo rigido ().

Anche guesti aspetti sono tutti da apprezzareeggdrdétare e vengono ripresi in
seguito.

Possiamo seguire i passaggi espliciti che portaitoé, mediante successive

rotazioni.
(55) yky* =P iTe sgiu | gHidg Tagirg® =

A

.7 _.IT
g ke “e
IT
2

e
_|q> —]T( j |d>_

E|d>e ]Ti e]r |<D_
=) —i® | eere

_|q> - jT i®—

20



L'ultimo passaggio ruotadi 2r versok, e il tutto poi viene ruotato di® verso]j.
(Attenzione alle differenze quaji e j, poichéj =ik).
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Il mapping fra spinori e onde piane

Abbiamo notato che in base alle (24) con le granelézomplesse” V ed | (a indici
1,i) si introducono grandezze complesse (1,i) cm® $n realta campiSono campi
trasversali, rispettivamente elettrico e magnepcecisamente campi costanti in x,y
e funzione solo di z. Sono campi “fittizi” almenaanto lo sono le grandezze V, |,
ma tuttavia adeguati allo scopo di descrivere tameente il trasporto di energia in
guida,

Accade che ariposo V, ovvero E, ha doéuzioni (1,i) corrispondenti alle due
polarizzazioni circolari di un TE.

Altre due soluzioni ci sono per i TM, per un totdledue soluzioni elettriche e due
magnetiche, in tutto 4 soluzioni (1,i).

Resta da stabilire come associare queste 4 compg¢bénalle componentw .y,

di uno spinorey .

In altre parole si tratta di stabilire cosayginé “elettrico” e cosa € “magnetico”.

In un paragrafo precedente ho notato che “la quridenza TE>positrone- (i, # 0)
e ambigua” e che” se la matematica del positromentiasse la matematica
dell’elettrone il TE a riposo sarebbe rappresendatfy, # 0), piu simpaticamente
simile alla identificazione formale (18)”.

Per seqguire la identificazione formale (18) assehmle componentii,j,ij di ¢
corrispondano a campi elettrici.

A questo punto si presenta una seconda difficolta,

La equazione di Dirac per onda piana a riposo lsadgienti 4 soluzioni

Y=e'“ w, 20, elettrone
Y=je™ w, 20, elettrone
(56)
Y = Tjie"™ W, #0, positrone
w=Tiji(je") ¢, #0, positrone
Si noti cheT;i
(57)  Tji =ijKT

e lo “immaginario dello spaziotempo”, ha quadrdtq@Ti)? = -1 e commuta in modo
innocuo con tutti gli elementi i, j, T,ij,iT, jT,Tji dell’algebra even. Viene
indicato a volte comei® nelle notazioni di Hestenes o di Cambridge.
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Prendiamo le due soluzioni “elettrone”

Yy=e“ w, 20, elettrone
(58)
W= je* w, %0, elettrone

Le due soluzioni hanno componentij,ij .

La prima delle due con componenti si interpreta in modo naturale come campo
elettrico trasversale, basta pdfre-y¢i =e i .

Per la seconda a componeii non si riesce ad avere una interpretazione come

campo trasversal®on se ne vede una ragione.
Peraltro certamente in meccanica quantistica eggaesenta la soluzione elettrone a
spin opposto. Per ricondurla a componeayte farla ruotare in senso opposto basta

moltiplicarla per- j da destra. La formula finale € la (49).

Pertanto il mapping che abbiamo stabilito con 18.(449) fra I'even numbey e il
vettore fisicoE €& cosi fatto, che le posiziofjij corrispondono ancora a componenti
trasversaliLi, ma ruotanti in senso opposto.

Lo stesso dicasi per le componentydcon unTiji davanti, che hanno il medesimo
significato ma sono componenti magnetiche. Cone ctie il mapping (49) vale
anche se/ & a 8 componenti, e in questo fornisce non solma ancheH nella

forma

(49bis) E+TjiH =g, i+ _(-j)
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Sintesi

Possiamo ora tirare le somme e ripercorrere asatilacammino fatto.
Partendo questa volta dalla equazione di Diraasiaain un attimo alla
rappresentazione completa del campo elettromagnedicvari modi TEe TM e
nelle varie polarizzazioni.

w=e" ey = je"“sono soluzione della equazione di Dirac per ondaga riposo.
(n.b.: il discorso si ripete con le stesse soluzxwenti unTji davanti).
Pertanto e pure soluzione

(59) y =cospe™ +sinp(je‘i“‘)

0 qualunque altra combinazione lineare del tipp*(=1):

(60) ¢ =e""cospe”™ +e7° sinp(je‘i“‘)

che é una lecita combinazione lineare delle duezgmii di base che compaiono nella

(59) ed €&, per comodita, normalizzata a 1.
La (60) puo essere riscritta indifferentemente:

w=e""(cosp+ jsinple™™ =e®elre ™

oppure:
(61) Y= e0eirg sgi
pur di porre

S
(62) p=-T+

A parte la irrilevanza delle notazioni (usam@ppurer significa avere, per esempio,
. i 71 - . . .
la circolaree™ per p =0 oppure perr :Z) la (60) cosi riespressa contiene il termine

di polarizzazione impiegato nella teoria della paleazione radar vale a dire
(“dropping the propagation factor” come dicondbri) il fattore:

(63) eeite’s

Tuttavia adesso (63) ha ben altri significati.
Con un fattore di propagaziore“ diventa soluzione della equazione di Dirac, la
(61) per un campo elettrico in polarizzazione ik, a riposo.
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Con un fattore di propagazior&“ e unTiji

(64) W =Tjie ®e e 4g

diventa soluzione della equazione di Dirac perammo magnetico in polarizzazione
ellittica, a riposo.
Con un fattore di propagazione (v. A5)

(65) @ = (L+Tj)e™oeredgretsss

diventa “una polarizzazione®e”"e e portata alla velocita della luce”. E’
Insomma la soluzione di* ¢ =0. In termini di meccanica quantistica un neutrino o
meglio una acconcia collezione di neutrini. In temndi campo elettromagnetico un
TEM che si propaga nella direzione positiva defiéag.

Pertanto riassumendo lo stesso fattore di polatiana (63) compare in tutte le
formule (61) (64) (65) salvo che ora non siamoipigresenza di scritture
convenzionali della polarizzazione ma di soluzidella equazione di Dirac.

(Da un punto di vista radar la (63) pu0 essereiderato il segnale in banda base
depurato del “coho”).

(61) e (64) possono “andare in moto” a velocitastando soluzioni della equazione
di Dirac, mentre la (65) non ha un riferimento@ogo, € per cosi dire inevitabilmente
in moto a velocita c.

Se si resta in base circolare € immediato neioaaiiricavare il campo
elettromagnetico nella usuale forrdaed H .

Ad esempio da (61) si ha in sequenza

(66) Y= e 'Pele = COSpe"i‘De‘i“ +Sinpe_i¢’e+i‘“j

da cui a occhio si riconoscono le componenti cgettivamente commutano e
anticommutano con

W, = Cospe—ioe—iax
(67)

—id +Hiak ;

Y_=sinpe"e "]
e usando la gia citatd+TjiH =y.i +¢_(-j)i si ottiene un campé
+i®

(68)  E =cospie’®e"“ +sinpie’®e
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Sono chiaramente evidenziate due circolari oppdstepert = 0, =0 partono
dall’assei , mentre pem # 0 partono dall'assée’.
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Figura 2
A ~ .
S ie'® /
T j
)
W
J A :
[
'Y
Figura 2

Esaminiamo invece la (65). Trattando per esempmasb di circolare pura si ha



(69) ‘/’ — (1+ Tj )e—iax+ikzz

e quindi con qualche rapido passaggig @y, perché commuta can

A~

(70) E +TjiH = ‘//+|A - (e—iwt+ikzz + Tje—iamkzz)l = eiarikz 4 Tjie—iax+ikzzj‘

Si tratta di due vettori elettrico e magnetico gligle ampiezza e corotanti, solo che
per t=0 z=0 uno (elettrico) parte da I'altro daj. La situazione che viene

rappresentata quindi € quella di un’onda pianavetiore di Poynting diretto
secondo le z positive e con rotazione destra (R nenvenzioni IEEE.

_.,
—

—

Figura 2
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Conclusioni

Come ho accennato nell'introduzione mi interessavarparticolare le
considerazioni filosofiche. Per essere piu esplicdn potendo mostrare che
I'elettrone € un campo elettromagnetico, ho indiswostrare che un campo
elettromagnetico si puo descrivere come I'elettrome I'equazione di Dirac.

La polarizzazione radar viene reinterpretata casidi conseguenze teoriche e/o
pratiche, e I'algebra di Clifford trova qui una l@ehpplicazioni in cui se ne puo
meglio apprezzare il significato geometrico (péreatonsiderazioni vedi A9, A10).
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Al

Fermo restando il significato fisico inambiguo dddpplicazione di una equazione di
Dirac ad uno spinore che caratterizza TEM TE e mbh saprei dire se abbia
gualche base I'analogia Heelettrone e/o Tbpositrone. E’ possibile che
I'analogia posi sul fatto che a riposo per un TEM

(71)  ygyr=E*-H*

Quindi per un TE o TM laddove ci fosse solo E ad6i
(72) Yy =E*>0

(73) Wy =-H?*<0

Siccomeyy * e invariante per trasformazioni di Lorentz, questlmre a riposo e
valido sempre. Quindi le (72) e (73) ci informar® @sistono due diverse entita di
tal fatta.

Da un altro punto di vista, stante la ortogonalgamodi TE e TM anche per una
medesima frequenza di taglio, e dato che un cangvduppabile in TE e TM, puo
darsi che le equazioni ci stiano informando su tyssibili stati di base esistenti,
punto e basta.

Un’altra ragione per la analogia potrebbe risiecheiéa “carica” positiva o negativa
che occorre affibbiare ai TE e TM per descrivetenb comportamento quando
vengono accelerati o rallentati.

Questa analogia (vedi dopo, A8) si nota dipendalese&gno opposto nell'esponente
di e“.
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A2

E’ interessante notare ché k sono isomorfi con le matrici di Pauli

01 0 -i 1 0
PR IR [ )
Difatti:

(75) o, =1 0,0, =-0,0,

e queste coincidono esattamente con le formula (lemb, A4)

(76) i2=1 j?=1 k%=1 jil=-] etc
conl =ik

(Si noti chel =ijk gioca a tutti gli effetti un ruolo di immaginaripuro nell’algebra

deglii | k, poiché commuta ed ha quadrato -1).
Cosi pure sono isomorfi con le matrici di Pauli:

77y 0T i KT

Invecei, j, ji sonoisomorfi con isimboli di Hamilton, vedi (8@9), quindi

la+ib+ jc+ jid € un quaternione di Hamilton.
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A3

Ricordo che I'asse tempD ruotato mediante una trasformazione di Lorenteiolia
la quadrivelocitai (T2 =-1,G2 = -1).
Difatti sia per esempio:

_i5e
(78)  R=e 2

e si ruotiT facendo

~ —K f,\ |2A£ N An
(79) RiRt=e  2fe" 2=Tei*

Ma risulta sviluppando I'esponenziale

\
(80) T =F L _4kf-_C
V2 v?
1_C7 1_?
dove
(81) ¢:arcth\—cl
per cui la
. v
(82) =T =| T _4+f_C

v2 v?
1_? 1_C7

e la quadrivelocita del corpo. Il suo quadrato véié) per qualunque velocita v. Nel
caso della (82) il movimento e sull'asse z essestdia operata una trasformazione di
Lorentz (rotazione) secondo il bivettoke normale al piandz,r).
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A4

Impiego un’algebra basata su 4 eleménji k T versori degli assi nello
spaziotempo (a volte indicati secondo gli auton ege,,e,,e,) . Essi hanno le
seguenti proprieta:

(83) i?=1 j?2=1 k*=1 T?=-1 |i=H] etc

ed eventualmente adopero i simbolj T per generalizzare I'usuale unita
Immaginariai del piano xy

(84) i=i] j=ik T=iT

Il tutto, unito alla regola riguardante i coniugati

(85) (AB) =B"A

genera tutte le proprieta che interessano.

E’ sufficiente difatti ammettere che ] k non cambiano per coniugazione (come &

intuitivo che debba essere) per ricavare per eseropitrovare, la usuale regola per
il coniugatoi”:

86) i =(i) =T =jT=]=-i
e Cosl pure si ricava

687) i=-j T=-T
Valgono, conseguentemente a (83) e (84), le:

(88) iZ=-1 j?=-1 T?=1

(89) ij =—ji iT=-Ti jT=-Tj

L'algebra a 16 elementi

1, 1§ ] kT (4elementi), i] iT etc. (6 elementi)jjk etc. (4 elementi), kT

contiene una subalgebra pari a 8 elementi (“evealgebra of a Clifford algebra”,
Hestenes)

1, i] T etc. (6elementi), (KT
riscrivibile a piacimento come formata da tuttoisgibili prodotti frai j T
1,0, j, T ,i ,iT, jT ,Tiji
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L’elementoTji conseguentemente alle precedenti proprieta gdtée de
(90) (Tii) =i

(91) (Tji)? =-1

Il complesso
(92) z=x+iy ( %=iz=xi +yj)

si generalizza nello spaziotempo con
(93)  z=x+iy+jz+Tr (X=iz=xi +yj+ &K+1T)

(senza confondere gli z a primo e secondo membroy)s
Vale la proprieta

(94) zz =x*+y*+2°-1° (X*=%=12Z)

Sul piano xy i simboli o operatori

0o .0

95) o0=—-i—
(95) >
0 :i+ii

ox oy

servono rispettivamente a esprimere la derivagacehdizioni di Cauchy Riemann.
Questi si generalizzano in

96) a=2-i9 ;9 19
ox o0y "0z Or

a*:£+ii+ji+Ti
ox o0y "0z Or

e vale la proprieta

0> 9%  9* 0°

97 00 =00=—s+——>+——
(97) ox> oy* 0z*> or’

Alternativamente al simbolo o operat@reche serve a esprimere la analiticita si puo
adoperare I'operatore che si ottiene moltiplicapdoi da sinistra
(nota: sed” f =0 ancheid’ f =0 e viceversa).
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L’operatore cosi ottenuto

e formalmente come si vede un quadrivettore, came

Eccetera eccetera.

Questa algebra differisce dalla STA per la scedtladase con le proprieta (83). La
scelta della STA e una base di vettori “spacelikgk = 1,23) a modulo -1, e un

vettore “timelike” a modulo 1. Si ha cosi una basto spaziotempo che in luogo
delle (83) ha le proprieta:

(99) y=-1y-=1

Cosi facendo per ottenere una base di tre versgti assi x, y, za modulo 1 si
devono definire i tre bivettori (Hestenes, [3]):

(100) g =V

Hestenes nota esplicitamente le opportunita delladell’altra scelta ([3], pag.25):
“If instead we had choseyf =1 )7 =-1 we could entertain the solutian =y, ,

which may seem more natural, because...”, pereb#ari nello spaziotempo
sarebbero anche vettori dello spazio.

Preferisco mantenere questa scelta pitl adattanagljneri (versori j k a modulo
1, unita immaginaria, numero complessg+iy, eccetera).

Oltretutto (Doran,[2]) per qualunque delle due &ckd algebre pagsono isomorfe,
per cui lavorando nell’algebra pari non cambia ta@en

Vorrei infine notare che tutte le dizioni che hatescome vettore, numero
complesso, immaginario, versore eccetera eccatdiamano mnemonicamente
concetti del passato e ci possono talvolta aiuteresono sostanzialmente fuorvianti.
Tutti gli enti che abbiamo introdotto sono semplicement®@erj e se vogliamo
possiamo correttamente chiamarli “Clifford numbessiggiacenti alle semplici
regole, somma prodotto e divisione, dell'algebr&lififord. Lo stesso discorso vale
per i simboli quali I'asteriscg)’ oppure() oppure() che qui hanno la sola funzione
di richiamo mnemonico. Cio che conta sono soladppeta dell’algebra che ho
brevemente riassunto.
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AS

Le soluzioni spinoriali relative ai TEM hanno aleuproprieta particolari che
conviene esaminare. Abbiamo visto che per i TE Hi&Va equazione (cof,

pulsazione di taglio del modo):

(101) o'y =-imyT

e peri TEM

(102) gw=0

Una soluzione di (102) e per esempio

(103) g =(+Tiess

\

che € “cio che diventa la polarizzazios®' portata alla velocita della luce”. In
termini spinoriali un neutrino, in termini di campan. lo spinore che descrive un
TEM.

Si noti che formalmente la equazione pee la stessa che vale percampo

elettromagnetico, ma e ovviamente diversa la redidiasformazione di Lorentz
oltre che il significato. L’'onda piana, fittiziageivalente allo spinorg si ottiene da

(104) E+TjiH=w,i+w_(-j)

mentre se si trattasse di un campo e.m. il camptiesrebbe da

(105) Ff:Exf+Eyf+EZIZ+Tji(HXf+HyI+HZIz)

(la situazione non & molto diversa da quella ch@iamo ammette come funzioni
analitichesia z che+/z).

La presenza del termine

(106) (L+Tj)=f1+KT)

nella (103) da luogo ad alcune proprieta partic@dresempiayy* =0 e

(107) @ = yKT
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Calcolando la quadrivelocita e lo spin mediantsdlige relazioni:
(108)  a=gTy*  S=yky*

si trova con qualche passaggio e usando la (107)

(109) i=-8§

Possiamo calcolare esplicitamente la quadrivel@tigacorrisponde al segnale (103).
In questo caso la normalizzazionegda modulo 1 non € possibile perapg* =0,

ma uso una arbitraria normalizzazioneydeon un+/2. Si ha cosi
(110)  gTyr=y2 (Q+Tjle ™ T "™ (1-Tj)=y2 (1+Tj) T (1-Tj)
e infine usando la (106)

(111) y¢Tyr=0=T-k

Il modulo della quadrivelocita e giustamente zeiloseo significato e
energia=impulso. Lo spin per la (109) vale

(112)  s=k-T

ed e un quadrivettore a modulo nullo.

Se si considera l'altra soluzione a spin opposta® trova?

La soluzione di (102) cam, ey, diversi da zero fornisce:

(113) o =(1+Tj)je ™

Questa e “cio che diventa la polarizzazigae“ portata a velocita c”.
Questa volta si trova invece della (107)

(114) @ =-ykT

Calcoli analoghi ai precedenti conducono a

(115) (=3
(116) G=T-k
(117) s=T-k
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Il risultato e piuttosto logico perché la quadro@ta non puo differire da prima
(viaggiando sempre I'impulso verso le z positivayece otteniamo una significativa
informazione riguardo la polarizzazione cioé chegm nei due casi € opposto.
Possiamo identificare le componentigdcon le 4 componenti del vettore di Stokes
della polarizzazione radar per le quali

(118) g5 =97/ +9; +9;
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A6

Ripassiamo il significato del voler descrivere atrdvettore per mezzo di uno
spinore ad esso associato.

Partiamo dallo studio di un moto piano con i nungernplessi, invece che tramite il
vettore velocita tangente alla traiettoria. Ponendo

v = pe'’i
tutto lo studio cambia.
Invece dell’analisi in termini delettore velocita

-

Vv
si passa allo studio delmero complesso
z = pe'’

e si assiste cosi a tutta la maniera affascingetechi lo €) con la quale la
Matematica dei numeri complessi interviene in wbfgma di Fisica.

Possiamo dire (dopo Hestenes) che I'operaziona’éhfatta ha introdotto un’algebra
di Clifford costruita sulla base dei due versai piano:

~ ~
. 0

1, ]

e avendo identificato come “immaginario” il bivato

I = 1]

Lo spazio dei numeri complessi z viene cosi idmatib come “even subalgebra of a
Clifford algebra” di componenti, se cosi vogliamoamarle, “reale” 1 e
“immaginaria’ i . La cosa essenziale & che tutto € chiaro, tuttli, anche
geometricj sono chiariti. La dizione “complessi” o “immagiiiee sostanzialmente
inutile o fuorviante.

Facciamo ora il salto successivo che e quello ssge dal piano 2D allo spazio 3D.
Tutto si ripropone con in piu il fatto, che congméel tutto irrilevante anche se
necessario e illuminante se viene analizzato r@isgnificati, che ora il numero
complesso deve venire applicato meta da destra@daesinistra. Tutto questo e
noto.

Il numero ora ha 4 componenti e si chiama quatamio

Con il solito linguaggio e con la chiarezza chiaafrice che dobbiamo a David
Hestenes (anche se con simboli miei) possiamoctgeguesto introduce una “even
subalgebra of a Clifford algebra” costruita su baae di 3 versori spaziali:

1, ],K
Le componenti dei quaternioni sono appunto le corept “even”
dell’algebra.ij, ik, jk.
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L’ultimo e decisivo step € quello di passare in 4Bsia allo studio di un vettore dello
spaziotempo guadrivettore con il tramite d’'umumero complesspsecondo la
solita tecnica che gia abbiamo visto sul piano 2i2lée spazio 3D.

E’ necessario (e sufficiente) introdurre un’algethr&lifford su una base di 3 versori
di riferimento dello spazio e uno del tempo:

i, j,k,T

e questo identifica una“even gubalgeQra of a Clifflmlgebra” a 8 componenti
1,i], ik, Jk,iT , T , kT ,iJkT

| numeri complessy che cosi nascono sono gli spinori di Dirac saletiatli e/o0
notazioni. Anche ora il numero complesso deve eempplicato meta da destra e
meta da sinistra. Per esempioRe& unquadrivettore energia e impulso allora &
P :gl/'I:t/I* come accade con i quaternioni (salvo qui l'usb dieccetera.
L’essenziale é che tutto e chiaro, tutti i ruofiche geometrigisono chiariti.

Notare che il sottocaso di compondniij, ik, jk fornisce i gia citatquaternioni
nello spazio 3D mentre le componeh'fif danno gli ordinari numeri complessi sul
pianoi , j .

Fra le varie conseguenze della rotazione nelloigfempo c’é quella che ora per es.
una_guadrivelocituo essere ruotata con un bivettore ﬁi)e allora ruota sul

pianol , ] , ma anche con un bivettore tipd e allora ruota sul piand, T ovvero

accelera o rallenta.

La legge di trasformazione “single-sidedly” degirori € riassunta efficacemente da
Doran et. al. (v. per es. “States and OperatotisarSpacetime Algebra”, Found.
Phys. 23(9), 1993).

Se un vettore esempio

(119) s=gky*

viene ruotato attraverse ( )R*, il risultato della rotazione e
(120) §=R&R*

quindi il corrispondente spinog deve trasformarsi con la legge
(121) ¢'=Ry

“We use the term spinor to denote any object wiahgforms single—sidedly under a
rotor R”
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A7

Dimostriamo che le equazioni delle linee di trasmoise equivalenti ai modi TE e
TM in guida sono le equazioni di Dirac.

La trattazione dei TM assieme ai TE porta a quegtmzioni (esempio da
Franceschetti oppure [6], [7] ):

dv

—_:—lcqul

d e —
TE P mr[l wz}v
(122)

av __ @
™ - wqu(l a)ZJI

ﬂ:—iazsv

dz

Si ponga nelle (27) per quanto riguarda i TM

Jo
Jw+ w,

e cosi si ottiene con qualche passaggio un nudwd sguazioni per i TM analoghe
alla (41) peri TE.
Raggruppando il tutto

(123) a=

d_\{l+(iw+iwo)ﬂ|':0

L

TE

E+(ia)—iw0)e\/'=0
(124)

N

E+(|a)—|w0),ul =0
™

d—'_'+(ia;+ia;0)av':o

L

Nelle convenzioni in uso (es. Ramo) si ipotizza dipgendenza esponenziade”
e : ;. : .
quindii« proviene da una derlva%aic e pertanto possiamo riscrivere le formule per

cio che esse veramente significano (passo ancheepwgglicita a un sistema con V|
equidimensionali e c=1)
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d—V+(i+iwojl':O

dz or
TE

dl' 0 .

- R ':O

dz+[6r a)ojv
(125)

dv' 0o .

- [ |':

dz+(6r I%j 0
™

dl’ (6 . }/
—+| —+iw V'=0
dz \or

Ricordando le (24) possiamo esplicitare le varie)\éd 1(z) nel loro significato di
grandezze complesgei) rappresentanti campi trasversali costanti, rig@attente

TEeTM
dE 0 .
d;E +($+|a)0jHTE =0
TE
dH 0o .
d;E +(a—r_|a)ojETE =0
(126)
dE 0 .
dz +(5_'%jHW =0
™

Le equazioni di Dirac per onda piana in z sono
0 0 .
E‘/ls +(E+|mjlﬂ1 =0

—i% +(_ + 'mjl/’z =0
0z
(127)
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Come sono raggruppabili le 4 grandefizi¢ complesseH . E,.H, E, in Uno spinore
diDirac y=y,+jy,+Tjy,+Ty,dovey,w.yw.w, sono numeri a indici 1?
Usiamo per questo la corrispondenza (49bis) glailgtafra spinori e campi che qui
rammento e poi sviluppo per esteso. E’

(128) E+TjiH =g, +¢_(-j)

ed essendo

(129)  w=g+ g, +Tig,+Ty,

Si ottiene dalle (48)

(130) W, =W +Tiw,)
(131) v =(jg,+Ty,)
da cui

A

(132) E+TjiH =g i+¢ (i) =@ +Tigs + i@, (=) + T (=D
Questa si puo anche scrivere esplicitando i caimpicorrispondono &, e ¢_

(133) E+TjiH =Fi =(E, +TjiH, +E_+TjiH _)i
Considerato il significato dei vari termini ci sia@rge che cosi € scritto lo spingre
in modo diverso. Per confronto:

(134) E. =y,
TJIH+ :Tij
E_= jl/’z(_ J)
TiH_ =Ty, (- )

Ricavandoyyw.ww,e sostituendo nelle equazioni di Dirac (127) svarcon lunghi
ma semplici passaggi a

diH J .
“+| —+iw, |E, =0
e[ i

(135)
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che sono precisamente le equazioni (126) dei magliida di Franceschetti — Ramo
ma sono anche le equazioni di Dirac dove semplioters e fatto il seqguente
cambio di denominazione nelle componentwdi

(//1 E+
(136) V|| 5]
¢’3 IH+
W] [H_]
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Partiamo dalle equazioni di Dirac (127) per paliackbera con le componengi, e

Ys

9 o . _
(137) Ews + (a—r + lmjlﬂl =0

0 0 . _
Ewl +(E—|m)¢/3 =0

Queste possono rappresentare un TE o un TM secandsolte a riposo cop, # 0
oppure cony, #0.
Le equazioni di Dirac in presenza di energia patsea) diventano per un elettrone

(138) ilﬂs +(i+iu +imj¢’1 =0
0z or
0 0 . )
Ewl +(E+|U _|m]¢/3 = O

Queste risolte pep, # 0 a riposo forniscono (ponendo - «,)

(139) (//1 = e—iax+ikzz ‘//3 — Be—iax+ikzz B= @

(140) k?=(w-U)*-af

mezzol mezzo 2

v
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L’andamento (140) det, consente il calcolo della velocita nel mezzo 2©p
consente anche una analogia con la propagazioriégedel una guida 2 con una
diversa frequenza di taglio (ovvero dimensiapég

A
guida 1
dl’wo
I guida 2
d2 ' wO,Z
da

Per questo si usi lg, = G formula per la velocita di gruppo in guida d’onda

z

Dalla (140) si ricava

(141)  k,=y(w-U) -« e quindi

(142) v, = dove

(143) Wy, =

La (143) fornisce implicitamente la dimensione @gjlida 2 rispetto alla guida 1.
Viceversa data una transizione fra una guida indedsioned, e una seconda guida

di dimensionead, la (143) fornisce il valore di U da inserire nadiguazione di Dirac

per rappresentare questa transizione fra guide.
L’analogia fornisce utili indicazioni per la integiazione del “paradosso di Klein”.
In breve pen =w-w, la (143) forniscav=w,, vale a dire la guida 2 é al taglio e

I'onda diventa evanescente. Se U cresce ulteriadeneeru =« la guida 2 si chiude
completamente e una ulteriore crescita di U nopibh@enso fisico. Esplicitamente

d, = (1—L%))dl e quindi pelJ > « la dimensione della seconda guida diventerebbe
negativa ossia I'equazione (138) non € piu rapmtasea del fenomeno.

Supponiamo ora che la stessa transizione fra glebeaso precedente interessi un
TM invece che un TE.
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Dal punto di vista elettromagnetico a parita digmaetri w,«w, € di dimensione della
guida 2 non fa differenza che si tratti di un TMiain TE, nel senso che la velocita
finale del campo nel mezzo 2 € la medesima. Tw#tper ottenere questo e
necessario come ora vedremo assumere al postqt@lpaltre equazioni nelle
guali la energia potenziale va cambiata di segoimecavviene con il cambio di
segno della carica elettrica € +eVv) nelle equazioni di Dirac.

Precisamente le equazioni debbono diventare comiéeqiel positrone

0 0o . ,
(144) Ezps +(E_IU + |mjt//l =0

d g .. .
—¢Y,+|—-IU-im, =0
2+ 2 -iml,

Esse in effetti hanno soluzione

(145) (//3 — e+iax—ikzz (//1 — Be+ia1—ikzz B= V (a)_U j B a)O
Jw-U)+a,
ki =(w-U) -of
Da queste discendono le stesse formule (141) (14i3) e la stessa velocita nelle
guida 2 che avrebbe avuto un TE.
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Riassumendo, se si tratta un grumo di campo ebetigmetico come un tutt’'uno
senza guardarci dentro, esso si scopre che viesgttie da uno spinore di Dirac e
dalla equazione di Dirac dell’elettrone.

Il semplice meccanismo, e la ragione per cui cidene, € il seguente:

descrivendo un assegnato campo elettromagnetititéranergia e quantita di moto
totali (i.e. I'integrale di volume delle densita date fisoreenergia e quantita di
moto) esse formano un tetravettore.

A questo punto il gioco e fatto perché, come berede nella STA o Space Time
Algebra (Hestenes, Doran etc.) per dare un teti@ecsi deve (0 Si puo) dare uno
spinore di Dirac.

Da qui svariate conseguenze e riflessioni, in vdinezioni.

Una, per esempio, riguarda il ruolo chiarificatded!’ entita “spinore”. Si pensi ai
guaternioni che, uno a destra e uno a sinistrayigdeso un vettore 3D. Ebbene come
ben si vede con la matematica della STA gli spidoBirac, uno operante da destra e
uno da sinistra, servono per dare un tetravetidelativistico).

(il gioco dunque che ha fatto comparire spinoregdazione di Dirac é stato proprio
guello di voler descrivere I'assegnato campo @gtignetico con un tetravettore,
ossia tramite I'integrale di volume delle densiténtpulso ed energia, ossia come un
tutto unico, ossia senza guardarci dentro).

Nota:

la equazione di Dirac, cui soggiacciono gli spinsriscopre essere elegantemente e
niente altro che la equazione, relativistica ettgcnn termini STA, delle usuali
equazioni del campo e.m. in guida scritte in terriry ed |.

Interessantissimo ripassare per esempio Francésdiemostra bene come V ed |
nascano da integrali di volume, e come siano deftramite una scelta a priori
arbitraria della impedenza, una delle quali intetgpresattamente anche il “significato
elettrico” dello spinore di Dirac.

Ci sono varie altre conseguenze. Ne rammento alcune

Scegliamo come campo e.m. un campo in guida cheapoeaggiare anche a velocita
v differente da rclo spinore fornisce senza che gli sia stato esto due distinti tipi

di campo, che si scoprono essere i TE e i TM, aidsdn polarizzazione destra
oppure sinistra, per un totale di 4 possibili smok Alla velocita della luce invece
ne vengono fornite solo 2 (logico, perché un TRI@stp punto € indistinto da un
T™)
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Vogliamo ora dare al nostro campo elettrico in gualpossibilita di andare piu
veloce o piu lento, o di deviare? Nella equazioneidhc, cui soggiacciono gli
spinori, si deve introdurre un parametro di accap@nto formalmente identico alla
carica elettrica, dopodiche allargare o stringarguida (cioé variare la velocita del
campo) oppure incurvata guida si fan comparire nella equazione coneittove,
analogo al potenziale vettore A, oppure uno scalaedogo al potenziale elettrico
“phi”.

Dal lato del fisico, o del fisico matematico, enmepyobabilmente la possibilita di
chiarire alcune cose che riguardano i nostri metodi

Esempio la equazione di Dirac, che & ancora oggdettibattito e di discussione
(vedi es. [8],.....[12] oppure [13] D. Hestenes,y$¥eries and Insights of Dirac
Theory”) fornisce in modo automatico una doppiasgabta di particella /
antiparticella e un doppio stato di spin.

Ora é senz’altro rilevante che con I’ unica corahizi matematica di descrivere un
tetravettore con lo spinore ad esso associatoengavper il campo elettromagnetico
in modo automatico una doppia possibilita di sfieEd/ TM e un doppio stato di
polarizzazione circolare. Esiste cioé una commetHogia e non e la sola. Ne segue
che I'equazione di Dirac si presta ad essere indagahe in questo caso concreto
piuttosto che nel caso, meno “accessibile”, delttebne.
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Fra le varie conseguenze io penso (ed é questdaligatante ragioni che giustificano
guesto scritto) che lo studio dello scattering ratdaun bersaglio, con le notazioni
dell’algebra di Clifford ci possa far stabilire parallelo fra le interazioni segnale/
bersaglio e le interazioni elettrodeboli.

Le notazioni dell'algebra di Clifford non sono oawmente essenziali ma per creare
un parallelo potrebbero essere estremamente dioa “fisiche”.

Potremmo forse approfondire, con un esempio comoossia visibile, ossia.....
I'esempio dello scattering da un bersaglio radasacsono le varie convenzioni
metodologie formalismi regole particelle interazierchi piu ne ha e piu ne metta
che compaiono nello Standard Model.

Entro in qualche dettaglio.

L’osservazione di base da cui partire e la seguente

Abbiamo visto chey ha in definitiva il compito di fornire il quadritt®re ¢Ty" .
Orbene uno spinore si assegna con 8 parametri ene@tipastano 4 per assegnare un
tetravettore. Esiste quindi una quadruplice arbéta ing (Hestenes, [11], [14]),

che é rappresentata dalla trasformazione a 4 p&iame

(146) W - weTjiﬁHj V-id+jp

ed é infatti significativo che una arbitraria t@shazione di questo tipo lasaiay’
inalterato.

Ora il gruppoe™”+iv-*+ic ¢ il grupposu(2)0u (1) (i, j,ij & Su@)). Ne segue che nella
descrizione del campo elettromagnetico con un duettiore 4Ty~ € possibile
sottoporrey ad una trasformaziongu(2) DU (1) senza alterare il quadrivettore
energia e impulsosu(2) JU(1) agisce quindi come una “simmetria interna”.
Potremmo allora supporre con un poco di fantasia:

a) che la (146) sia accettata come lecita trasfoiona globale in una nuova
equazione che la possa accettare (“a modificatidineoDirac equation to
accomodate the larger gauge group”, Hestenes,. [11])

L’equazione di Dirac (13) infatti cosi come e folata accetta solo
I'"electromagnetic gauge groug™ .

La nuova equazione .....potrebbe essere (?) lazmmeadel un neutrino o
radaristicamente del TEM ossia:

(147)  a*y=0;

b) che nella nuova equazione la trasformazionegpassda globala localegeneri
secondo le usuali tecniche dei campi di gaugetlie Varze elettrodeboli agenti su un
TEM/ neutrino e/o TE/TM, essendo tuttavia stavbka visibili i significati.
Fermiamoci qui con lI'immaginazione.
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Come dice Hestenes per terminare uno dei suooamici fantasiosi :

"That’s enough speculation for one paper!”
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Dalla:

(7) Fi=Ei+E,j+EK+Tji(H,i+H +HK)—F =E+TjiA

€ immediato e molto elegante ricavare le equazioMaxwell con div e rot.

A guesto serve una (lunga) premessa su una unagieofel prodotto in Algebra di
Clifford, proprieta che non ho citato Ax.

In Algebra di Clifford nasce in modo naturale ungwtto che congloba prodotto

scalare e prodotto vettore.
Si parta dalla ovvia uguaglianza:

(147)  ab= % (ab+ba)+ % (ab-ba)

Questa ovvietassume una sua ragion d’essere per il fatto cAdgiebra di Clifford
ci sono elementi anticommutativi, per cui ha urssgparlare dba distinto daab.
Essi sono anche potenzialmente opposti.

Una analisi di questa relazione con qualche esempgira subito che

(148) %(ab+ ba)=aeb

e fra vettori 'usuale prodotto interreal € uno scalare, mentre quello che e
opportuno chiamare prodotto esterno

(149) %(ab— ba)=a b

ricorda ma é bene non chiamarlo cosi, il prodotto vettore.
Infatti sea e b sono vettoriaCb € un bivettorementreaxb € un vettore.
Fra i due esiste la relazione:

(150) abb= (iA]RXax b)
che si puo anche adoperare invertita:

(151)  axb=-(jkfamb)
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La (151) non € necessario mandarla a mente peachéitorda faciimente
dall’esempio:

(152) i} =k

che mette in relazione il bivettofg con il vettore associatox j =K.

(Nota: qui intervengono le colpe e i meriti di Gsbliegli ha avuto la colpa e il merito
di far intendere chaCb, che nasce come bivettore, fosse un vettore agticbme

tale egli trattaaxb, e cosi pure lo trattano gli ingegneri per i quatiH € un vettore.
Questo nasconde le vere qualita del prodotto feavdttori ortogonali, che sono
quelle di una entita bivettore. Ad ogni modo lambne (151) mette le cose a posto).
Estendiamo la (151) all'operatore vettorialge (in 3D):

d~ 0+~ 0~
98) —i+—j+—k=
(98) Ox ayJ 9z v

(3]

Da (147)...(150) abbiamo in successione:
(152) 4d,a=d,*a+d, Dazév-a+(ﬁl2 évxa)

e pertanto gli operatori div e rot sono “embeddeell’ Algebra di Clifford,
attraverso la relazione:

(153) 4, a=diva+ (iA]IZ)(rota)

E’ quindi immediato ricavare le equazioni di Maxinan div e rot.
Le:

(6) O'Fi =0—id'Fi =0
7) Fi=Ef+E,J+ER+Tji(H,7+H, J+HK)—F = E+TjiA
comportano:

D0 0 :. 0p o oD afe e
154 —I+— | +—k+—=T)E+TjiH)=(0, +—T)|E+I)KTH|=0
(154) (o T+ kg DETiH) =@, + 1 DIE+TKH)

Sviluppando e separando gli indici si arriva rapidate a:

(155) rotE = —a—H,rotH :a—E,divE =0,divd =0
or or

che sono le equazioni di Maxwell.
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