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Abstract

Background: At present in physics there are 2 large and seemingly incompatible theories: the theory of
General Relativity and Quantum Mechanics. A model to derive Quantum Mechanics from General
Relativity is presented here.

Results: A hexadimensional model with the following characteristics is proposed:
1 temporal dimension

3 extended spatial dimensions
5 spatial dimensions

A

6D Plane of compacted dimensions; where elementary
particles (quarks, electrons) move at the speed of light
in elliptical paths with a perimeter equal to a half Compton

wavelength.

The charge / mass ratio and the intrinsic magnetic momentum of the electron solely from its mass
are estimated.

The gravitational wave equations are solved for the particular case of a flat three-dimensional
space. The boundary conditions are set assuming that the waves are guided by the curvature of compacted
dimensions. In particular, exact solutions are obtained for the case of a motionless particle-pulsation,
uniform linear motion particle-pulsation and the relativistic hydrogen atom. These solutions justify the
postulates of quantum mechanics and provide numerical solutions compatible with the experimental data.
Finally a possible origin of inertia is proposed.

Conclusions: We should review the dual wave-particle concept in favour of a solely gravitational wave
nature. It is remarkable to note that the same conclusions can be drawn with other configurations of
compacted dimensions (whether it be in number, size or topology) A great deal of theoretical effort is
needed to expand the hypothesis towards strong and weak nuclear forces and curved tridimensional
spaces.

keywords: Quantum Mechanics, General Relativity, extra dimensions, Kaluza-Klein, Hydrogen atom,
inertia.
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La Materia como ondas gravitatorias. ( Sobre la naturaleza del electron)
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Resumen

Antecedentes En la Fisica actual existen 2 grandes teorias aparentemente incompatibles entre si: la teoria
de la Relatividad General y la Mecanica Cuantica. Se expone a continuacién un modelo para deducir la
mecanica cuantica a partir de la Relatividad General.

Resultados Se propone un modelo hexadimensional con las siguientes caracteristicas:

1 Dimension temporal

3 Dimensiones espaciales extendidas
5 Dimensiones Espaciales|
6D Plano de las dimensiones compactadas; donde las
particulas elementales ( quarks, electrones) se mueven a
la velocidad de la luz en trayectorias elipticas de un
perimetro igual a una semilongitud de onda compton.

Se estiman la relacion carga/masa y el momento magnético intrinseco del electron a partir
unicamente de su masa.

Se resuelven las ecuaciones de onda gravitatoria para el caso particular de un espacio
tridimensional plano. Las condiciones de contorno se establecen suponiendo que son ondas guiadas por la
curvatura de las dimensiones compactadas. En concreto se consiguen soluciones exactas para los casos de
una particula-pulsacion inmovil, una particula-pulsacion con movimiento rectilineo y uniforme y el atomo
de hidrogeno relativista. Dichas soluciones justifican los postulados de la mecénica cuantica y
proporcionan soluciones numéricas compatibles con los experimentos. Finalmente se propone un posible
origen de la inercia.

Conclusiones Deberia revisarse la concepcion dual onda-particula en favor de una concepcion
unicamente ondulatoria de naturaleza gravitacional. Es destacable observar que se pueden sacar las
mismas conclusiones con otras configuraciones de las dimensiones compactadas ( ya sea en numero,
topologia o tamafio). Es necesario todavia un gran esfuerzo teérico para ampliar la hipotesis a las fuerzas
nuclear fuerte y débil y hacia espacios tridimensionales curvos.

Palabras clave: Mecanica Cuantica, Relatividad General, dimensiones extras, Kaluza-Klein, atomo de
hidrégeno , inercia.
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Ambito de aplicacion:

La hipdtesis se limita a circunstancias en las que el espacio de las 3 dimensiones espaciales pueda
considerarse plano, por tanto las ecuaciones de la relatividad general disminuyen de complejidad y
pueden escribirse de una forma similar a las leyes de Maxwell, formulacion conocida como
gravitomagnetismo. También se restringe a distancias tales en las que pueda despreciarse la influencia de
la expansion del universo. Los postulados en los que se basa son:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

La ecuacion relativista que liga la energia de un cuerpo con su velocidad es reflejo de un
movimiento a la velocidad de la luz en una hipotética direccion perpendicular a las 3 dimensiones
espaciales conocidas.

Esta dimension extra es la misma que postulaba Kaluza en 1919.
La topologia de la dimension de Kaluza es cerrada y muy pequena. (Klein 1926).

Se establece que con el fin de conservar la isotropia espacial en las dimensiones extendidas es
necesaria la existencia de al menos otra dimension compactada.

El movimiento de las particulas a grandes velocidades en el plano de estas dimensiones

compactadas se traduce en una vibracién que queda reflejada en la ley que rige la emision de un

e . . hv
cuerpo negro como un término independiente de la temperatura e iguala E, =

La energia que poseen las particulas elementales (electrones, quarks) en reposo es debida a este
movimiento, lo que implica que la 5* dimension espacial del postulado numero 4( a la que
llamaremos &) se puede identificar con el inverso de la masa de las particulas elementales

mediante la relacién Eo:—z PR Es por ello que todas nuestras ecuaciones en las que
0

interviene la masa de las particulas elementales son ecuaciones de 5 dimensiones, y no de 4, como
lo consideramos actualmente.

Las constantes G, |, €, etc son debidas a la formulacion en 3 dimensiones espaciales planas de un
espacio de 5 dimensiones espaciales (con dos de ellas extremadamente curvadas y compactadas) y
por tanto, desaparecen o se simplifican enormemente cuando se efectuan los calculos en 6
dimensiones ( 5 espaciales + tiempo) .



Tabla de constantes fisicas.

Masa del electron m,=9,10938291x10 "' kg

Magneton de Bohr  w,;=9,27400915%x 10> J -7

Momento magnético intrinseco del electron u,=—1,001159652Xu,,
Carga eléctrica elemental  ¢=1,602176x10""C

Constante reducida de Planck 4 =1,054571628 %10 >*J -s
Velocidad de la luz  ¢=299792458m/s

Constante de gravitacion universal G=6,67384x10""'N-m’/ kg’
Constante de gravitacion universal en 6 dimensiones G

Permeabilidad magnética del vacio w,=47nx10" T-m-A"'



Simbolos

“=aplicado a una constante, hexadimensional
B = Induccion magnética

B .= Induccién gravitomagnética

B r=Constante de propagacion deuna onda

45 E dI = Circulacién del vector E

dl =diferencial de longitud

dS =diferencial de superficie

E = Energia

E= Campo eléctrico

E .= Campo gravitatorio
E,=Energiaresidual

E = Energia deuna particula enreposo
E =Energia cinética

E, = Energia mecdnica

45 EdS = Flujo del vector E

-

H = Excitacion magnética
H .= Excitacion gravitomagnética
i=intensidad de corriente
i, =intensidad de corriente masica

Jj =densidad de corriente

J n=densidad de corriente masica
K =constante de Boltzman

k= Numero deonda circular

k .= Numerode ondas circular de corte



L= Longitud

\=longitud de onda

A ., =longitud de onda aparente

A\,=longitud de onda para una particula en reposo

V’= Laplaciano

-

2 . . .
V (o= Laplaciano hexadimensional

-

V.= Laplacianotridimensional
m=masa

m,=masa enreposo
W=momento magnético

W, = momento gravitomagnetico
i = vector normal

V= frecuencia
p=momentolineal

p .= perimetro

0, g=cargaeléctrica
q.,e=Cargadel electron

R= curvatura escalar

r=radio

T = tensor de materia—impulso
v=velocidad

v, =velocidad de grupo

v ,=velocidad de propagacion

W = frecuencia angular

E = Dimension radial compactada

§,= Dimension radial compactada correspondiente ala masa enreposo de una particula



1.Introduccion. La teoria de Kaluza-Klein

La teoria de Kaluza-Klein pretende unificar las 2 fuerzas fundamentales de la gravedad y el
electromagnetismo mediante la introduccion de una cuarta dimension espacial. Fue enunciada por primera
vez por el matematico polaco Kaluza, el cual extendio la relatividad general a un espacio-tiempo de 5
dimensiones. Las ecuaciones resultantes pueden dividirse en varios grupos de ecuaciones, uno de ellos se
corresponde con las ecuaciones de campo de Einstein ( gravedad), otro con las ecuaciones de Maxwell
(electromagnetismo) y finalmente un campo escalar de significado fisico poco claro.

Ecuaciones de campo de Einstein

£ g12 213 g4 5
4
221 £ 223 g4 | &
o
231 g3 £33 34 —
41 g4 243 gaa
Maxwell D Campo escalar

Es decir, el mero hecho de que cada particula tenga libertad para moverse a través de una dimension
adicional permite la unificacion de la gravedad con el electromagnetismo. A pesar de este resultado
espectacular la teoria adolecia de un grave problema, y es que, ;donde se encuentra esta 4° dimension?.Si
el mundo poseyese 4 dimensiones espaciales la gravedad disminuiria con el cubo de la distancia,
circunstancia que contradice la experiencia diaria, ya que disminuye con el cuadrado de la distancia.

Con el fin de intentar explicar porque la dimension extra no afecta a las leyes fisicas Oscar Klein en 1926
propuso que la 4° dimension espacial se encuentra curvada sobre si misma en un circulo de radio
extremadamente pequefio (por debajo de 1018 m) de tal manera que una particula que se mueva una
pequena distancia en la direccion de esta dimension deberia retornar al punto de inicio. La distancia que
una particula debe viajar antes de retornar a su punto de inicio se define como el tamafio de esa dimension
y esta dimension extra se dice que esta compactada

Figura 1. Proceso de compactacion de una dimension y ejemplo de como un cilindro tridimensional aparenta un hilo
unidimensional cuando el radio de compactacion es suficientemente pequeiio.



Por tanto a partir de ahora deberiamos representamos el espacio-tiempo como si en cada punto existiese
un pequefio circulo en el cual las particulas se pueden mover libremente.

En la teoria de Kaluza-Klein la pura geometria de un espacio-tiempo de 5 dimensiones vacio ( sin masa)
conduce a las ecuaciones de un mundo tetradimensional con masa. Lamentablemente la aplicacion de
dicha teoria al estudio del electron proporciona una relacion masa-carga que difiere de la experimental
unos 20 ordenes de magnitud, razén por la cual fue abandonada en gran parte durante varias décadas.

2.Consideraciones a la teoria de Kaluza-Klein

2.1 Sobre la topologia circular de las dimensiones

La curvatura de una dimension exige la existencia de otra sobre la que curvarse, como puede comprobarse
simplemente dibujando un circulo. Si nos centramos en la hipotética 4* dimension espacial de topologia
circular de la teoria de Kaluza-Klein tenemos 2 opciones:

1. La 4* dimension espacial se curva sobre alguna de las dimensiones espaciales conocidas, lo que
provocaria que el espacio no fuese isotropo(las leyes de la Fisica cambiarian seglin las direcciones
espaciales) , circunstancia que contradice la experiencia.

2. La 4* dimension espacial se curva sobre otra dimension espacial extra también compactada , como
por ejemplo en el caso de un toroide. Es facil ver que, independientemente de su numero, podemos
separar las dimensiones en 2 grandes grupos, las extendidas y las compactadas.
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Figura 2. Representacion de una hipotética cuarta dimension espacial arrollada sobre una dimension extendida o sobre
otra dimension compactada.




3.Significado fisico de las 2 dimensiones espaciales adicionales

3.1 La formula relativista de la energia.

La formula relativista de la energia de un cuerpo en movimiento es:
2
Ezz(mocz) —f—(pc)z donde:

* E =Energia de un cuerpo en movimiento
L] =
m_= masa en reposo del cuerpo

* c¢=velocidad de la luz
* p=momento lineal del cuerpo, igual al producto de la masa por la velocidad.

Si escribimos la energia en funcidon de las componentes de la velocidad VX,Vy y V,, tendremos:

| E2=(m0-c(cpz+(m0-c- V.Y +(mgy-c- Vy)2+(m0-c- V_)
V4

ecuacion que sugiere que todos los cuerpos se mueven a la velocidad de la luz en una direccion
perpendiculara V_, Vy yV,.

En el seno de la teoria de la relatividad el término (m 0<:2) se interpreta como el resultado del

desplazamiento de los cuerpos a través del tiempo a la velocidad de la luz. Otra posibilidad consiste en
identificar este término con la energia debida a un movimiento en la direccion de la cuarta dimension
espacial postulada en la teoria de Kaluza-Klein.

Este movimiento a la velocidad de la luz
de las particulas elementales seria en la
direccion R v

de la dimension adicional dicho
movimiento visto perpendicularmente
desde las otras dimensiones expandidas
deberia percibirse como una vibracion.

" Ahora bien, debido a la topologia circular

Considerando la modificacion propuesta
en 1913 por Albert Einstein y Otto Stern
de la formula deducida en 1900 por Max
Plank para un radiador de energia aislada

tenemos:

E= h-v +M
L) 2
|

Fig. 3 Sistema de coordenadas compactadas.



donde:
h= constante de Plank , K= constante de Boltzman , v= frecuencia T= temperatura absoluta

se puede observar que incluso a la temperatura del cero absoluto cualquier particula posee una energia
residual de vibracion igual a:

E =

ho
T2
Esta ecuacion ha sido interpretada en numerosas ocasiones como un reflejo de la energia de las
fluctuaciones cuanticas del vacio. Sin embargo podria interpretarse esa vibracion como la proyeccion en
nuestras 3 dimensiones del movimiento de las particulas a la velocidad de la luz en la 4° dimension
espacial R . En ese caso podemos igualar las 2 energias

E=m,c’
. . 2
myc’= h_21) = = 2:myc
h
E :M /
2 frecuencia de los electrones en funcion de

Su masa.

Si la trayectoria fuese circular y suponiendo que todas las particulas viajan a la velocidad de la luz se
puede deducir el radio de dicho movimiento circular:

p=—"C
2n g,
h h ) )
€= 1 = Para el caso del electron tendriamos
Tm,c 2m,c
5 _
p= 2MoC E,= I 1,93079616-10 " m
h 2m,c

donde h representa la constante reducida de Planck y & el radio de la trayectoria circular a través de las 2

dimensiones compactadas.

El perimetro seria:

__h
2mgc

p.

lo que representa una semilongitud de onda de D'Broglie para una particula que se desplace a la
velocidad de la luz.
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3.2 Interpretacion de la masa como la inversa de una longitud

La relacion anterior proporciona una interpretacion fisica de la masa en reposo como la inversa de una
longitud.

__h 1758810 "
2myc m en unidades del S.I.

o

Esta interpretacion permite un nuevo punto de vista de fendmenos ya conocidos, por ejemplo si
analizamos dimensionalmente la energia tendremos:

Energia = Fuerza * desplazamiento = [M LT “2 * L]=[L "1 *L2T-2] =[LT]

es decir, proporciona para la energia gravitatoria unidades de aceleracion, que coincide con el fendmeno
que se manifiesta fisicamente.

Si analizamos dimensionalmente la densidad tenemos:

Densidad =Masa/Volumen= [L “*] es decir, unidades de curvatura, coincidiendo con la teoria de la
relatividad general que relacionaba directamente la densidad de materia-energia con la curvatura del
espacio-tiempo.

Por otro lado si consideramos la ecuacion que relaciona la curvatura escalar R con el tensor de materia-

8nG 8nG -
impulso T tenemos: —R==——T donde el factor ———=2,0766-10"" &5 del mismo orden de
c c

=1,7588-10 "

|~

magnitud que el factor

[\

C

3.3 La longitud de onda de D'Broglie

La composicion del movimiento circular en el plano de las dimensiones compactadas con cualquier
desplazamiento en el resto de dimensiones conformaria trayectorias helicoidales.

=

El triangulo de velocidades puede representarse por tanto:

/N

Fig. 4 Trayectorias helicoidales
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Fig 5. Trayectorias reales de las particulas en el espacio.

La onda transversal asociada a una particula material que se mueva a la velocidad de la luz tendria una
longitud de onda igual a :

h

mgy-c

Ao=

Sin embargo, para un observador
tetradimensional que estudiase este
fendmeno le pareceria que a la
particula material tiene asociada una
onda de A aparente igual a la
proyeccion sobre las dimensiones no
compactadas.

o e » aparente
Por tanto: ~Lep,

Dy dﬁl

Fig 6. Triangulo de velocidades.

v
CoSa=— h
C

h
Ay  mycC
cosa= =
Aapa Aapa

Como la longitud de onda aparente es una dimension en la direccion del movimiento aparecera contraido

1—(=) , que coincide con la longitud de onda de D'Broglie
myv c

por el efecto relativista 1 apa=

para las particulas materiales.
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3.4 Influencia de la curvatura del espacio en fendmenos que suceden a escalas muy
superiores a la de las dimensiones compactadas. Radio de las dimensiones
compactadas.

En condiciones en las que se pueda considerar al espacio tridimensional como plano 6 cuasi plano las
ecuaciones de campo de Einstein pueden linearizarse y escribirse de una forma muy similar a las
ecuaciones de Maxwell.

Para comprender la necesidad de la constante G en los fendmenos macroscopicos analizados desde
un punto de vista pentadimensional seria conveniente considerar las leyes del gravitomagnetismo en su
forma integral.

Forma integral

E -dS=4nG-m
$.E.

¢ B,dS=0
§E ==L 5od3

$.B,dS= _4an $ 7, id 3*+%-

SHEY

o~
by,
St
S

La primera ecuacion es el equivalente a la ley de Gauss para el campo gravitatorio.

E -dS=41tG-m
$, E,

"El flujo gravitatorio a través de una superficie cerrada es igual a la masa encerrada en dicha superficie
multiplicada por 4nG"

4nr2-Eg5D= 4nG-m, S=4nr2

Notese que la ecuacion resultante es una ecuacion pentadimensional, ya que 7= , por tanto

_h
2€,c
debemos pensar en que todas nuestras ecuaciones actuales se refieren a un mundo con 3 dimensiones
espaciales expandidas, el tiempo y la inversa de la masa:

13



Si por el principio de equivalencia la masa inercial y la masa gravitatoria son esencialmente lo mismo no
tiene sentido la presencia de la constante de gravitacion G, las leyes del gravitomagnetismo expresados en
6 dimensiones no deben necesitar de ninguna constante, o, lo que es lo mismo la constante gravitatoria en
6D debe ser G=1.

Si suponemos un mundo de 5D en el cual una de las dimensiones espaciales extendidas se compactase
linealmente hasta una extension “a” como se muestra en la figura 7 veamos que ocurriria cuando los
fisicos de ese mundo analizasen la ley de Gauss en 4 D.

Sentido de |
ompactacion

iCompactacion
eglineleje x

Fig 7. Efecto sobre la ley de Gauss al compactar linealmente una dimension espacial.

4nr2-Eg5D= 4tm, S=4nr?
Mundo sin compactar SD
U 5D compactada
2mra-E 5, =4m-m, S=27r a
K Mundo compactado r>>>a

Los cientificos de este mundo plano de 4D medirian un campo Eg y le intentarian aplicar la ley de Gauss
obteniendo el siguiente resultado:

2nr-E ,p=41-m, 4D

14



Igualando las 2 ecuaciones tendremos:

2nr~Eg4D:2nra-Eg5D luego Eg4D:a-Eg5D

Como FE,,, tiene queseriguala £, habria que afiadir una constante para que la formula en 4D
S g
proporcionase un resultado correcto:

2ne-E,,,=4ma-m, |, es decir aparece una constante de gravitacion G = a.
Como a es muy pequefio el campo medido al compactar una dimensioén es mucho menor. Podemos decir

que de alguna manera la gravedad se “escapa’ hacia otras dimensiones:

El flujo Eg que atraviesa los discos superior e inferior se
pierde.

a

Si estudiamos el caso de compactar linealmente (sin condicion circular) la 5° dimension espacial
tendriamos:

Superficie 2D de una esfera 3D

5D

6D compactadas

Hipersuperficie 3D de un hiperelipsoide 4D

Luego desde nuestro punto de vista pentadimensional se percibiria un campo a/3 veces menor.

En el caso de una dimension que se enrolla sobre si misma en un circulo de radio “a” tendriamos:

nD (-1)D

@27“ | > ° m () 2ma

~——Superficie 1D de una esféra 2D
2na-E ,p=m,
E

gID:n-a .EgZD

E,p=m,
Superficie 0D de una esfera 1D

Es decir al compactar circularmente una dimension el campo quedaria alterado en un factor igual a
ma, lo que nos permite estimar el radio de las dimensiones compactadas de la relacion:

G=nR, — Ru=§=2,1z40819-10*“m
T

15



En consecuencia la curvatura del espacio-tiempo hexadimensional justifica la relacion entre la masa
inercial y la masa gravitatoria cuando hablamos de fendmenos que suceden a escalas muy

superiores al tamario de la 5° dimension espacial. Por tanto la mayor parte de las constantes deben
desaparecer cuando efectuamos los céalculos en 6D. (i, =1,G=1,.... )

Por otro lado, los fenomenos que suceden a escalas inferiores siguen la ley de la inversa del cubo, lo que
al menos de manera cualitativa podria justificar la diferencia de escalas entre las 4 fuerzas fundamentales
de la Naturaleza.

3.5 Interpretacion del principio de incertidumbre.

h
El principio de incertidumbre para la posicion y el momento afirma que | A x-A pZE por tanto la

incertidumbre del momento debe satisfacer | A p=> Ay | > Siusamos la ecuacion relativista que liga la

energia con el momento p=Yym,v cuando la incertidumbre del momento supera el valor de moc
entonces la incertidumbre de la energia superaria el valor de moc?, suficiente para generar otra particula
del mismo tipo. Por tanto debe existir una limitacion fundamental en la incertidumbre de la posicion

1
Ax=—-

fi
i >
moc) o lo que es lo mismo | AXx=%g,

Se infiere por tanto que el principio de incertidumbre deriva del hecho de estudiar fendmenos que
suceden en 5 dimensiones espaciales como si se tratase de fenomenos con 3 dimensiones espaciales. No
es de extrafiar por tanto que la longitud de onda compton represente la longitud que define el limite entre
el comportamiento como particula o como onda.

4.0rigen del campo eléctrico.

4.1 Sobre el gravitomagnetismo.

Si escribimos las ecuaciones del gravitomagnetismo comparandolas con las ecuaciones de
Maxwell.

GRAVITOMAGNETISMO ELECTROMAGNETISMO
V E =—/4nGp
€
VB,=0 V B=0
S ﬁﬁg . 7 —0B
XE = X E=——
VXE, c Ot v ot
—4nG - 10E _ - E
VXBg: .‘]m+; atg V><B_luO ]+/’t080§

16



A pesar de las evidentes similitudes las ecuaciones del gravitomagnetismo se diferencian en dos signos de
las ecuaciones de Maxwell, el primero indica que solo pueden existir fuerzas atractivas entre las masas, la
segunda indica que dos corrientes de masa que circulan en el mismo sentido se repelen al contrario de
lo que sucede en el electromagnetismo en el que se atraen.

4.2 Campo gravitomagnético producido por las particulas elementales.

Las particulas elementales girando en trayectorias muy pequefias a la velocidad de la luz deben producir
un campo de induccion Bg considerable provocando un campo de fuerzas que cualitativamente es similar
al campo eléctrico, tal como se muestra en la figura n° 8.

Distinto sentido — Atraccion Mismo sentido — Repulsion

Fig 8. Ejemplo en 3 dimensiones de como un movimiento circular de una masa puede provocar la ilusion de la
existencia de una carga eléctrica.

Como habiamos visto en el capitulo anterior las leyes del gravitomagnetismo expresados en seis
dimensiones no deben necesitar de ninguna constante, o, lo que es lo mismo la constante gravitatoria en
6D debe ser G=1.

Para calcular el campo de induccidon generado por las particulas elementales se puede asimilar al campo
generado por una espira circular.

g tal ELECTROMAGNETISMO 5D
2R

» _—41G i, | GRAVITOMAGNETISMO 6D
g c 2R2

Nota: Si consideramos la masa como la inversa de una longitud cualquier ecuacion que contenga la
dimension masa ( 6 carga eléctrica, ya que la relacion carga/masa es constante para cada tipo de particulas
elementales) se debe considerar como una ecuacion en 5 dimensiones, 4 espaciales mas una temporal.
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Si el campo eléctrico es la expresion en 5D del campo gravitomagnético en 6D entonces B=Bg

B _ M2R* i

B, —41G-2R Z_

la relacion entre la intensidad eléctrica y la intensidad gravitatoria es la misma que la relacion entre la
carga y la masa de una particula elemental. Por tanto se puede escribir:

HoeR g
—4n G my
Teniendo en cuenta que hemos postulado que G=1y que R=E,= 5 h_ _ 1,93079616-10"
m,c
HoCS, e _ 1
—4n m,
q. en unidades del S.I.

=1,72759870-10"

e

Si comprobamos la relacion experimental carga-masa del electrén tendremos:

—-19
g __e _ 1,602176:10 ___, ;5001946.10"

my mg  9,10938291-107°"

que difiere en un 1,8% del valor estimado.

Por tanto, al considerar la masa como la inversa de una longitud es posible salvar la principal dificultad
que presentaba la teoria de Kaluza-Klein.

Es de observar que simplemente considerando un valor de G = 1,01807176 se puede obtener un valor de
la relacion carga-masa del electron correcta. Esto supone que el radio de las dimensiones compactadas
anteriormente estimado debe reducirse en el mimo porcentaje, es decir

R,=Gllz G|=2,0863774-10"" m

4.3 Topologia eliptica de las dimensiones compactadas.

La forma mas sencilla de incrementar la induccion
magnética manteniendo el perimetro recorrido consiste
en deformar la trayectoria circular a una elipse.En
efecto, si observamos la expresion que permite calcular
la induccidon magnética en el centro de una espira de
corriente eliptica tendremos:

/

B.=u,l =
z «uo 4S

donde | = perimetro, S = superficie, I= Intensidad
eléctrica.
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Para estimar la longitud se ha utilizado la siguiente formula aproximada:

L~n(3(a+b)—+(3a+b)(a+3b))
Si elegimos una espira circular de radio unidad y la deformamos manteniendo el perimetro constante
basta con elegir una espira de semiejes a=1,10576 y b=0,8883 para incrementar la relacion longitud-
superficie y por tanto el campo de induccion magnética B por un factor de 1,018068, lo que

proporcionaria el valor correcto de relacion masa-carga para el electron.

Se ha estimado la longitud de la elipse obtenida anteriormente mediante la relacion:
/2
L=4a[, V1-¢’sin’0d0

donde e representa la excentricidad de la la elipse. Se ha encontrado que el error cometido al utilizar la
formula aproximada es de 3,42 10 ®por uno.

No obstante es posible seguir utilizando la hipotesis circular en muchos casos simplemente manteniendo
la constante G =1,01807176, que ahora se considera un factor de forma.

4.4 Ejemplo de aplicacion. Momento magnético intrinseco del electron.

Veamos como se pueden convertir las formulas electromagnéticas 5D a gravitomagnéticas 6D.

B

)4 u:i-ﬂr2

S=mr’ L=2nr

La expresion del momento gravitomagnético deberia ser andlogamente el producto de la intensidad
masica por la superficie abrazada por la espira. Sin embargo como las distancias involucradas son
inferiores a G debemos utilizar formulas referidas a 6 dimensiones.

Para convertir la formula a 6D partimos de la definicion de momento magnético.

u:%f rxidl

Los pasos a seguir son los siguientes:
1. Eliminar constantes( salvo aquellas que provengan de las leyes de Maxwell).
= f rxidl
2. Dividir por r para pasar de 5D a 6D.
1
== dl=i | dl=i-2T R
h=" f rxidl=i f i-2T

3. Utilizar la intensidad masica en vez de la intensidad eléctrica.
H=i,2TR

19



4. Eliminar la constante electromagnética y sustituirla por la gravitomagnética, es decir, multiplicar

—4nGle
por el factor ———
Ko
—4nGle
=——i,2nR
He Ky
. L. .. n’vueltas c :
i, =myv = =
El flujo masico sera 7,=myv donde v sequndo  2nR ya que habiamos postulado que el

electron viaja a la velocidad de la luz en las dimensiones compactadas.

Luego

:_4né e _—4n€?m0

He

foc  2mR Ko

sustituyendo para el caso del electron y como G = 1,01807176 tendremos

y :—4n-9,10910_31-1,01807176:_9 740055 10-2* | en unidades del SI.
4 - ]
410

La estimacion produce un valor muy similar al magneton de Bohr , que es de 9,274 00915 10 ~** en el
mismo sistema de unidades.
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5.Los electrones como pulsaciones gravitomagnéticas.

5.1 Ecuacion de ondas gravitomagnéticas.

La ecuaciones del gravitomagnetismo son:

Si tenemos en cuenta que hemos postulado que £y, tiene que ser igual a la unidad para 6D y por tanto
B=H podemos plantear las ecuaciones del gravitomagnetismo en ausencia de masas.

VE ,=0(a)
VngO(b)
> —1 6ﬁg
XE =——"7=%
v £ ¢ 0t (e)
| 0F
XH, =——=%(d
v £ ¢ Ot (d)
Operando en (c) tenemos ?x(?x Eg)ZvX _71 a@%)
portanto vxvxig:__lw
c ot
. d 1 85 i - - 25 =
y sustituyendo VXH, =— atg y vaxEQZV E,
£ c
R _ 2
nos queda VzEg=—216V 2Eg
c ot
1
. . w . V=T ¢
La velocidad de fase viene dada por Vv P lo que significa que \/L y por tanto:
2
c
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v LoBe g

g 2 2
v, Ot

Anélogamente podemos obtener:

Vi 4L oHe
4

=0
vf, ot

Si suponemos que el campo tiene dependencia armodnica con el tiempo de la forma

¥ =|¥ e

se llega a la conclusion:

&

Vp

- 2
27 W 2 . , . w ,
V E +— Eg=0| si llamamos numero de onda k al cociente ,_ hos quedaria:

P

VZEngkZEg:o

totalmente analoga a las ecuaciones de Helmholtz. y las soluciones serian del tipo.

08
06
0.4 -

02

sin(x)
o

-0.2 -

0.4 |

-0.6 -

-0.8 -

Sin embargo las ondas gravitomagnéticas son diferentes, ya que el campo gravitatorio no puede ser

negativo.

0.5 -

abs(sin(x))
o

-0.5 -

En la figura podemos observar una onda
gravitomagnética equivalente a la electromagnética
superior.

Es de observar que para la misma frecuencia la onda
gravitomagnética presenta una longitud de onda que es
la mitad de la electromagnética equivalente, por tanto el
nimero de onda k debe definirse como:

_TT
X k_?\

Fig 9. Onda gravitomagnética vs Onda electromagnética
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5.2 Ecuacion escalar de onda gravitomagnética en 6D. Solucion para una particula-
pulsacion libre.

Debido a la topologia del espacio las ondas gravitomagnéticas no pueden desplazarse libremente, sino que
deben ajustarse a unas condiciones de frontera muy estrictas. El fendmeno fisico més parecido se
encuentra en la transmision de las ondas electromagnéticas a través de ondas guia circulares o elipticas,
aunque en este caso el confinamiento se debe a la curvatura del espacio y no a unas paredes metalicas.

Se va a utilizar un sistema de coordenadas cilindrico eliptico en 5D espaciales:

Dimensiones espaciales expandidas: Coordenadas cartesianas X,y,z.

Dimensiones espaciales compactadas: Coordenadas elipticas , las curvas con & =cte representan elipses
confocales, mientras que las curvas n=cte representan hipérbolas perpendiculares a las elipses anteriores.
En el caso limite en que la distancia focal f se anula, es decir f=0 ,se reducen a coordenadas circulares,
donde radio (&), angulo(n)

‘ n=m/2
b 4 & n=cte
nJ—n . : i —:f .. \ | =
%
§ =cte
—a n=3m/2

Fig 10. Coordenadas elipticas.

La relacion entre coordenadas cartesianas y elipticas es la siguiente:
x= fcoshEcosm , y=fsenhEsenn

La ecuacion de onda hexadimensional seria:
(Vep+k>)-H=0

Se va a resolver la ecuacion para dos casos, primeramente suponiendo una topologia circular y
posteriormente generalizandola a una topologia eliptica:
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5.2.1 Topologia circular de las dimensiones compactadas.

Aplicando el laplaciano en cilindricas tenemos:

2 2 2 2
67+1.L+L2. 0+ 0 + O 1 0 4l H=0
o't € 0% € on ox 0y 0z

Se puede solucionar mediante separacion de variables

H(En,x,y,2)=G(E)N(n)-F(x,y,z)

Sustituyendo:
G”NF+%~G 'NF+éGN ""F+GN-V3, F+k’GNF =0
Dividiendo por GNF
GG"%%%NN';@m:o

Y como es habitual en los calculos de ondas guia podemos descomponer el nimero de onda en 2:

2 2 2 . .7 ’
k=B"+k. donde  se denomina “constante de propagacion” y k. es el “niimero de ondas de corte” y
representa la frecuencia minima para que una onda pueda propagarse por la guia.

De tal forma que podemos obtener 2 ecuaciones:

lG!_{—L' rs!
G ¢ G ¢ N

=

+k2=0] (1)

Vi F
F

+4’=0 (2)

Si multiplicamos (1) por &

2 s ’ rs
EG G N

+€% k=0 (3
e ot ok, (3)

Que podemos descomponer en 2 ecuaciones que dependen de una unica variable, y ademas como los
términos de la ecuacion suman una constante entonces cada término debe ser constante:

N!l
v =—m. — |[N""+m°N=0| (3a)
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Cuya soluciénes: N (n)=4, sen(m n)+Bcos(mn)

. N''
sustituimos N =—mf en (3) y obtenemos:
Ez-GG +§-% —m+E k=0
-G'"'+EG'H(E k. —m;)G= conocida como la ecuacion diferencial de Besse
G +EG +(E ki —m)G=0 ) id I i6n diferencial de Bessel

Examinemos mj :

Loégicamente H(E, n,x,y, z)=H(§, n+nl,x,y, z)dondelzentero
Esto solo puede ser cierto si ms es semientero.

Recordemos que:

N(n)=4,sen(msn)+B;cos(m:m) se puede escribir como:

N (n)=Cy-sen[m,(n—m)]

Si suponemos que los electrones son ondas gravitatorias para el caso de un electrén en reposo tendriamos
que la constante de propagacion =0, en ese caso:

K =0"+ki=k:

Si asociamos esta frecuencia de corte a la vibracion que presentan todos los electrones entonces
tendriamos:

kZ% donde la longitud de onda debe ser igual al perimetro del movimiento circular de los electrones,

es decir: 2m, lo que conlleva que:

_1_21Tm0c_moc

k=k, = N n y por tanto el nimero de ondas circular debe ser:
m,cC m,cC ?
k.= 72 Luego podemos escribir (4) como | €>.G''+&-G'+|¢&" 7(2) ) —m, | G=0] (5)

Como ya habiamos comentado se trata de la conocida ecuacion de Bessel, cuyas soluciones son:

— J o — Funcién de Bessel de primera especie.
— Y a — Funcidén de Bessel de segunda especie.
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bessel_i{lli),S_r)
o bessel_w(0.5,r)

w

Fig 11. Funciones de Bessel.

Como puede observarse ambas son funciones periddicas, por tanto no validas, ya que si no las ondas
saldrian del universo.

Las funciones de Hankel tampoco son validas por ser combinaciones lineales de Jae Y o

Sin embargo si consideramos k. imaginario tendriamos:

2
_MC . 200 , 2| M€ 2|~ .y .
k.= . i|— |§€G§"'+EG "¢ g +m, |G=0| (6) o Ecuacion modificada de Bessel
cuya solucion general es:
2mc 2myc
(;:CVZImS TE +C3Km, —E (7)

donde I my y K m; representan las funciones modificadas de Bessel de primera y segunda especie
respectivamente de orden m; . Noétese el factor de escala 2 que corrige la diferente definicion de n® de
onda.Si las representamos veremos que:

bessel!i{0_5,r}
bessel_ _k{0O.5,.r)

i
-
i

Fig 12 Funciones modificadas de Besel.
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Es decir, ninguna de las funciones por separado puede cumplir con las condiciones de contorno, sin

embargo si nos damos cuenta que en realidad r, representa un horizonte de sucesos es facil ver que la
solucion seria:

\
. 2mgc
SiEsE,—~G=C,1,, - 23
. 2mc
Sie=2¢,-G=C,K,, 2S
s h /

Las condiciones de contorno exigen que las 2 soluciones coincidan para

7 2myc . 2mye  p

= 2m,c y por tanto P

=1

)

h .2m0c

Luego si consideramos que el electron representa la onda més sencilla posible m,=*1/2  tendriamos
que debe cumplirse:

C2~Il(l):C3'K1(l>

2 2

, 1o que obliga a que: C,=0,4916C;

05 .

04 | -

03 B

01 B

Fig 13 Solucion en funcién de £/§ o

Podemos por tanto representar la solucion hallada G(§)N(n) para las dimensiones compactadas:
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+= un

Un s Ud P e O B W

Fig 14. Solucion para el plano de las dimensiones compactadas.

Lo que representa una onda estacionaria. El flujo de energia en una onda se expresa mediante el cuadrado
de la funcion de onda <'¥ > * en nuestro caso ¥ puede ser E, 6 H,.

Si representamos < E, > * en funcion de &/ &, tenemos:

0.3

) 2myc =l |
SiE<E—G=049161, - 23 02 1
2
. 2mgc
Sie>g,—>G=K, - 23 2 ]
2

0 I 1

5
E/E,
Fig 15 Flujo de energia frente a /€ o

Si representamos la funcion (GN)? en el plano de las dimensiones compactadas tendremos:
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518,

Fig 16. G(§)’N(n)* Flujo de energia en el plano de las dimensiones compactadas.

Podemos calcular el centro de masas de la funcion < E, > 2

JeEde

Seim™ fE—sz

Si nos fijamos en el grafico podemos ver que:

[E*ag=] (049161, (g) a5+ [ (K,(8)PdE

JeErae={ (049161, ()P d e+ [T (5K, s(5)PdE

Las integrales se han resuelto numéricamente mediante el método de Romberg utilizando como limites de
integracion [0,1] U [1,20]

EETdE
& im= J:fE—ZdEZ 1,006495 | es decir, las condiciones de contorno que hemos elegido no son
. . 1,006495- 7
correctas, ya que el flujo de energia no se encuentra concentrado en la coordenada &= T ome
0

Es necesario imponer por tanto unas condiciones de contorno tales que el el flujo de energia se concentre
h

2m,c
En el caso de la topologia circular esto se cumple si las 2 soluciones coinciden en

en la coordenada &=

/] 2m,c 2m
=0,99195 0 S—
€,=0, 2myc y por tanto h &

€.0,99195—"

=0,99195
h myc

Luego si consideramos que el electron representa la onda més sencilla posible 7,=*1/2  tendriamos
que debe cumplirse:

Cz'li (0999195): Cy Kl(0999195) , lo que obliga a que: C2= 0,50096797837993 C3

2 2
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La topologia circular es una buena aproximacion para calcular el momento angular del electrén atribuible
a su giro en las dimensiones compactadas:

L=mXr-v=m,Ec=m -czg

‘2m,c

En base al resultado anterior es practicamente inevitable asignar la propiedad cuantica de espin a la onda
estacionaria de los electrones en las dimensiones compactadas, identificandolo con la constante ms, el
signo de esta constante representa la diferencia de fase y el diferente sentido de giro explicaria la
diferencia entre electrones y positrones.

Positron espin +1/2 Positron espin -1/2

Fig 17. Representacion intuitiva del espin del electron.

Es facil ver que se puede extrapolar el resultado para estimar el momento angular de giro a particulas con
diferente espin, resultando:

L=m_-h

N N

5.2.2 Topologia eliptica de las dimensiones compactadas.

Teniendo en cuenta analogas consideraciones que en el caso anterior el laplaciano también es separable,
quedando:
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H(Em,x,y,z)=D(E,m)F(x,y,z)

V:.D(EM)
SEITSL L 4 k=0 (3
Diey 0O

ViF(x,y.2)

2_
Flx.yz) PO

En el sistema de coordenadas elipticas (3) puede reescribirse de la siguiente manera:

2
f*(cosh(28)—cos(2m))

0 0
_+_
o0& 0

D+k>-D=0

Y suponiendo que D puede escribirse como D(E,m)=G(E)-N(n) nos quedaria:

1 0°G k. , 18N ki
C 6§2+ 3 f cosh(ZE)—N anz+ 5 fcos(2m)

que puede ser separada mediante una constante que llamaremos a ( No confundir con el semieje mayor de
la elipse)

G''—(a—2qcosh2E)G=0
N'"—(a—2qcos2n)N=0

donde se ha definido:

q y la constante de separacion a solo depende del parametro a, es decir a= a(q).

2 p2
_kef

4
Es notable observar que para el caso limite en que g=0 todas las soluciones se reducen a las ya conocidas
como funciones de Bessel.

La segunda ecuacion representa la dependencia “angular” de la ecuacion anterior y es conocida como
ecuacion de Mathieu, mientras que la primera ecuacion representa la dependencia “radial” y es conocida
como ecuacion modificada de Mathieu.

myc
Ya que se ha postulado en el apartado anterior que | k.= ;1)

Para el caso del electron se va a estimar el valor del parametro q.

i | es imaginario tendremos que q <O.

k= m,c i 9,10938291 10°'-299792458

S h oA TlGR 10T = 258960532107

como el radio de las dimensiones compactadas se habia estimado en:
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G 6673107 i
-2 - =2,0863773-10
"G 1,018071765 1 "

y supuesta una topologia eliptica de pardmetros
a=1,10576-r,
b=0,8883-r,

Se puede calcular el foco de la elipse mediante la expresion:

f=Va*=b*=r 1,10576’—0,8883°=1,3738795-10 "' m

y por tanto el parametro q valdra:

k2 2 . —11\2 . 12\2
- o/~ _(1,3738795-10"")*(2,58960532-10") —316.4495

4 4

Teniendo en cuenta las mismas consideraciones que en el apartado 5.2.1 las soluciones que podemos
identificar con el electron seran:

N(n)=|se,(n,~316,4495)

2
( también conocida como seno eliptico). La periodicidad de esta funcidn es de 4x, pero al tratarse del
valor absoluto su periodicidad se reduce a 27.

o valor absoluto de la funcién angular par de Mathieu de orden 2

2.0

N ()

L5

1.0

004 50 100 150 200 250 300 350 200

Fig 18 Solucién angular de Mathieu para q=-316,4495 y orden 0,5.

32



En cuanto a la ecuacion modificada de Mathieu ninguna de las funciones radiales puede ser solucién por
si sola, asi que al igual que en el caso circular la solucion radial vendra dada por:

Si0< &< &, G(e)=1,,,(2k,5,—316,4495)=1,,, 5—316,4495
0
o funcion radial evanescente de Mathieu de primer tipo y orden 4.
Si &> &, G(E)=K,,,(2k,E,—316,4495)=K,,, g,—316,4495)
0

o funcion radial evanescente de Mathieu de segundo tipo y orden Y.

Dado que q es bastante grande su valor se puede aproximar mediante la siguiente relacion:

PR PUU =S B NS SN = B S ol B O
mA 4w (32 32 32 10/Vg

( Algebraic methods to compute Mathieu functions) donde r representa el orden de la funcion.

Las funciones Io y Ko de orden semientero no se encuentran resueltas en la literatura, sin embargo
cuando q — oo entonces a , — a ; y por tanto se puede aproximar:

I =1, K =K,

ol ol
2 2

Si imponemos que el flujo de energia de la onda coincida con &/§, = 1 puede obtenerse por tanteo que las
dos soluciones deben coincidir en £/§,=0,9976535, es decir:

1,,(0,9976535,—316,4495)=K ,,,(0,9976535,—316,4495)

Si representamos el cuadrado de la funcion de onda respecto a &/ & tendremos:

22

Ko

lo

EfEo
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y combinando las 2 soluciones:
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5.2.3 Solucion para las dimensiones extendidas.

Seguimos solucionando el resto de variables, si recordamos (2)

2
st

7 +B°=0 | entonces podemos considerar 2 casos:

CASO A. PARTICULA-PULSACION INMOVIL. p=0

Tenemos entonces:

ViF

8) de soluci :
7 0 | (8) de soluciones

F=constante=C | (9)

¢

F=—
x2+y2+22

(10)

Es notable observar que (10) es totalmente analogo a los potenciales gravitatorio y eléctrico. Sin embargo
la solucion no es valida si x=y=z=0, ya que proporciona valores infinitos. Se propone por tanto la
siguiente forma para la solucion:

Sir<g————————— - F=C,
Sir>¢ F ¢ +C
ir>g,————F=

0 X2+y2+Z2

= T T T
2.5 —
=2 |- _
— 1.5 | —
1 —
0.5 K |
o |—;H L T
L] = 10 15 20

.1
-~
I

Fig 14. Solucioén en funcion de r para una particula-pulsacion inmoévil.

Es de observar que una pulsacion gravitomagnética hexadimensional debido a las restricciones que
impone la topologia del espacio aparece como una fuente de campo gravitatorio y eléctrico en un espacio
tetradimensional.
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CASO B. PARTICULA-PULSACION EN MOVIMIENTO UNIFORME

2
sl

+p*=0
P

Si consideramos un movimiento uniforme a lo largo del eje Z se propone la siguiente solucion:

Sivx’+y’<g————————— —F=C,Sen(pz)

Si\/x2+y2>EO ————————— —>F=CSSen([\’)z)-logCG\/xz+y2

Es decir, el producto de una onda plana por un potencial bidimensional en el plano perpendicular al
movimiento.

Si z representa la amplitud quedaria asi.

Function

Fig 15 Solucién frontal para una particula-pulsacién libre con movimiento uniforme.

Si observamos un electron de frente nos vuelve a aparecer como una fuente de campo gravitatorio y
eléctrico. Pero visto transversalmente al movimiento aparece como una onda.
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Fig 16. Solucién
transversal para una
particula-pulsacion
libre con movimiento
uniforme.

£ La forma del electron seria entonces:

Fig 17. Isosuperficie.

Orbital que representa un electron libre con movimiento uniforme
a lo largo del eje z. Es de observar que unicamente se trata de una
isosuperficie. El electron se extiende hasta el infinito en el plano
XY, pero se encuentra comprimido por efecto del movimiento en
el eje Z.

6.Discusion. Significado fisico de la mecanica cuantica

6.1 Concepto de particula. Origen de la inercia.

Es notable observar que la solucion de la ecuacion de onda gravitomagnética para una pulsacion libre
aparenta ser una particula frontalmente, ya que aparece como una fuente de campo gravitatorio y
eléctrico, pero visto transversalmente justifica plenamente su comportamiento ondulatorio. ( hipotesis de
D'Broglie).

De esta forma, si consideramos a los electrones como pulsaciones gravitomagnéticas podemos explicar:

— El experimento de la doble rendija, en el que cada electron efectivamente interfiere consigo
mismo.

— El efecto Aharonov-Bohm, en el cual un electron se ve influido por un campo magnético
confinado en un solenoide tiene explicacion simplemente considerando que parte de la pulsacion
que representa el electron atraviesa el solenoide, quedando por tanto afectado.

— El que se considere al electron como un objeto sin dimension ( puntual), sin ninguna estructura
interna.

Por otro lado, esto conlleva a la ausencia de la accion a distancia. El campo eléctrico o gravitatorio de los
electrones se perciben porque efectivamente estamos atravesando a los electrones.

Para determinar el origen de la inercia resulta muy interesante observar la propagacion de las ondas
electromagnéticas en una guia de ondas como las que se utilizan para transmitir sefiales
electromagnéticas. Las ondas cuya frecuencia es inferior a una frecuencia minima, denominada de corte,
no se transmiten, mientras que las de frecuencia superior se transmiten a una velocidad mayor cuanto mas
alta es su frecuencia, es decir, las pulsaciones mas energéticas presentan una velocidad de grupo mayor.
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El modo de propagacion de una onda cuya frecuencia sea @ en una guia de onda con una frecuencia de
corte o viene dada por la siguiente relacion:

B:% \/u)z—oo(z)

La velocidad con la que efectivamente se transmiten la informacion y la energia dentro de una guia de
onda viene representada por la velocidad de grupo, que se define como la derivada de la frecuencia con
respecto al modo de propagacion dw/dk.

Derivando la expresion anterior con respecto a @ tenemos:

dB: w

2 2
dw C\/w —w,

asi que la velocidad de grupo de una onda de frecuencia » en una guia de onda con una frecuencia de

2
du) C\/u) u)o u)o

corte o €s: —
g dB

y reordenando tenemos:

Wo W, v w, 2

{ v, | Yypor tanto:
c

nos queda: v 1P

-
C

Es decir, de una manera bastante sorprendente una onda electromagnética adquiere las mismas
propiedades que una particula material cuando es guiada por una estructura metalica o por otras
condiciones de contorno, como es ¢l caso de la fibra de vidrio.

En las paginas posteriores vamos a aceptar implicitamente que existe un tipo de ondas entre cuyas
propiedades se incluye la de interaccionar entre ellas intercambiando energia. Dicha interaccion se
produce modificando la frecuencia y la fase. Dichas ondas conformarian lo que conocemos como
electrones.En este sentido las constantes de integracion no deberian normalizarse para obtener una
probabilidad de 1, sino para que se ajusten al flujo de energia del electron.
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6.2 Ecuacion de Klein-Gordon. Longitud de onda de D'Broglie.

Si partimos de la ecuacion de onda gravitomagnética en 6D tenemos:

2 2
Como k2=(%i +p> podemos escribir: — §D+ MTOCZ' +B*|-H=0 (a)
2 v, 2T
La velocidad de grupo se define como: v,= i — p=—t— /o
2 fy c

Si tenemos en cuenta que W=2T f; podemos escribir:

g

Considerando que & :% y sustituyendo en (a)

Ve

c

—_ &
B_z_

w 2: MoC ’ Ve 2 )
(C) h C c)

2 2 2 ’ i i
(Q) 1—(2) :(moci) ,como —S=g¢ tenemos (Q) {1_82]: moci
C c A - . .

y recordando que hemos postulado que k era imaginario tenemos :

1 . m
7\/—2 ‘I, sltenemos en cuenta que M= \/ >
— 1—
l—¢ 3

m,c
f=—2".
fi

y sustituimos en la ecuacion de onda tendriamos entonces:

2
%z’ ) )-H =0 | similar a la ecuacion de Klein-Gordon independiente del tiempo.

2
( 6D+

Esta ecuacion debe resolverse para 6 dimensiones, no para cuatro, por eso esta ecuacion fracasoé cuando
se aplico al atomo de hidrogeno.

Si Itipli dividi d k ! e Energia, |
i multiplicam D k=— = :
ultiplicamos y dividimos por ¢ nos queda he T1— o

Esta ultima relacion nos va a permitir resolver la ecuacion de onda de los electrones cuando estan
sometidos a un campo de fuerzas.
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Por otro lado si volvemos a la ecuacion:

myc 1 ‘ . , [mye 2
k= . >'1 y teniendo en cuenta que k"= i|+p
h 1—¢ fi
2 2
o mgyc 1 mgycC
Podemos escribir 0l - = 0% ;] 42
( h l) 1—¢” ( 7 i B
mye |1 moc ' [1-1+¢2] [mye
0~ _qp2 2 [ MpC —14&"| [ mycC .
( h l '(1_52)_1]_8 Portanto P _( h l). 1—¢’ 7
Luego:
p=hC ) & |; Ve ta finalmente.
7 \/ITEZ y cOmo - =¢ nos queda finalmente:
p="0Ys L
oo N1-¢

La longitud de onda asociada al modo de propagacion sera:

T _‘IT_T(h'\/l—Ez._Tl'h'Vl—Ez.
p=F———>2AN=_—= = I

A B myv, 21tmgv,

Finalmente tendremos:

lo que representa una semilongitud de onda de D'Broglie.

sin(x)

abs(sin(x))

-0.5 -
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7. Aplicacion de la ecuacion de onda gravitomagnética al atomo de
hidrogeno.

7.1 Ecuacion de onda para el atomo de hidrogeno.

Si utilizamos un sistema de coordenadas esféricas para las dimensiones extendidas y circular para las
compactadas y consideramos un potencial eléctrico tridimensional la ecuacién de onda seria:

E
(V2,+k%-H=0 donde kzh"—'“’“i
C

La energia total de la pulsacion tendra los siguientes términos:
’ sy 2
— Energia de la pulsacion en reposo:  Ey=mc
— Energia cinética: E.

Como la energia cinética no es conocida a priori y el electron se va a mover en un campo potencial
eléctrico podemos expresarla como la diferencia entre:

— Energia mecanica: £,

— Energia potencial eléctrica. Si consideramos que debido a su gran masa con respecto al electron el
proton se mantiene inmoévil podemos expresar la energia debida al campo eléctrico como

-1 0q_ -1 ¢

dmte, r  Amey r

E prpc=

Por tanto tendremos que:

2
2 1 e 5

. e
E " Ame, r

2 2 .
. . |mc+E e 11. i llamam X=—"
f=—omda i — i= & ~|; ¥ stHamamosa hcdte,

hc _hc47[80r

Desarrollando tenemos:

Vi m>ct  E.  2E mc’ a_z 2mc’o 2E,0 He0
T2 2 2 2 2 2 2 o -
hc hc hc 7 hcr her
agrupando nos queda:
2 E,\ 2 E 2 2F
V>H- me\ g _|Zm H—ﬁ Ze Sl % m& —0
h fic fic \he r 7 ficr




Se puede solucionar mediante separacion de variables
H(gn,x,y,2)=2(€,n)¥(r.0,¢)

que permite separar los laplacianos utilizando el mismo postulado que en el punto 5.2.

2
Vén o— (E) ®=0 De solucion analoga a la de la particula libre. (1)

h

Ve, || Baf _2Eactly 2me B oy o)y Im)

r.6.¢ hic hcr hc \he r P2 (

Sacando factor comun en (II)
E.E, 2a 2me’ [ E, a o’

2 m m m

Yy—-——Y——-|—|Y—-|=|¥=0
Vv fic|hc r fic \hc r r

E, 2a

fic r

m

E
o . 2 r .
En el caso no relativista mc">>>FE, yeltérmino —
c

W es despreciable frente a

2 E
2210 (hm_ﬂ W y por tanto podemos escribir:
c \hc r
2mc| E ’
2 0 m a a
T | = | w=0
\ )73 (hc r r’
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7.2 Ecuacion de Schrodinger.

Si escribimos la ecuacion de Schrodinger tenemos:

. I 9 E
—=Y=—Y :
Si tenemos en cuenta que ¢ o1 he nos queda:

E « 1 7 2
———|¥=—|= VY i i .
( e r ( 2 mye ) y despejando y reordenando tendriamos:

=01 que presenta evidentes analogias con la ecuacion anterior.

7.3 Resolucion de la ecuacion para las dimensiones extendidas. Caso no relativista.

Si partimos de la ecuacion:

2 2m0C Em (0 0-2 . . .
\% ‘I’—T Py— W—|— |W=0], aplicando el laplaciano en esféricas tenemos:
r
1 0(.0W 1 0 oW 1 W 2myelE, q o
—— + — | Sen6 — — |¥Y—|—=|¥=0
rzal”(r 6r) rZSene 86( e 66) rzSenze 6cp /) (7’36’ r rz
Si descomponemos  W(7,0,¢)=R(r)P(0)T(p) tenemos entonces:
1 o (2 1 ) 1 2myc|E, q a’
——I\r"R'PT |+ —\Sen®ORP'T|+————RPT'"'———|———|RPT —|— |RPT =0
rzai’\r J > Sen© 59( “ | > Sen” 0 h (ﬁc r r
2 2
Si multiplicamos por r’Sen’®
RPT
Sen’0 d | » Sen® d T s . 2myc[E, g 1o 2a]d’
———\r'R'+———(SenO P'|+———r"Sen” 0 —— | ———|—r"Sen 6| — |=0
R ar " RS gl SenOP 4 = Sen’ 6 | e = Sen e
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Como tenemos un término que solo depende de ¢ y la suma debe ser constante por fuerza tenemos que:

T!!
T

2
=cte=—m,

—im;

y cuya soluciénes: T (¢p)=C,e con m; semientero.

Sustituyendo entonces y dividiendo por  Sen’0

1dopi)p 1 dg9pi- —r —a’=0

R dr P Sen® do Sen’ #

2
m; 22mOC(Em_O(

fic r

Ya tenemos separadas las variables.

1 d 2 \ 22mOC Em (0
— L[R2 =1(l+1
dr(r ) "Th (hc r ( )
1 m;
< _(Seno P’ L ——J(I+1
PSenGdB(en )Senze +1)

Como o< [(/+1) podemos escribir:

1 dj2 ,2mye [ E, o
S LR 2y (141
dr(r ) g 7] hc r ( )(a)
1 d m}
< (SenoP'|———L—=—1(I+1) (b

PSend 20 Sen0F| oo UFD (®)
TVV

=—m; (©)

La ecuacion (b) se trata de la funcion asociada de Legendre, que junto con la ecuacion (c) proporciona la
solucion de los armodnicos esféricos. Las condiciones de contorno restringen la solucion a 1=0,1,2,.... junto
con la condiciéon 0 < |m,; | <1

incibio m; pu v . . . .
En principio m; puede adoptar valores semienteros, pero los polinomios de Legendre de orden semientero
presentan valores infinitos para 6=1, por lo que no pueden tener significado fisico.

Vamos a analizar la ecuacion (a) para determinar los niveles de energia:

Si aplicamos la regla de la cadena y reagrupamos

2moczEm B 2m0c20c
(hc)z hicr

2R "+ R~ R=I(I+1)R

Definimos la funcion
u(r)=rR

u'(r)=rR'+R
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u''(r)=R'+rR'"'"+R'=2R"+rR""

lo que nos permite escribir los dos primeros términos de forma simplificada:
2R "+ 7 R"'=r(2R"+7R"")=ru""

y por tanto:

2moczEm_2mocza+l(l+l)
(hC)Z hicr ]/-2

rr

u=0

Si realizamos un estudio asint6tico de la funcion anterior cuando r — o se puede escribir:

2
2myc E,,

()

!

0

u

si llamamos

_2mczEc

= ey

podemos escribir:

2
o e sl
hr 4
Dividiendo por B*:
u'’ 2mycon [(I1+1)|
Hh2 |t T a2 75 |u=0
§ P ar B r

Como r aparece siempre multiplicado por f podemos realizar el siguiente cambio de variable p = fr
definiendo la funcién U(p):

2
U''—[1— mOCOL_l_l(l-l;l) U=0
prp p
Si 1l _2mca
i11llamamos p,= B
tenemos
g 1= P D g )
P P

La ecuacion (d) aparece en forma muy similar en la resolucion de la ecuacion de Schrodinger radial del
atomo de hidrégeno y puede encontrarse su resolucion en la literatura mediante su estudio asintotico y
posterior desarrollo en serie. La condicion para que la serie de términos no sea infinita es que para algun
valor de j se cumpla la igualdad siguiente:
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2(j+I14+1)=p,  donde j es un numero entero.

si llamamos n=j+/+1 nos queda:

2n=p,

Si recordamos las definiciones:

B2:2mczEm y p:2mococ
(he) " b

podemos obtener la relacion que cuantifica los niveles energéticos del electron en el &tomo de hidrogeno:

_2mea 5 e
V2mE — =n
h - - 2mE

Elevando al cuadrado

2 2
mc o

2F

2 2
2 .. . . —mc” o
=n" Y eligiendo la solucion negativa — | £, 2—2 >
n
m

que proporciona los mismos niveles energéticos que la ecuacion de Schrodinger.
En realidad la ecuacion (a) se trata de una variacion de la funcion asociada de Lagerre y por tanto

proporciona las mismas soluciones. Finalmente recalcar que la solucion final vendra dada por el producto
de las 3 soluciones, es decir:

H(En,x,y,z,6)=®(¢,n)Y (r,0,p)e ™" ,yque de dichas soluciones se pueden obtener los
momentos angulares, que serian:

— Momento angular orbital L=v1{/+1]-%

— Proyeccion sobre el eje z del momento angular orbital L.=m,h

+1
— Momento angular de espin L,=m h= > h
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7.4 Resolucion de la ecuacion para las dimensiones extendidas. Caso relativista.

Si partimos de la ecuacion de onda para las dimensiones extendidas:

E,|E, 2a 2me’ [ E,, a o
2 m m m
L e e AN )
Vv hc|he r hic \he r »2
sacando factor comun y reordenando tenemos:
E.+2mc’E, (2E,+2mc’ 2
qu!_ m mi m_( m mc )0’. III— a_z IPZO
(fic) hicr r
aplicando el laplaciano en esféricas tenemos:
10 (20w), 1 8o oW 1 O’ |E,+2mc’E, (2E,+2mc’)a w |« W0
pror or | Senp 00 00| ;’Sen’0 0@ (hc)2 hicr r
Si descomponemos ¥ (r,0,p)=R(r)P(0)T(¢p) tenemos entonces:
10 (.., 1 o - ., Efn+2mc2Em (2Em+2mcz)a o’ B
rzar(r R PT)+rzSen6 S| SenORP T4~ RPT neT — RPT |~ |RPT=0
. o r* Sen® 0
Si multiplicamos por ———
RPT
2 , ' E}+2mc’E, (2E,+2mc’ 2
Sen’§ ei(rZR’)+ Senei(SenGP'H—T —r’ Sen” O | — mc2 ’”—( p2me ) —r*Sen’ 0 a—z =0
R dr P do T (fic) hcr r

Como tenemos un término que solo depende de ¢ y la suma debe ser constante por fuerza tenemos que:

TI!
T

2
=cte=—m,

y cuya solucién es: T(p)=C,e '™ con m semientero.
Sustituyendo entonces y dividiendo por  Sen’ 0

m; 2 E,+2mc’E, (2E,+2mc’)a o
Sen’ 6 (hc) her

1 d
- eP'_
P Send 46 " |
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Ya tenemos separadas las variables.

| 2Ei—|—2mc2Em (2Em+2mc2)a

1 d» . . —7r(7
Rdr(r R'|—r ey — 1'(1'+1)
1 d m
——[Sen® P'|—————a’=—1"(1"+1
Psen6de S0P Im o e (17+1)

Sillamamos o —1'(/'+1)=—[(/+1) nos quedaria:

1 da S| E242mc’E, (2E,+2mc’)a
- R! _ m m_ m :ly Ir+1 ]
Rdr(r I=r (he) her (17+1) (@)
2
1 d m
9 (Seno P |- —_1(1+1) (b
PSent 40 58P Ser 0 (1+1) ®)

TV!
TZCfez—mzz (c)

La segunda ecuacidn solo tiene solucion para 1 entero positivo, por tanto podemos obtener los valores de I'
en funcion de los posibles valores de 1.

a’=1"=1"==1(I+1) — 1"”+]'—a’~1(I+1)=0

Ecuacién de segundo grado cuyas soluciones para los primeros valores de 1 son:

1 I'
-5,3254190509x10°
0
-0,9999467485
0,9999822494
1
-1,9999822494
1,9999893497
2
-2,9999893497
2,9999923927
3
-3,99.....

49



Parece evidente que la solucion con significado fisico es la primera, por tanto podemos escribir:

1 I' o=I-I'

0 -5,3254190509x107 5,325419051x10°
1 0,9999822494 1,775055653x107
2 1,9999893497 1,065029359x107
3 2,9999923927 7,607344624x10°
4 3,9999940832 5,916821056x10°
5 4,999995159 4,841x10°

6 5,9999959037 4,096259329x10°
7 6,9999964499 3,55009114x10°

Ya estamos en condiciones por tanto de resolver la ecuacion (a'):

E:+2mc’E, (2E,+2mc’)a

—1(17+1
(hc)z hicr ( )

%(I’ZR ')—rz

=l

aplicando la regla de la cadena y multiplicando por R tenemos:

Efn+2 mc’ E, (2E + 2me’) o

(hc)z ficr

2R "+ R —r" R=1'(I"+1)R

Realizamos la siguiente sustitucion:
u(r)=rR
u'(r)=rR'+R
u'"(r)=R'"+rR'"'+R'=2R"+rR"’
lo que nos permite escribir los dos primeros términos de forma simplificada:
2rR ’+r2R”:r(2R "+rR")=ru'"

y por tanto:
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E:+2mc’E, (2E,+2mc’
| Ea 2 By QBN gy
(hc) hicr r r
operando tenemos:
E:+2mc’E, (2E,+2mc’
e m mj m_( m mce )O( u:lr(lr_i_l)ﬂ
(hic) hcr r

Dividiendo por r y reordenando:

E:+2mc’E, (2E,+2mc’)a 1'(I'+1) 0

- 2

(hc)z ficr 7

1!

Si realizamos un estudio asintotico de la funcion anterior cuando r — oo se puede escribir:

E:+2mc’E,
(he)

rr

u=

si llamamos

B E.+2mc’E,

= ey

podemos escribir:

2E,+2mc’ (1
wro|po 2Eat2meJo DU
hcr r
Dividiendo por B* :
& 2E,+2mc’ (1
u'’_ N A mc)oc+l (12-1;1) y=0
B B hcr pr

Como r aparece siempre multiplicado por B podemos realizar el siguiente cambio de variable p = fr

definiendo la funciéon U(p):

(2Em+2mc2)a+z'(z'+1)

Urr_ 1_ U:O
Brcp ’
Si llamamos
2E,+2mc’ o
poz( 't 2me’) podemos escribir:
Brc
1= L o |
P P
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La ecuacion (d') aparece en la resolucion de la ecuacion de Schrodinger radial del &tomo de hidrogeno y
puede encontrarse su resolucion en la literatura mediante su estudio asintotico y posterior desarrollo en
serie. La condicion para que la serie de términos no sea infinita es que para algin valor de j se cumpla la
igualdad siguiente:

2(j+1"+1)=p, | donde j es un namero entero. Si escribimos 1' en funcién de 1 tendremos:

2(j+1-8(1)+1)=p, sillamamos n=j+I+1 nos queda:

2(n=38(1))=p, yllamando n'(l)=n—5(I) la condicién resulta en :

2”’(1)290

Si recordamos las definiciones:

=Ef,,+2mc2Em (2E,+2mc’) o

B (he) Y Po= Bhc

podemos obtener la relacion que cuantifica los niveles energéticos del electron en el &tomo de hidrogeno
si consideramos que la energia mecénica es negativa y por tanto su raiz cuadrada imaginaria:

E,+ me’) o
(= B
INVE,+2mc E,
Si elevamos al cuadrado ( apareciendo por supuesto soluciones extras) tenemos:
2 —( E, + 77102)2 o’
E i +2mc’ E m

!

operando

n”E.+2n"mc E,=—(E, a+oamc)
desarrollando el cuadrado del binomio y operando:

n" Ei+2n " me’ E, + Eia2+a2(mc2)2+2 Emazmczzo
reordenando nos quedaria:

(n '2+0(2) Ei+2mcz(n '2+0L2) E, +a2(mcz)2 =0
ecuacion de segundo grado en E,, del tipo g x*+b x+c¢=0
donde

a=n""+ao’

b=2mc*(n"+a’)

c=a’(me*)
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Y la solucidn seré:

2
(63

2
E, =—mc’|1£4/———
n'"+ao

m

La segunda solucion coincide numéricamente con la correccion relativista de primer orden a la ecuacion
de Schrodinger que aparece en la literatura.

Los resultados numéricos se muestran en la pagina siguiente:
La soluciones anteriores no reproducen cuantitativamente la estructura fina ni cualitativamente la

estructura hiperfina porque en la expresion de la energia no se han introducido los términos magnéticos ni
el momento magnético nuclear, pero basta para demostrar que las dos formulaciones son equivalentes.
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I I I B c a n I n'(l) EneV E (n') eV E(n,l) eV Dif. diezmilesimas
0 -5,3282E-005 | -5,3254E-005|  9,10E-031  299792458/0,0072973526/ 1 0 10,9999467458 -13,5982875367| -13,599192797| -13,5991926957|  -0,001012656
1 0,9999822401/ -1,7751E-005
2 1,9999893441| -1,0650E-005 0,0072973526) 2 0 [1,9999467458| -3,3995718842 -3,3997189861 -3,3997189725  -0,0001362814
3 12,9999923887|-7,6073E-006 0,0072973526) 2 1 11,9999822494| -3,3995718842  -3,399598285 -3,3995982846-3,21175530615E-006
4 13,9999940801|-5,9168E-006
5  14,9999951564/-0,000004841 0,0072973526| 3 0 129999467458 -1,5109208374) -1,5109677754) -1,5109677716/-3,86328924407E-005
6 159999959016/ -4,0963E-006 0,0072973526) 3 1 12,9999822494| -1,5109208374/ -1,5109320123 -1,5109320122-1,28389521237E-006
7 6,999996448 | -3,5501E-006 0,0072973526) 3 2 12,9999893497) -1,5109208374)  -1,5109248604, -1,5109248603-2,78053136071E-007
0,0072973526) 4 0 39999467458  -0,849892971) -0,8499134801 -0,8499134786/-1,57074475649E-005
me mp 0,0072973526) 4 1 13,9999822494|  -0,849892971)  -0,8498983926) -0,8498983926/-4,91273688397E-007
9,11E-031 1,67E-027 0,0072973526) 4 2 13,9999893497  -0,849892971|  -0,8498953754) -0,8498953754/5,70987701565E-008
0,0072973526) 4 3 13,9999923927  -0,849892971)  -0,8498940823 -0,8498940823-3,18922666054E-008
0,0072973526| 5 0 14,9999467458| -0,5439315015  -0,5439422193 -0,5439422186|-7,64989516178E-006
) ) 0,0072973526| 5 1 14,9999822494| -0,5439315015  -0,5439344945  -0,5439344945-1,67669211848E-007
me 0,0072973526| 5 2 14,9999893497| -0,5439315015  -0,5439329497 -0,5439329497 8,13449307913E-008
E e 0,0072973526, 5 3 14,9999923927  -0,5439315015  -0,5439322877 -0,5439322877|-5,49404965966E-008
L 2 0,0072973526| 5 4 149999940832 -0,5439315015 -0,5439319198 -0,5439319199)5,83488812822E-008
) 0(2
E =—mc|l+
n 2,2
n+a
mc* o’ o’ 3
E(n,l)=— —— |-
2 4n




Conclusiones

Es posible conseguir la unificacion de la gravedad con el electromagnetismo suponiendo la
existencia de dos dimensiones adicionales ( una de ellas intimamente ligada a la inversa de la masa
en reposo de las particulas elementales) e interpretando el potencial eléctrico como la formulacion
en 5 dimensiones del vector induccidon gravitomagnética en 6 dimensiones, el magnetismo se puede
obtener del potencial eléctrico a través de los postulados de la electrodinamica relativista.

Los electrones (' y posiblemente el resto de particulas elementales ) estan constituidos por
pulsaciones gravitatorias guiadas por la curvatura de las dimensiones compactadas. El nimero de
mgc

ondas circular de corte es igual a | k= i | . Por tanto no pueden considerarse como particulas

puntuales y se debe interpretar el cuadrado de la funcién de onda como el flujo de energia de la
onda gravitatoria, lo que soluciona la mayor parte de los experimentos paradojicos, como el de la
doble rendija, por ejemplo. Por otro lado las pulsaciones gravitatorias interaccionan entre ellas
modificando su frecuencia y su angulo de fase, por lo que aparentar ser particulas.

Deberia revisarse la concepcion dual onda-particula en favor de una concepcion inicamente
ondulatoria de naturaleza gravitacional, ya que de esta forma se abre un camino hacia la unificacion
de todas las fuerzas y se proporciona una base tnica a las dos grandes teorias de la Fisica actual.

Es destacable observar que se pueden sacar las mismas conclusiones con otras configuraciones de
las dimensiones compactadas ( ya sea en nimero, topologia o tamafio). Es necesario todavia un gran
esfuerzo tedrico para ampliar la hipdtesis a las fuerzas nuclear fuerte y débil y a espacios
tridimensionales curvos.
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