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Ðåçèìå

Ó ðàäó £ó äà ñå îñâðíåì íà èñòîðèjñêè ðàçâîj òåîðèjå äèâåðãåíòíèõ

ðåäîâà, è äà íàâåäåì íèç ðàçíèõ ïðèìjåðà, êàî è íåêå îä ìåòîäà çà »èõîâî

ñóìèðà»å. Íàêîí òîãà £ó äà ïðåäñòàâèì îïøòè ìåòîä, êîjè ñàì îòêðèî,

çà ñóìèðà»å äèâåðãåíòíèõ ðåäîâà, êîjè ìîæåìî ñìàòðàòè è ìåòîäîì çà

ðà÷óíà»å ãðàíè÷íèõ âðèjåäíîñòè äèâåðãåíòíèõ íèçîâà è ôóíêöèjà ó ñèíãóëàðíèì

òà÷êàìà, ó îâîì ñëó÷àjó, ãðàíè÷íèõ âðèjåäíîñòè íèçîâà »èõîâèõ ïàðöèjàëíèõ

ñóìà. Êðîç âjåæáå £ó ïðèìjåíèòè ìåòîä íà íàâåäåíå ïðèìjåðå è ïîêàçàòè

»åãîâó òà÷íîñò. Çàòèì £ó äà ïðèìjåíèì ìåòîä íà ðà÷óíà»å âðèjåäíîñòè

íåêèõ äèâåðãåíòíèõ èíòåãðàëà.

Abstract

In this work I am going to mention historical development of divergent series

theory, and to give a number of di�erent examples, as some of the methods for

their summing. After that, I am going to introduce the general method, which

I discovered, for summing divergent series, which we can also consider as a

method for computing limits of divergent sequences and functions in divergent

points, In this case, limits of sequences of their partials sums. Through the

exercises, I am going to apply this method on given examples and prove its

validity. Then I'm going to apply the method to compute the value of some

divergent integrals.
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1 Óâîä

Äèâåðãåíòíè ðåäîâè ñó ïîçíàòè ó ìàòåìàòèöè âå£ äóæå âðèjåìå. Íàjâèøå ñó
ñå êîðèñòèëè ó 17. è 18. âèjåêó. Ìíîãè ìàòåìàòè÷àðè êîjè ñó èõ ïðîó÷àâàëè,
îäíîñíî òðàæèëè íà÷èíå äà èì êàî ñóìó ïðèäðóæå ðåàëàí (êîìïëåêñàí) áðîj,
ñó ñóì»àëè ó »èõîâó òà÷íîñò èëè áèëè ïîòïóíî ðàâíîäóøíè. Òîêîì âðåìåíà ñó
êîíòðàâåðçå îêî »èõîâîã êîðèø£å»à ðàñëå, à äîøëî jå è äî »èõîâå ïðèìjåíå ó
ôèçèöè.
Íàjðàíèjå äèñêóñèjå î äèâåðãåíòíèì ðåäîâèìà ñó çàïî÷åëå íàêîí øòî jå GUIDO
GRANDI (1671-1742) ó ñâîjîj ê»èçè Quadratura circuli et hyperbolae per in�ni-
tas hyperbolas geometrice exhibita îájàâ§åíîj 1703. óâðøòàâà»åì x = 1 ó ðàçâîj
ôóíêöèjå 1

x+1
= 1−x+x2−x3+x4−... äîáèî äà âàæè 1

2
= 1−1+1−1+1−.... GOT-

TFRIED LEIBNITZ (1646-1716) jå 1713. äîøàî äî èñòîã ðåçóëòàòà ïðèìjåíîì
çàêîíà âjåðîâàòíî£å. Îí jå ïîñìàòðàjó£è çáèð ïðâèõ n ÷ëàíîâà áðîjíîã ðåäà
1−1+1−1+1− ..., óî÷èî äà óçèìà âðèjåäíîñòè 0 è 1 ñà jåäíàêîì âjåðîâàòíî£îì,
ïà jå òðàæåíó ñóìó äîáèî êàî »èõîâó àðèòìåòè÷êó ñðåäèíó, 1

2
. Ïîñåáíî çàïà»ójå

ñ§åäå£à ñóìà 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ... = −1
12
, êîjó ñó ñâîjåâðåìåíî èçðà÷óíàëè LEON-

HARD EULER (1707-1783) è SRINIVASA RAMANUJAN (1887-1920).
Ïðâó ïðåöèçíó äåôèíèöèjó êîíâåðãåíöèjå áðîjíîã ðåäà

∑+∞
i=1 ai ñó óâåëè AU-

GUSTIN CAUCHY (1789-1857) è NIELS HENRIK ABEL (1802-1829) ïî÷åòêîì
19. âèjåêà, ïðåêî íèçà »èõîâèõ ïàðöèjàëíèõ ñóìà sn =

∑n
i=1 ai. Àêî ïîñòîjè

êîíà÷íà ãðàíè÷íà âðèjåäíîñò íèçà ïàðöèjàëíèõ ñóìà äàòîã áðîjíîã ðåäà, çà ðåä
ñå êàæå äà jå êîíâåðãåíòàí è äà jå »åãîâà ñóìà jåäíàêà äîáèjåíîj ãðàíè÷íîj
âðèjåäíîñòè. Çà ðåä êîjè íèjå êîíâåðãåíòàí, êàæåìî äà jå äèâåðãåíòàí. Îáîjèöà
ñó êîðèñòèëè äèâåðãåíòíå ðåäîâå àëè ñó áèëè âåîìà ñêåïòè÷íè îêî äîáèjåíèõ
áðîjíèõ âðèjåäíîñòè è îäâðà£àëè ñó äðóãå ìàòåìàòè÷àðå îä »èõîâîã êîðèø£å»à.
Àáåë jå òó áèî âåîìà jàñàí: "Äèâåðãåíòíè ðåäîâè ñó óîïøòåíî ãëåäàjó£è íåøòî
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ôàòàëíî, è ñðàìîòíî jå çàñíèâàòè èêàêàâ äîêàç íà »èìà... Îâàj ñóøòèíñêè äèî
ìàòåìàòèêå jå áåç îñíîâà. Ó âå£èíè ñëó÷àjåâà, ðåçóëòàò jå òà÷àí, òî jå èñòèíà
àëè è çàíèì§èâà ñòâàð. Jà òðàæèì ñìèñàî îâîã âåîìà çàíèì§èâîã ïðîáëåìà. 1"
Ìíîãè ìàòåìàòè÷àðè ñó ñå áàâèëè ïðîó÷àâà»åì ïðîáëåìà ñóìèðà»à äèâåðãåíòíèõ
ðåäîâà, ïîáóäèëè èíòåðåñ çà ïîìåíóòè ïðîáëåì è äàëè ñâîj äîïðèíîñ »åãîâîì
ðjåøàâà»ó, øòî jå äîâåëî äî íàñòàíêà ëåãèòèìíå ãðàíå òåîðèjñêå ìàòåìàòèêå
êîjà ñå áàâè òèì ïðîáëåìîì. Èñòðàæèâà»à ó òîj îáëàñòè ñó ïîâåçàíà è ñà
äðóãèì ãðàíàìà ìàòåìàòèêå è òåîðèjñêå ôèçèêå. Êîëèêî ãîä òî ñâå äjåëîâàëî
áåñìèñëåíî, ïîêàçàëî ñå äà ñå ïðèìjåíîì ðàçëè÷èòèõ ìåòîäà ñóìèðà»à íà îäðå¢åíè
äèâåðãåíòàí ðåä, êàî »åãîâà ñóìà óâèjåê äîáèjà èñòà áðîjíà âðèjåäíîñò. Íåêè îä
òèõ ìåòîäà ñå ìîãó ïðèìèjåíèòè íà íåêå îä äèâåðãåíòíèõ ðåäîâà äîê íà äðóãå íå
ìîãó. Ó îâîì ðàäó £ó ïðåäñòàâèòè îïøòè ìåòîä, êîjè ñàì îòêðèî, çà ñóìèðà»å
äèâåðãåíòíèõ ðåäîâà, è ïîêàçàòè »åãîâó òà÷íîñò êðîç îäðå¢åíè áðîj ïðèìjåðà.
Òàj ìåòîä ìîæåìî ïîñìàòðàòè è êàî ìåòîä çà îäðå¢èâà»å ãðàíè÷íèõ âðèjåäíîñòè
äèâåðãåíòíèõ íèçîâà è ôóíêöèjà ó »èõîâèì ñèíãóëàðíèì òà÷êàìa, òå ãà ìîæåìî
ïðèìjåíèòè è íà ðà÷óíà»å âðèjåäíîñòè äèâåðãåíòíèõ èíòåãðàëà.

2 Ñóìå íåêèõ äèâåðãåíòíèõ ðåäîâà

Îjëåð jå, ñëè÷íî êàî è Ãðàíäè, óâðøòàâà»åì x = −1 ó ðàçâîj ôóíêöèjå 1
1−x =

1 + x+ x2 + x3 + x4 + ..., äîáèî äà âàæè jåäíàêîñò:

1− 1 + 1− 1 + ...+ (−1)n−1 + ... =
1

2
. (1)

Îjëåð jå êîðèñòèî ðàçâîj ôóíêöèjà ó ðåäîâå äà ñóìèðà è íåêå äðóãå äèâåðãåíòíå
ðåäîâå. Óâðøòàâà»åì x = 2 äîáèî jå äà âàæè jåäíàêîñò:

1 + 2 + 4 + 8 + ...+ 2n−1 + ... = −1. (2)

Ìå¢óòèì, óâðøòàâà»åì x = 1 äîáèjàìî äà âàæè jåäíàêîñò 1+1+1+1+1+... = 1
0
.

Óâðøòàâà»åì x = −2 äîáèjàìî äà âàæè jåäíàêîñò:

1− 2 + 4− 8 + ...+ (−2)n−1 + ... =
1

3
. (3)

Óâðøòàâà»åì x = a çà |a| > 1, äîáèjàìî äà âàæè jåäíàêîñò:

1 + a+ a2 + a3 + ...+ an−1 + ... =
1

1− a
. (4)

1N. H. Abel, Oeuvres Abel (Paris,1826), Vol. 2, p. 256. "Les s�eries divergentes sont, en g�en�eral,
quelque chose de bien fatal, et c'est une honte qu'on ose y fonder aucune d�emonstration... la partie
la plus essentielle des Math�ematiques est sans fondement. Pour la plus grande partie les r�esultats
sont justes, il est vrai, mais c'est l�a une chose bien �etrange. Je m'occupe �a en chercher la raison,
probl�eme tr�es int�eressant".
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Óâðøòàâà»åì x = 1 ó ðàçâîj 1
1+x

= 1− 2x+ 3x2− 4x3 + 5x4− ..., äîáèî jå äà âàæè
jåäíàêîñò:

1− 2 + 3− 4 + ...+ (−n)n−1 + ... =
1

4
. (5)

Ìå¢óòèì, óâðøòàâà»åì x = −1, äîáèî jå äà âàæè jåäíàêîñò 1+2+3+4+5+... = 1
02
,

òå jå, ïîðåäå£è jå ñà (2) çàê§ó÷èî äà jå −1 âå£å îä +∞. Îjëåð jå ïîñìàòðàî
ôóíêöèjó

ζ(s) = 1−s + 2−s + 3−s + 4−s + 5−s + ... (∗)

êîjà jå äàíàñ ïîçíàòà êàî Ðèìàíîâà çåòà ôóíêöèjà, ïðè ÷åìó ðåä êîíâåðãèðà çà
Re(s) > 1. Ìíîæå£è îáå ñòðàíå jåäíàêîñòè ñà 2−s, çàòèì îäóçèìàjó£è äâà ïóòà
äîáèjåíó jåäíàêîñò îä ïî÷åòíå, äîáèî jå äà âàæè jåäíàêîñò:

(1− 21−s) · (1−s + 2−s + 3−s + 4−s + 5−s + ...) = 1−s− 2−s + 3−s− 4−s + 5−s + ... (∗∗)

Óâðøòàâàjó£è ó îáå ñòðàíå jåäíàêîñòè s = −1, äîáèî jå äà âàæè −3 · (1 + 2 + 3 +
4 + 5 + ...) = 1 − 2 + 3 − 4 + ..., îäíîñíî −3 · (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ...) = 1

4
. Äàêëå,

âàæè jåäíàêîñò:

1 + 2 + 3 + 4 + ...+ n+ ... =
−1

12
. (6)

Íà ñëè÷àí íà÷èí, óâðøòàâàjó£è s = 0, äîáèjàìî äà âàæè jåäíàêîñò:

1 + 1 + 1 + 1 + ...+ n0 + ... =
−1

2
. (7)

Ñàáèðà»åì ïîñëåä»å äâèjå jåäíàêîñòè äîáèjàìî äà âàæè jåäíàêîñò:

2 + 3 + 4 + 5 + ...+ (n+ 1) + ... =
−7

12
. (8)

�èõîâèì îäóçèìà»åì, äîáèjàìî äà âàæè jåäíàêîñò:

0 + 1 + 2 + 3 + ...+ (n− 1) + ... =
5

12
. (9)

Íèjå òåøêî ïîêàçàòè äà âàæå jåäíàêîñòè 1−s ln 1 + 2−s ln 2 + 3−s ln 3 + 4−s ln 4 +
5−s ln 5 + ... = −ζ ′(s) è 1−s ln 1− 2−s ln 2 + 3−s ln 3− 4−s ln 4 + 5−s ln 5− ... = (21−s−
1)ζ ′(s) − 21−s ln 2 · ζ(s). Óâðøòàâà»åì s = 0 äîáèjàìî äà âàæå ñ§åäå£å äâèjå
jåäíàêîñòè:

ln 1 + ln 2 + ln 3 + ln 4 + ...+ ln(n) + ... =
1

2
ln(2π), (10)

ln 1− ln 2 + ln 3− ln 4 + ...+ (−1)n−1 ln(n) + ... = −1

2
ln(

1

2
π). (11)

Ïîñìàòðàjìî ñóìó s = 1 + x + x2 + x3 + x4 + ... = 1 + x · s. jàñíî jå äà âàæè
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s = 1
1−x , îäíîñíî 1 + x + x2 + x3 + x4 + ... = 1

1−x . Êàî øòî ñìî äîñàä ðàäèëè,
ïðåòïîñòàâèìî äà jå íà íåêè íà÷èí ïîñëåä»à jåäíàêîñò òà÷íà, çà ñâàêî x 6= 1.
Óâðøòàâàjó£è x = eiθ, ãäjå jå 0 < θ < 2π (çáîã x 6= 1), äîáèjàìî äà âàæè jåäíàêîñò
1 + eiθ + e2iθ + e3iθ + e4iθ + ... = 1

1−eiθ = 1
2

+ i · 1
2
ctg θ

2
. Îäàòëå ñëèjåäè, äà âàæå

ñ§åäå£å äâèjå jåäíàêîñòè:

cos θ + cos 2θ + cos 3θ + cos 4θ + ...+ cos(nθ) + ... = −1

2
, (12)

sin θ + sin 2θ + sin 3θ + sin 4θ + ...+ sin(nθ) + ... =
1

2
ctg

θ

2
. (13)

Óâðøòàâà»åì θ+ π ó ïðåòõîäíå äâèjå jåäíàêîñòè, óìjåñòî θ, äîáèjàìî äà âàæå è
ñ§åäå£å äâèjå jåäíàêîñòè, çà −π < θ < π:

cos θ − cos 2θ + cos 3θ − cos 4θ + ...+ (−1)n−1 cos(nθ) + ... =
1

2
, (14)

sin θ − sin 2θ + sin 3θ − sin 4θ + ...+ (−1)n−1 sin(nθ) + ... =
1

2
tg
θ

2
. (15)

Óçàñòîïíèì äèôåðåíöèðà»åì ïîñëåä»å äâèjå jåäíàêîñòè ïî ïðîìjå»èâîj θ, äîáèjàìî
äà âàæå ñ§åäå£å jåäíàêîñòè:

+∞∑
n=1

(−1)n−1n2k cos(nθ) = 0(k = 1, 2, 3, ...;−π < θ < π),

+∞∑
n=1

(−1)n−1n2k+1 cos(nθ) = (−1)k
(
d

dθ

)2k+1
1

2
tg
θ

2
(k = 0, 1, 2, ...;−π < θ < π).

Óâðøòàâàjó£è θ = 0 ó îáå äîáèjåíå jåäíàêîñòè è èìàjó£è íà óìó äà jå Òåjëîðîâ
ðåä ôóíêöèjå 1

2
tg θ

2
îáëèêà

∑+∞
k=0(−1)k 22k+2−1

(2k+2)!
B2k+2θ

2k+1 (ãäjå ñó Bk Áåðíóëèjåâè

áðîjåâè), äîáèjàìî äà âàæå ñ§åäå£å jåäíàêîñòè:

12k − 22k + 32k − 42k + ...+ (−1)n−1n2k + ... = 0(k = 1, 2, 3, ...), (16)

12k+1−22k+1 +32k+1−42k+1 + ...+(−1)n−1n2k+1 + ... =
22k+2 − 1

2k + 2
B2k+2(k = 0, 1, 2, ...).

(17)
Èç (*),(**),(16) è (17) ñëèjåäè äà âàæè jåäíàêîñò:

1k + 2k + 3k + 4k + ...+ nk + ... = −Bk+1

k + 1
(k = 1, 2, 3, ...), (18)

îäíîñíî

ζ(−k) = −Bk+1

k + 1
.
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GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (1826-1866) jå 1859. äàî ôîðìóëó
çà jåäèíñòâåíî àíàëèòè÷êî ïðîäóæå»å çåòà ôóíêöèjå íà öèjåëó êîìïëåêñíó ðàâàí
C, èçóçåâ ó òà÷êè s = 1, òàêî äà ìîæåìî ñìàòðàòè ñ§åäå£ó jåäíàêîñò òà÷íîì:

1−s + 2−s + 3−s + 4−s + ...+ n−s + ... = ζ(s)(Re(s) < 1). (19)

ERNESTO CESARO (1859-1906) jå ðàçâèî ìåòîä ñóìèðà»à äèâåðãåíòíèõ ðåäîâà,
êîjèìà jå êàî ñóìó ïðèäðóæèâàî ãðàíè÷íó âðèjåäíîñò íèçà àðèòìåòè÷êèõ ñðåäèíà
»èõîâèõ ïàðöèjàëíèõ ñóìà, limn→+∞

s1+s2+...+sn
n

. Ïîñìàòðàjìî íèç ïàðöèjàëíèõ
ñóìà Ãðàíäèjåâîã ðåäà: s1 = 1, s2 = 1 + (−1) = 0, s3 = 1 + (−1) + 1 = 1, s4 =
1+(−1)+1+(−1) = 0, ... Ïîñìàòðàjìî ñàäà íèç àðèòìåòè÷êèõ ñðåäèíà äîáèjåíîã
íèçà: s1

1
= 1

1
= 1, s1+s2

2
= 1+0

2
= 1

2
, s1+s2+s3

3
= 1+0+1

3
= 2

3
, s1+s2+s3+s4

4
= 1+0+1+0

4
=

1
2
, s1+s2+s3+s4+s5

5
= 1+0+1+0+1

5
= 3

5
, ... Ãðàíè÷íà âðèjåäíîñò ïîñëåä»åã íèçà jå 1

2
, øòî

è jåñòå òðàæåíà ñóìà äàòîã äèâåðãåíòíîã ðåäà. ×åçàðîâèì ìåòîäîì ñóìèðà»à
äèâåðãåíòíèõ ðåäîâà, ìîæåìî ïîêàçàòè äà âàæå è ñ§åäå£å äâèjå jåäíàêîñòè:

1 + (−1) + 0 + 1 + (−1) + 0 + ... =
2

3
, (20)

1 + (−1) + 0 + 1 + (−1) + 0 + ... =
1

3
. (21)

Ïðâó jåäíàêîñò, îä ïîñëåä»å äâèjå, ìîæåìî äîáèòè óâðøòàâà»åì x = 1 ó ðàçâîj
ôóíêöèjå 1+x

1+x+x2
. Îâàj ïðèìjåð jå äàî JOSEPH LOUIS LAGRANGE (1736-1813).

EMILE BOREL (1871-1956) jå ðàçâèî ìåòîä ñóìèðà»à äèâåðãåíòíèõ ðåäîâà, êîjè
£åìî òàêî¢å äà ïîêàæåìî íà Ãðàíäèjåâîì ðåäó:

∑+∞
n=0(−1)n =

∑+∞
n=0(−1)n · 1 =∑+∞

n=0(−1)n·
∫+∞
0 e−ttndt

n!
=
∑+∞

n=0

∫ +∞
0

e−t (−t)n
n!

dt =
∫ +∞

0
e−t
∑+∞

n=0
(−t)n
n!

dt =
∫ +∞

0
e−2tdt =

1
2
. Íà ñëè÷àí íà÷èí, Áîðåëîâèì ìåòîäîì, ïîêàçójåìî äà âàæå è ñ§åäå£å äâèjå
jåäíàêîñòè:

1− 1! + 2!− 3! + 4!− ...+ (−1)n−1(n− 1)! + ... = 0, 596347..., (22)

1 + 1! + 2! + 3! + 4! + ...+ (n− 1)! + ... = 0, 697175..., (23)

Ðàìàíójàí jå òàêî¢å ðàçâèî ñâîj ìåòîä çà ñóìèðà»å äèâåðãåíòíèõ ðåäîâà, êîjè
ïðîèçèëàçè èç ñïåöèjàëíîã ñëó÷àjà Îjëåð-Ìåêëoðåíîâå ôîðìóëå:

∑x
k=1 f(x) =

c+
∫ +∞

0
f(t)dt+ 1

2
f(x)+

∑+∞
k=1

B2k

(2k)!
f (2k−1)(x). Çà ñóìó äèâåðãåíòíîã ðåäà jå óçèìàî

êîíñòàíòó c = −1
2
f(0) −

∑+∞
k=1

B2k

(2k)!
f (2k−1)(0). Óâðøòàâàjó£è ðåäîì óìjåñòî f(t)

èçðàçå 1, t, t+1 è t−1, ó ôîðìóëó çà c (B2 = 1
6
), äîáèjàìî äà âàæå jåäíàêîñòè (6),

(7), (8) è (9). Ïðèìjåòèìî, äà óâðøòàâà»åì x = −1 ó ðàçâîj ôóíêöèjå − ln(1+x),
äîáèjàìî äà âàæè jåäíàêîñò 1 + 1

2
+ 1

3
+ 1

4
+ 1

5
+ ... = − ln 0. Ðàìàíójàí jå ñâîjèì

ìåòîäîì çà ñóìèðà»å äèâåðãåíòíèõ ðåäîâà ïîêàçàî äà âàæè jåäíàêîñò:

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+ ...+

1

n
+ ... = γ = 0.57721566... (24)
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3 Îäðå¢èâà»å ñóìå äâà äèâåðãåíòíà ðåäà. Ôîðìóëà

çà îäðå¢èâà»å ãðàíè÷íèõ âðèjåäíîñòè »èõîâèõ

ïàðöèjàëíèõ ñóìà

Êàî øòî jå ïîçíàòî, ñóìó êîíâåðãåíòíîã ðåäà s =
∑+∞

k=1 ak, ðà÷óíàìî êàî ãðàíè÷íó
âðèjåäíîñò íèçà »åãîâèõ ïàðöèjàëíèõ ñóìà sn =

∑n
k=1 ak:

+∞∑
k=1

ak = lim
n→+∞

n∑
k=1

ak.

Ïîçíàòî jå äà ãðàíè÷íó âðèjåäíîñò íèçà ïàðöèjàëíèõ ñóìà sn êîíâåðãåíòíîã ðåäà,
ìîæåìî îäðåäèòè êàî ãðàíè÷íó âðèjåäíîñò íèçà àðèòìåòè÷êèõ ñðåäèíà »åãîâèõ
÷ëàíîâà s1+s2+...+sn

n
:

lim
n→+∞

sn = lim
n→+∞

s1 + s2 + ...+ sn
n

.

Àêî jå ðåä äèâåðãåíòàí, îíäà íèç sn íèjå êîíâåðãåíòàí. Äàêëå, ãðàíè÷íà âðèjåäíîñò
íèçà sn jå ±∞ èëè íå ïîñòîjè. Ìå¢óòèì, âèäjåëè ñìî äà ñó ñóìàìà äèâåðãåíòíèõ
ðåäîâà ïðèäðóæåíè êîíà÷íè áðîjåâè. Ïîêóøàjìî ïðîíà£è íà÷èí äà äèâåðãåíòàí
íèç òðàíñôîðìèøåìî ó êîíâåðãåíòàí. Ïîñìàòðà£åìî íèçîâå sn òàêâå äà jå sn =
s(n) ïîëèíîì ñà ðåàëíèì êîåôèöèjåíòèìà. Àðèòìåòè÷êà ñðåäèíà »èõîâèõ âðèjåäíîñòè
íà ñêóïó {1, 2, 3, ...n, } äèâåðãèðà. Ïðîíà¢èìî ñêóï {ω(1), ω(2), ω(3), ...ω(n)}, íà
êîìå àðèòìåòè÷êà ñðåäèíà »èõîâèõ âðèjåäíîñòè êîíâåðãèðà. Äà áèñìî îäðåäèëè
ïðåñëèêàâà»å ω, ïîñìàòðà£åìî ñóìó äèâåðãåíòíîã ðåäà (7):

1 + 1 + 1 + 1 + ...n0 + ... = −1

2
.

Íèç ïàðöèjàëíèõ ñóìà, îäðå¢åí jå jåäíàêîø£ó sn = s(n) = n. Èç ñâåãà íàâåäåíîã

ñëèjåäè äà âàæè jåäíàêîñò limD
n→+∞ sω(n) = limD

n→+∞ ω(n) = limD
n→+∞

ω(1)+ω(2)+ω(3)+...+ω(n)
n

=
s = −1

2
. Íèjå òåøêî óòâðäèòè äà ôóíêöèjà

ω(k) = − k

n+ 1

çàäîâî§àâà jåäíàêîñò limD
n→+∞

1
n

∑n
k=1 ω(k) = −1

2
.

Äà§å äîáèjàìî äà âàæè limD
n→+∞

1
n

∑n
k=1 s(k) = limD

n→+∞
∑n

k=1 s(−
k

n+1
)· 1
n

=
∫ 0

−1
s(k)dk ∈

R. Äàêëå, âàæè ôîðìóëà:

D

lim
n→+∞

sn =

∫ 0

−1

s(n)dn.

7



Ãðàíè÷íó âðèjåäíîñò êàäà n òåæè êà −∞ ðà÷óíàìî ïî ôîðìóëè limD
n→−∞ sn =

limD
n→+∞ s−n =

∫ 0

−1
s(−n)dn, îäíîñíî

D

lim
n→−∞

sn =

∫ 1

0

s(n)dn.

Jàñíî jå äà ñìî íà îâàj íà÷èí ñâàêîì äèâåðãåíòíîì ðåäó êîjè çàäîâî§àâà íàâåäåíå
óñëîâå êàî ñóìó ïðèäðóæèëè òà÷íî jåäàí ðåàëàí áðîj. Ójåäíî ñìî ïðîíàøëè è
íà÷èí äà ñâàêîì äèâåðãåíòíîì íèçó êîjè çàäîâî§àâà èñòå òå óñëîâå ïðèäðóæèìî
òà÷íî jåäàí ðåàëàí áðîj êàî »åãîâó ãðàíè÷íó âðèjåäíîñò. Òî ñìî ïîñòèãëè òàêî
øòî ñìî âðèjåäíîñòè ôóíêöèjå s(n) ó îêîëèíè [1,+∞) òà÷êå ∞ ïðåñëèêàëè ó
âðèjåäíîñòè ôóíêöèjå ó îêîëèíè [−1, 0) òà÷êå 0, òå çàòèì êàî »åíó ãðàíè÷íó
âðèjåäíîñò èçàáðàëè áðîj s êîjè ïðåäñòàâ§à ñðåä»ó âðèjåäíîñò ôóíêöèjå íà
[−1, 0). Íà ñëè÷àí íà÷èí ñìî îäðåäèëè limn→−∞ sn, êàî ñðåä»ó âðèjåäíîñò ôóíêöèjå
s(n) íà [0, 1). Îêîëèíó áåñêîíà÷íîñòè ñìî ïðåñëèêàëè ó îêîëèíó íóëå áèjåêòèâíèì
ïðåñëèêàâà»åì I(x) = −1/x, I : [1,+∞)→ [−1, 0) è I : [−∞,−1)→ [0, 1).

Ïðèìjåð 1 Îäðåäèìî ñóìó ðåäà (6)

1 + 2 + 3 + 4 + ...+ n+ ... = s.

Íèç ïàðöèjàëíèõ ñóìà äàòîã ðåäà jå îäðå¢åí jåäíàêîø£ó sn = n(n+1)
2

. Ïðèìjåíîì
ôîðìóëå äîáèjàìî äà âàæè:

s =
D

lim
n→+∞

sn =

∫ 0

−1

s(n)dn =

∫ 0

−1

n(n+ 1)

2
dn = −1/12.

Äà áèñìî ïðîáëåì ñóìèðà»à äèâåðãåíòíèõ ðåäîâà, îäíîñíî îäðå¢èâà»à ãðàíè÷íå
âðèjåäíîñòè íèçîâà ðèjåøèëè ó ïîòïóíîñòè, ïîòðåáíî jå äà ðèjåøèìî îïøòèjè
ïðîáëåì.

4 Îäðå¢èâà»å êîíà÷íå ãðàíè÷íå âðèjåäíîñòè ôóíêöèjå

ó »åíèì ñèíãóëàðíèì òà÷êàìà

Ðàçìîòðè£åìî ñëó÷àj êàäà ôóíêöèjà f èìà íåîòêëî»èâ ñèíãóëàðèòåò ó òà÷êè∞.
Îçíà÷èìî øóï§ó îêîëèíó òà÷êå ∞ ñà ER = {z ∈ C||z| > R} à îêîëèíó òà÷êå
∞ ñà BR = BR(∞) = ER

⋃
{∞}. Àêî jå r > 0 è a êîìïëåêñàí áðîj, îçíà÷èìî

ñà B′(a; r) = {z|0 < |z| < r} øóï§ó îêîëèíó òà÷êå 0 à ñà B(a; r) = B′(a; r)
⋃
{0}

îêîëèíó òà÷êå 0. Ôóíêöèjà J(z) = 1/z ñå íàçèâà êîìïëåêñíà èíâåðçèjà è âàæè
J : E1 → B′(a; 1), ∂E1 → ∂E1, ∂E1 = ∂B(a; 1) (ãðàíèöà îáëàñòè jå êðóæíèöà ñà
öåíòðîì ó òà÷êè 0 è ïîëóïðå÷íèêà 1), J(∞) = 0. Ôóíêöèjà f jå àíàëèòè÷êà ó
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òà÷êè ∞ àêî jå f ◦ J àíàëèòè÷êà ó òà÷êè 0. Ñâå íàâåäåíî âàæè è çà ôóíêöèjó
I(z) = −J(z) = −1

z
. Öèjåëîj ôóíêöèjè f êîjà èìà ñàìî jåäàí ñèíãóëàðèòåò è

òî ïîë ó òà÷êè ∞, ìîæåìî ïðèäðóæèòè êàî êîíà÷àí áðîj ñðåä»ó âðèjåäíîñò
ôóíêöèjå f ◦ I íà ER, îäíîñíî ñðåä»ó âðèjåäíîñò ôóíêöèjå f íà B(a; 1). Àêî
ïîñìàòðàìî Ðèìàíîâó ñôåðó ñà òà÷êàìà P∞(0, 0, 1) è P0(0, 0,−1), ER ìîæåìî
ïîèñòîâjåòèòè ñà ãîð»îì ïîëóñôåðîì à B(a; 1) ñà äî»îì ïîëóñôåðîì. Jåäíà
öèjåëà ôóíêöèjà jå êàî õîëîãðàì, èíôîðìàöèjå î »îj ó ïðîèçâî§íîj îêîëèíè
íóëå, îäðå¢ójó jå ïîòïóíî ó öèjåëîj êîìïëåêñíîj ðàâíè, ïà è ó îêîëèíè òà÷êå
∞. Ïîçíàòî jå, äà ñó jåäèíå öèjåëå ôóíêöèjå êîjå èìàjó ïîë ó áåñêîíà÷íîñòè -
ïîëèíîìè.
Òàêî¢å jå ïîçíàòî jå äà àêî íà ðåàëíó ïðàâó äîäàìî òà÷êó∞, äîáèjàìî ïðîjåêòèâíó
ðåàëíó ïðàâó ÷èjè jå ìîäåë êðóã (êàî øòî jå ïîçíàòî äà jå ìîäåë êîìïëåêñíå
ïðîjåêòèâíå ïðàâå ñôåðà). Àêî íà ðàäèjàëíó ïðàâó lα = {r·eiα|r ∈ R}, α ∈ [0, 2π),
äîäàìî òà÷êó ∞, äîáèjàìî ïðîjåêòèâíó ðàäèjàëíó ïðàâó, ÷èjè jå ìîäåë òàêî¢å
êðóã.

Ñâàêà öèjåëà ôóíêöèjà, êîjà íèjå ïîëèíîì, èìà ó òà÷êè∞ åñåíöèjàëíè ñèíãóëàðèòåò.
Ïðåìà âåëèêîj Ïèêàðäîâîj òåîðåìè, òàêâà íåêîíñòàòíà ôóíêöèjà, óçèìà ó ïðîèçâî§íîj
øóï§îj îêîëèíè òà÷êå∞ ñâå âðèjåäíîñòè èç C, îñèì ìîæäà jåäíå, è òî áåñêîíà÷íî
ìíîãî ïóòà. Àêî ôóíêöèjà f(z) íèjå öèjåëà, àëè jå àíàëèòè÷êà ó øóï§îj îêîëèíè
òà÷êå z0, ïðåìà òåîðåìè Ñîõîöêîã-Âàjåðøòðàñà çà ñâàêî ω ∈ C

⋃
{∞} ïîñòîjè

zn → z0 òàêàâ äà f(zn) → ω êàäà n → ∞. Ôóíêöèjè êîjà èìà åñåíöèjàëíè
ñèíãóëàðèòåò ó∞ ìîæåìî ïðèäðóæèòè êàî êîíà÷àí áðîj êîíñòàíòàí äèî ôóíêöèjå.
Óâåø£åìî ñàäà äåôèíèöèjó óîïøòåíå ãðàíè÷íå âðèjåäíîñòè.

9



Äåôèíèöèjà 1 Óîïøòåíèì Ëîðàíîâèì ðåäîì £åìî íàçèâàòè ðåä
∑+∞

k=−∞ ck(x)·
xk, ÷èjè ñó êîåôèöèjåíòè ôóíêöèjå.

Íàïîìåíà 1 Ñïåöèjàëàí ñëó÷àj îâîã ðåäà jå óîïøòåíè Ïjóèçîâ2 ðåä. Ïîçíàòî
jå äà ôóíêöèjà èìà ðàçâîj ó Ëîðàíîâ ðåä ó òà÷êàìà ó êîjèìà èìà îòêëî»èâ
ñèíãóëàðèòåò (ðåä íåìà ãëàâíè äèî), ïîë (ãëàâíè äèî ðåäà èìà êîíà÷íî ìíîãî
÷ëàíîâà) èëè åñåíöèjàëíè ñèíãóëàðèòåò (ãëàâíè äèî ðåäà èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî
÷ëàíîâà). Ôóíêöèjà ó òà÷êàìà ãðàíà»à íåìà ðàçâîj ó Ëîðàíîâ ðåä àëè èìà ðàçâîj
ó óîïøòåíè Ïjóèçîâ ðåä. Àêî jå ó ïèòà»ó àëãåáàðñêà òà÷êà ãðàíà»à ôóíêöèjå,
îíäà ôóíêöèjà ó òîj òà÷êè èìà ðàçâîj ó óîïøòåíè Ïjóèçîâ ðåä, ïðè ÷åìó ãëàâíè
äèî ðåäà èìà êîíà÷íî ìíîãî ÷ëàíîâà. À àêî jå ó ïèòà»ó òðàíñöåäåíòàëíà òà÷êà
ãðàíà»à ôóíêöèjå, îíäà ôóíêöèjà ó òîj òà÷êè èìà ðàçâîj ó óîïøòåíè Ïjóèçîâ
ðåä, ïðè ÷åìó ãëàâíè äèî ðåäà ìîæå äà èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî ÷ëàíîâà. Ôóíêöèjà
ó òðàíñöåäåíòíîj òà÷êè ãðàíà»à èìà åñåíöèjàëíè ñèíãóëàðèòåò.

Äåôèíèöèjà 2 Íåêà ôóíêöèjà f(z) èìà ïîë ó òà÷êè ∞. Óîïøòåíó ãðàíè÷íó
âðèjåäíîñò ôóíêöèjå f(z) ó òà÷êè ∞, ïî ðàäèjàëíîj ïðàâîj lα = {r · eiα|r ∈ R},
îçíà÷àâà£åìî ñà limD

z→∞(α) f(z). Ëèjåâó è äåñíó óîïøòåíó ãðàíè÷íó âðèjåäíîñò
ôóíêöèjå f(z) êàî è óîïøòåíó ãðàíè÷íó âðèjåäíîñò ó òà÷êè ∞, ïî ðàäèjàëíîj
ïðàâîj lα, äåôèíèøåìî íà ñ§åäå£è íà÷èí:

D

lim
z→∞(α)+

f(z) =
D

lim
z→+eiα∞

f(z) =
D

lim
r→+∞

f(r · eiα),

D

lim
z→∞(α)−

f(z) =
D

lim
z→−eiα∞

f(z) =
D

lim
r→−∞

f(r · eiα),

D

lim
z→∞(α)

f(z) =
D

lim
r→∞(0)

f(r · eiα),

D

lim
z→∞(α)

f(z) =
1

2
(

D

lim
z→∞(α)+

f(z) +
D

lim
z→∞(α)−

f(z)).

Óîïøòåíó ãðàíè÷íó âðèjåäíîñò ôóíêöèjå f(z) ó òà÷êè ∞, êîjà èìà ïîë ó òîj
òà÷êè, äåôèíèøåìî êàî ñðåä»ó âðèjåäíîñò óîïøòåíèõ ãðàíè÷íèõ âðèjåäíîñòè
ïî ðàäèjàëíèì ïðàâàìà limD

z→∞(α) f(z), α ∈ [0, 2π), ó îçíàöè limD
z→∞ f(z).

Ñïåöèjàëíî, çà α = 0 (l0 = R) âàæè äà jå:

D

lim
x→∞(0)+

f(x) =
D

lim
x→+∞

f(x),

D

lim
x→∞(0)−

f(x) =
D

lim
x→−∞

f(x).

2Victor Alexandre Puiseux (1820�1883)
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Äåôèíèöèjà 3 Íåêà ôóíêöèjà f(z) èìà ïîë ó òà÷êè a ∈ C. Óîïøòåíó ãðàíè÷íó
âðèjåäíîñò ôóíêöèjå f(z) ó òà÷êè a, ïî ðàäèjàëíîj ïðàâîj lα,a = {a+r ·eiα|r ∈ R},
îçíà÷àâà£åìî ñà limD

z→a(α) f(z). Ëèjåâó è äåñíó óîïøòåíó ãðàíè÷íó âðèjåäíîñò
ôóíêöèjå f(z) êàî è óîïøòåíó ãðàíè÷íó âðèjåäíîñò ó òà÷êè a, ïî ðàäèjàëíîj
ïðàâîj lα,a, äåôèíèøåìî íà ñ§åäå£è íà÷èí:

D

lim
z→a(α)+

f(z) =
D

lim
z→a+eiα0

f(z) =
D

lim
r→0+

f(a+ r · eiα),

D

lim
z→a(α)−

f(z) =
D

lim
z→a−eiα0

f(z) =
D

lim
r→0−

f(a+ r · eiα),

D

lim
z→a(α)

f(z) =
D

lim
r→0(0)

f(a+ r · eiα),

D

lim
z→a(α)

f(z) =
1

2
(

D

lim
z→a(α)+

f(z) +
D

lim
z→a(α)−

f(z)).

Óîïøòåíó ãðàíè÷íó âðèjåäíîñò ôóíêöèjå f(z) ó òà÷êè a, êîjà èìà ïîë ó òîj
òà÷êè, äåôèíèøåìî êàî ñðåä»ó âðèjåäíîñò óîïøòåíèõ ãðàíè÷íèõ âðèjåäíîñòè
ïî ðàäèjàëíèì ïðàâàìà limD

z→a(α) f(z), α ∈ [0, 2π), ó îçíàöè limD
z→a f(z).

Ñïåöèjàëíî, çà α = 0 (l0 = R) âàæè äà jå:

D

lim
x→a(0)+

f(x) =
D

lim
x→a+

f(x),

D

lim
x→a(0)−

f(x) =
D

lim
x→a−

f(x).

Äåôèíèöèjà 4 Íåêà jå f(z) ôóíêöèjà êîjà èìà îòêëî»èâ ñèíãóëàðèòåò ó òà÷êè
a ∈ C

⋃
{∞}. Òàäà »åíó óîïøòåíó ãðàíè÷íó âðèjåäíîñò ðà÷óíàìî ïî ñ§åäå£îj

ôîðìóëè:
D

lim
z→a

f(z) =
D

lim
z→a(α)±

f(z) = lim
z→a

f(z), α ∈ [0, 2π).

Óîïøòåíó ãðàíè÷íó âðèjåäíîñò ôóíêöèjå f(z) = zn (n ∈ N) êàäà z → ∞(0),
ðà÷óíàìî ïî ñ§åäå£èì ôîðìóëàìà:

D

lim
z→+∞

zn =

∫ 0

−1

zndz,

D

lim
z→−∞

zn =

∫ 1

0

zndz.

Óîïøòåíó ãðàíè÷íó âðèjåäíîñò ôóíêöèjå f(z) = z−n (n ∈ N) êàäà z → 0(0),
ðà÷óíàìî ïî ñ§åäå£èì ôîðìóëàìà:

D

lim
z→0+

z−n =

∫ −1

−∞
z−n−2dz,
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D

lim
z→0−

z−n =

∫ +∞

1

z−n−2dz.

Àêî ôóíêöèjà f(z) íåìà ïîë ó òà÷êè a ∈ C
⋃
{∞}, à ëèjåâà èëè äåñíà óîïøòåíà

ãðàíè÷íà âðèjåäíîñò ïî íåêîj îä ðàäèjàëíèõ ïðàâèõ íèjå êîíà÷íà èëè íå ïîñòîjè,
çà îäãîâàðàjó£ó óîïøòåíó ãðàíè÷íó âðèjåäíîñò óçèìàìî êîíñòàíòàí ÷ëàí ðàçâîjà
ôóíêöèjå ó óîïøòåíè Ëîðàíîâ ðåä ó îêîëèíè òà÷êå a, àêî ïîñòîjè è »åãîâ
ãëàâíè äèî èìà êîíà÷íî ìíîãî ÷ëàíîâà. Ó ñóïðîòíîì, ñìàòðà£åìî c0(z) = f(z)
ðàçâîjåì ôóíêöèjå ó óîïøòåíè Ëîðàíîâ ðåä ó îêîëèíè òà÷êå a. Ó îâîì ñëó÷àjó
êîíñòàíòàí ÷ëàí íàëàçèìî êàî ðjåøå»å jåäíà÷èíå

∫
d(f(z)) = f(z).

Íåêà ñó f(z) è g(z) ôóíêöèjå, êîjå èìàjó ïîë èëè îòêëî»èâ ñèíãóëàðèòåò ó
òà÷êè a ∈ C

⋃
{∞}, è íåêà jå c ∈ C êîíñòàíòà. Âàæå ñ§åäå£å îñîáèíå:

D

lim
z→a(α)±

(f(z) + g(z)) =
D

lim
z→a(α)±

f(z) +
D

lim
z→a(α)±

g(z),

D

lim
z→a(α)±

(c · f(z)) = c ·
D

lim
z→a(α)±

f(z).

Ïðèìjåð 2 ôóíêöèjå ex, sin(x), cos(x) ñó öèjåëå ôóíêöèjå. Ïîçíàòî jå äà ñâàêà
öèjåëà ôóíêöèjà êîjà íèjå ïîëèíîì èìà åñåíöèjàëíè ñèíãóëàðèòåò ó ∞.
limx→+∞ e

x = +∞, äîê ãðàíè÷íå âðèjåäíîñòè limx→+∞ sin(x) è limx→+∞ cos(x) íå
ïîñòîjå. Îäãîâàðàjó£è ðàçâîjè ó óîïøòåíè Ëîðàíîâ ðåä ó îêîëèíè òà÷êå +∞
ñó: ex + 0, sin(x) + 0 è cos(x) + 0. Äàêëå, âàæè: limD

x→+∞ e
x = limD

x→+∞ sin(x) =
limD

x→+∞ cos(x) = 0. Íàâåäåíå ôóíêöèjå èìàjó ðàçâîj ó Òåjëîðîâ ðåä ñà áåñêîíà÷íî
ìíîãî ÷ëàíîâà

∑∞
k=0 anx

n (èñòè ðàçâîj èìàjó è ó îêîëèíè òà÷êå 0). Òàêî¢å âàæè:
limD

x→+∞ a
x = 0(a 6= 0).

Ïðèìjåð 3 Ôóíêöèjà ln(x) èìà ó ∞ òà÷êó ãðàíà»à è âàæè limx→+∞ ln(x) =
+∞. �åí ðàçâîj ó óîïøòåíè Ëîðàíîâ ðåä ó îêîëèíè òà÷êå +∞ jå ñàìà ôóíêöèjà
ln(x) + 0, òàêî äà âàæè limD

x→+∞ ln(x) = 0. Òàêî¢å âàæè: limD
x→+∞

n
√
x
m

=
0, (m,n) = 1.

Ïðèìjåð 4 Âàæè äà jå limz→+∞Hz = +∞.Ôóíêöèjà f(z) = Hz
3 èìà åñåíöèjàëíè

ñèíãóëàðèòåò ó òà÷êè∞ è ñìàòðàìî c0(z) = Hz ðàçâîjåì ôóíêöèjå ó óîïøòåíè
Ëîðàíîâ ðåä ó îêîëèíè òà÷êå ∞. Îäðåäèìî ñàäà êîíñòàíòàí ÷ëàí ðàçâîjà.
Ðèjåøèìî jåäíà÷èíó:

∫
d(Hz)dz = Hz.∫

1
6
(π2 − 6H

(2)
z )dz = Hz,

4

ψ(0)(z + 1) + C = Hz,
5

3Õàðìîíèjñêè áðîj Hn =
∑n

k=1
1
k = ψ(0)(n+ 1) + γ

4Óîïøòåíè õàðìîíèjñêè áðîj H
(s)
n =

∑n
k=1

1
ks = ζ(s)− ζ(s, n+ 1); Õóðâèöîâà çåòà ôóíêöèjà

ζ(s, z) ≡
∑+∞

k=0
1

(k+z)s

5Äèãàìà ôóíêöèjà ψ(0)(z) = Γ′(z)
Γ(z) ; ãàìà ôóíêöèjà Γ(x) =

∫ +∞
0

tx−1e−tdt
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C = Hz − ψ(0)(z + 1),
C = γ.
Äàêëå, âàæè:
limD

z→+∞Hz = γ.

Òåîðåìà 1 Íåêà ôóíêöèjà f(z) èìà ïîë ó òà÷êè a ∈ C
⋃
{∞(0)}, íåêà jå f(z) =

F1(z)+F2(z) ðàçâîj ó Ëîðàíîâ ðåä ó òà÷êè a, ïðè ÷åìó jå F1(z) ãëàâíè äèî à F2(z)
ðåãóëàðíè äèî Ëîðàíîâîã ðåäà è íåêà jå c0 êîíñòàíòàí ÷ëàí ó ðàçâîjó. Òàäà âàæè
ôîðìóëà:

D

lim
z→a(α)±

f(z) =
D

lim
z→a(α)±

F1(z) + c0.

Äîêàç: Íåêà jå a ∈ C.
limD

z→a(α)± f(z) = limD
z→a(α)±(F1(z)+F2(z)) = limD

z→a(α)±(
∑−1

k=−n ck·(z−a)k+
∑∞

k=0 ck·
(z−a)k) = limD

z→a(α)±
∑−1

k=−n ck·(z−a)k+limz→a
∑∞

k=0 ck·(z−a)k = limD
z→a(α)± F1(z)+

c0 = limD
z→a(α)±

∑n
k=1 c−k · (z−a)−k+c0 = limD

r→0(0)±
∑n

k=1 c−k · (a+r−ke−iαk−a)−k+

c0 =
∑n

k=1 c−k · e−iαk limD
r→0(0)± r

−k + c0 =
∑n

k=1 c−k · e−iαk(∓
∫ ∓∞
∓1

r−k−2dr) + c0 =∑n
k=1 c−k · e−iαk

(±1)k

k+1
+ c0 =

∑−1
k=−n ck · eiαk

(±1)k

2(−k+1)
+ c0.

Íà ñëè÷àí íà÷èí äîêàçójåìî äà jå òâð¢å»å òåîðåìå òà÷íî çà a =∞. �

Òàêî¢å çà a ∈ C âàæè:

limD
z→a(α) f(z) = 1

2
(limD

z→∞(α)+ f(z)+ limD
z→∞(α)− f(z)) = 1

2
(
∑−1

k=−n ck ·eiαk
(+1)k

−k+1
+ c0 +∑−1

k=−n ck · eiαk
(−1)k

−k+1
+ c0) =

∑−1
k=−n ck · eiαk

1+(−1)k

2(−k+1)
+ c0.

Íà ñëè÷àí íà÷èí ïîêàçójåìî äà çà a =∞ âàæè:

limD
z→a(α) f(z) =

∑n
k=1 ck · eiαk

1+(−1)k

2(k+1)
+ c0.

Îäàâäå ñëèjåäè ñ§åäå£å òâð¢å»å.

Ïîñ§åäèöà 1 Íåêà ôóíêöèjà f(z) èìà ïîë ïðâîã ðåäà ó òà÷êè z = a ∈ C
⋃
{∞}

è íåêà jå c0 êîíñòàíòàí ÷ëàí ðàçâîjà ôóíêöèjå f(z) ó Ëîðàíîâ ðåä ó îêîëèíè
òà÷êå a. Òàäà âàæè äà jå:

D

lim
z→a(α)

f(z) = c0.

Ïðèìjåð 5 Ïîçíàòî jå äà Ðèìàíîâà çåòà ôóíêöèjà ζ(z) èìà ïîë ó z = 1.
Ïîãëåäàjìî ñàäà »åí ðàçâîj ó Ëîðàíîâ ðåä ó îêîëèíè òà÷êå z = 1:

1
z−1

+ γ − γ1(z − 1) + 1
2
γ2(z − 1)2 − 1

6
γ3(z − 1)3 + 1

24
γ4(z − 1)4 +O((z − 1)5).

Äà§å èìàìî äà âàæè:
limD

z→1(0) ζ(z) = limD
z→1(0)(F1(z) + c0) = limD

z→1(0)(
1
z−1

+ γ) = 0 + γ = γ.

Òåîðåìà 2 Íåêà ôóíêöèjà f(x) èìà ïîë ó òà÷êè a ∈ C
⋃
{∞}, íåêà jå f(x) =

F1(x) + F2(x) ðàçâîj ó Ëîðàíîâ ðåä ó îêîëèíè òà÷êå a è íåêà jå c0 êîíñòàíòàí
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÷ëàí ðàçâîjà. Âàæè ôîðìóëà:

D

lim
z→a

f(z) = c0.

Äîêàç: Ïðîíà¢èìî ñðåä»ó âðèjåäíîñò äîáèjåíèõ óîïøòåíèõ ãðàíè÷íèõ âðèjåäíîñòè
çà α ∈ [0, 2π).
Íåêà jå a ∈ C.
limD

z→a f(z) = 1
2π
·
∫ 2π

0
limD

z→a(α) f(z)dα = 1
2π
·
∫ 2π

0

∑−1
k=−n ck

1
2

1+(−1)k

−k+1
eiαkdα + c0 =

1
2π
·
∑−1

k=−n ck
1
2

1+(−1)k

−k+1

∫ 2π

0
eiαkdα + c0 = 0 + c0 = c0.

Íà ñëè÷àí íà÷èí äîêàçójåìî äà jå òâð¢å»å òåîðåìå òà÷íî çà a =∞. �

5 Ñóìèðà»å íåêèõ äèâåðãåíòíèõ ðåäîâà. Îäðå¢èâà»å

ãðàíè÷íèõ âðèjåäíîñòè íèçîâà »èõîâèõ ïàðöèjàëíèõ

ñóìà

Âjåæáà 1 Ñóìèðàòè ðåä (1):

1− 1 + 1− 1 + ...+ (−1)n−1 + ... =
1

2
.

Óïóòñòâî: sn = 1
2
· ((−1)n+1 + 1) = 1

2
· (−1)n+1 + 1

2
, s = 1

2
. 4

Âjåæáà 2 Ñóìèðàòè ðåä (2):

1 + 2 + 4 + 8 + ...+ 2n−1 + ... = −1.

Óïóòñòâî: sn = 2n − 1, s = −1. 4

Âjåæáà 3 Ñóìèðàòè ðåä (3):

1− 2 + 4− 8 + ...+ (−2)n−1 + ... =
1

3
.

Óïóòñòâî: sn = −1
3
· ((−2)n − 1) = −1

3
· (−2)n + 1

3
, s = 1

3
. 4
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Âjåæáà 4 Ñóìèðàòè ðåä (4):

1 + a+ a2 + a3 + ...+ an−1 + ... =
1

1− a
.

Óïóòñòâî: sn = 1
a−1
· (an − 1) = 1

a−1
· an − 1

a−1
, s = 1

1−a . 4

Âjåæáà 5 Ñóìèðàòè ðåä (5):

1− 2 + 3− 4 + ...+ (−n)n−1 + ... =
1

4
.

Óïóòñòâî: sn = −1
4
· ((−1)n(2n+ 1)− 1) = −1

4
· (−1)n(2n+ 1) + 1

4
, s = 1

4
. 4

Âjåæáà 6 Ñóìèðàòè ðåä (6):

1 + 2 + 3 + 4 + ...+ n+ ... =
−1

12
.

Óïóòñòâî: sn = n(n+1)
2

, s = limD
n→∞

n(n+1)
2

=
∫ 0

−1
n(n+1)

2
dn = − 1

12
. 4

Âjåæáà 7 Ñóìèðàòè ðåä (7):

1 + 1 + 1 + 1 + ...+ n0 + ... =
−1

2
.

Óïóòñòâî: sn = n, s = limD
n→∞ n =

∫ 0

−1
ndn = −1

2
. 4

Âjåæáà 8 Ñóìèðàòè ðåä (8):

2 + 3 + 4 + 5 + ...+ (n+ 1) + ... =
−7

12
.

Óïóòñòâî: sn = n(n+3)
2

, s = limD
n→∞

n(n+3)
2

=
∫ 0

−1
n(n+3)

2
dn = − 7

12
. 4

Âjåæáà 9 Ñóìèðàòè ðåä (9):

0 + 1 + 2 + 3 + ...+ (n− 1) + ... =
5

12
.

Óïóòñòâî: sn = n(n−1)
2

, s = limD
n→∞

n(n−1)
2

=
∫ 0

−1
n(n−1)

2
dn = 5

12
. 4
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Âjåæáà 10 Ñóìèðàòè ðåä (10):

ln 1 + ln 2 + ln 3 + ln 4 + ...+ ln(n) + ... =
1

2
ln(2π).

Óïóòñòâî: sn = ln((1)n), ãäjå jå (1)n = Γ(1+n)
Γ(1)

6.

Ïîãëåäàjìî ðàçâîj ôóíêöèjå s(n) = sn ó óîïøòåíè Ëîðàíîâ ðåä ó îêîëèíè òà÷êå
n =∞:
ln(2−b

arg(z+1)+π
2π

c cscb
arg(z+1)+π

2π
c(π(z+1))+barg(z+1)+π

2π
c(iπz+ iπ

2
+O((1

z
)7))+barg(z)+π

2π
c(2iπz+

iπ +O((1
z
)7)) + ((− ln(1

z
)− 1)z + 1

2
(ln(2π)− ln(1

z
)) + 1

12z
− 1

360z3
+ 1

1260z5
+O((1

z
)6))).

s = 1
2
ln(2π). 4

Âjåæáà 11 Ñóìèðàòè ðåä (11):

ln 1− ln 2 + ln 3− ln 4 + ...+ (−1)n−1 ln(n) + ... = −1

2
ln(

1

2
π).

Óïóòñòâî: sn = −1
2
(−1)n ln(2) + (−1)n ln(Γ(n+1

2
))− (−1)n ln(Γ(n+2

2
))− 1

2
ln(2π) +

ln(2),
s = −1

2
ln(2π) + ln(2) = −1

2
ln(1

2
π). 4

Âjåæáà 12 Ñóìèðàòè ðåä (12):

cos θ + cos 2θ + cos 3θ + cos 4θ + ...+ cos(nθ) + ... = −1

2
.

Óïóòñòâî: sn = 1
2
ctg( θ

2
) sin(nθ) + 1

2
cos(nθ)− 1

2
, s = −1

2
. 4

Âjåæáà 13 Ñóìèðàòè ðåä (13):

sin θ + sin 2θ + sin 3θ + sin 4θ + ...+ sin(nθ) + ... =
1

2
ctg

θ

2
.

Óïóòñòâî: sn = −1
2
ctg( θ

2
) cos(nθ) + 1

2
sin(nθ) + 1

2
ctg( θ

2
), s = 1

2
ctg θ

2
. 4

Âjåæáà 14 Ñóìèðàòè ðåä (14):

cos θ − cos 2θ + cos 3θ − cos 4θ + ...+ (−1)n−1 cos(nθ) + ... =
1

2
.

6Ïîõàìåðîâ ñèìáîë (x)n = Γ(x+n)
Γ(x) = x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)
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Óïóòñòâî: sn = 1
2
(cos((θ + π)(n+ 1)) + tg θ

2
· sin((θ + π)(n+ 1)) + 1), s = 1

2
. 4

Âjåæáà 15 Ñóìèðàòè ðåä (15):

sin θ − sin 2θ + sin 3θ − sin 4θ + ...+ (−1)n−1 sin(nθ) + ... =
1

2
tg
θ

2
.

Óïóòñòâî: sn = 1
2
(−tg θ

2
cos((θ + π)n)− sin((θ + π)n) + tg θ

2
), s = 1

2
tg θ

2
. 4

Âjåæáà 16 Ñóìèðàòè ðåä (16):

12k − 22k + 32k − 42k + ...+ (−1)n−1n2k + ... = 0(k = 1, 2, 3, ...).

Óïóòñòâî: sn = 22k(−1)n+1ζ(−2k, n+1
2

) + 22k(−1)nζ(−2k, n+2
2

) − 22k+1ζ(−2k) +
ζ(−2k), s = (1− 22k+2)ζ(−2k) = 0. 4

Âjåæáà 17 Ñóìèðàòè ðåä (17):

12k+1−22k+1 +32k+1−42k+1 + ...+(−1)n−1n2k+1 + ... =
22k+2 − 1

2k + 2
B2k+2(k = 0, 1, 2, ...).

Óïóòñòâî: sn = 22k+1(−1)n+1ζ(−2k − 1, n+1
2

) + 22k+1(−1)nζ(−2k − 1, n+2
2

) −
22k+2ζ(−2k − 1) + ζ(−2k − 1), s = (1− 22k+2)ζ(−2k − 1) = 22k+2−1

2k+2
B2k+2. 4

Íàïîìåíà 2 Ðåçóëòàòè ó ïðåòõîäíå äâèjå âjåæáå ñëèjåäå èç ôîðìóëå (18).

Âjåæáà 18 Ñóìèðàòè ðåä (18):

1k + 2k + 3k + 4k + ...+ nk + ... = −Bk+1

k + 1
(k = 1, 2, 3, ...).

Óïóòñòâî: sn = 1
k+1

∑k
m=0

(
k+1
m

)
Bmn

k+1−m, ïðè ÷åìó jå B1 = 1
2
.

s = limD
n→∞( 1

k+1

∑k
m=0

(
k+1
m

)
Bmn

k+1−m) =
∫ 0

−1
( 1
k+1

∑k
m=0

(
k+1
m

)
Bmn

k+1−m)dn =
1

k+1

∑k
m=0

(
k+1
m

)
Bm

∫ 0

−1
nk+1−mdn = − 1

k+1

∑k
m=0

(
k+1
m

)
Bm

(−1)k+2−m

k+2−m = − 1
k+1
·Bk+1. 4

Íàïîìåíà 3 Ó ïðåòõîäíîj âjåæáè èñêîðèñòèòè ÷è»åíèöó äà ñó Áåðíóëèjåâè
áðîjåâè ñà íåïàðíèì êîåôèöèjåíòèìà âå£èì îä jåäèíèöå jåäíàêè íóëè è jåäíó îä
ñ§åäå£å äâèjå ôîðìóëå (ïðâà âàæè àêî jå B1 = 1

2
, à äðóãà àêî jå B1 = −1

2
):

Bk+1 = 1−
k∑

m=0

(
k + 1

m

)
Bm

k + 2−m
,

Bk+1 = −
k∑

m=0

(
k + 1

m

)
Bm

k + 2−m
.
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Âjåæáà 19 Ñóìèðàòè ðåä (19):

1−s + 2−s + 3−s + 4−s + ...+ n−s + ... = ζ(s)(Re(s) < 1).

Óïóòñòâî: sn = H
(s)
n = ζ(s)− ζ(s, n+ 1), S = ζ(s). 4

Âjåæáà 20 Ñóìèðàòè ðåä (20):

1 + (−1) + 0 + 1 + (−1) + 0 + ... =
2

3
.

Óïóòñòâî: sn = b2
3

+ n
3
c − bn

3
c, s = 2

3
. 4

Âjåæáà 21 Ñóìèðàòè ðåä (21):

1 + (−1) + 0 + 1 + (−1) + 0 + ... =
1

3
.

Óïóòñòâî: sn = −b−2
3

+ n
3
c+ b−1

3
+ n

3
c, s = 1

3
. 4

Íàïîìåíà 4 Ó ïðåòõîäíå äâèjå âjåæáå ñìî èñêîðèñòèëè ôîðìóëó (âàæè çà

x ∈ R\Z) bxc = −1
2

+ x+
∑∞
k=1

sin(2kπx)
k

π
.

Âjåæáà 22 Ñóìèðàòè ðåä (22):

1− 1! + 2!− 3! + 4!− ...+ (−1)n−1(n− 1)! + ... = 0, 596347...

Óïóòñòâî: sn = −e((−1)nEn+1(1)Γ(n+1)+Ei(−1))7, s = −eEi(−1) = 0, 596347...
4

Âjåæáà 23 Ñóìèðàòè ðåä (23):

1 + 1! + 2! + 3! + 4! + ...+ (n− 1)! + ... = 0, 697175...

Óïóòñòâî: sn = (−1)nn!!(−n− 1)+!(−2) + 18, s =!(−2) + 1 = 0, 697175... 4

Âjåæáà 24 Ñóìèðàòè ðåä (24):

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+ ...+

1

n
+ ... = γ = 0.57721566...

Óïóòñòâî: sn = ln(n) + γ + εn, εn ∼ 1
2n
; s = γ.

Òàêî¢å âàæè: sn = Hn = ψ(0)(n+ 1) + γ, s = γ. 4

7En(x) =
∫ +∞

1
e−xtdt

tn ; åêñïîíåíöèjàëíè èíòåãðàë Ei(x) = −
∫ +∞
−x

e−tdt
t

8Ñóáôàêòîðèjåë !n = Γ(n+1,−1)
e ; íåêîìïëåòíà ãàìà ôóíêöèjà Γ(a, x) =

∫ +∞
x

ta−1e−tdt
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6 Îäðå¢èâà»å âðèjåäíîñòè íåêèõ äèâåðãåíòíèõ èíòåãðàëà

Âàæå ñ§åäå£å jåäíàêîñòè: ∫ +∞

0

sinxdxD = 1, (25)

∫ +∞

0

lnx sinxdxD = −γ, (26)

∫ +∞

0

√
xtgh(

√
x)dxD = −3

4
ζ(3). (27)

Îâå è ñëè÷íå jåäíàêîñòè ñó ïîçíàòå ôèçè÷àðèìà, íå£åìî èõ îâäjå äîêàçèâàòè.
Âðèjåäíîñòè èíòåãðàëà èç íàâåäåíèõ jåäíàêîñòè, ìîæåìî èçðà÷óíàòè, îäðå¢èâà»åì
óîïøòåíèõ ãðàíè÷íèõ âðèjåäíîñòè »èìà îäãîâàðàjó£èõ ôóíêöèjà ó ñèíãóëàðíèì
òà÷êàìà. È äà§å âðèjåäè ïðàâèëî äà ãäjå ãîä íå ìîæåìî ïðèìjåíèòè óîáè÷àjåíó
ãðàíè÷íó âðèjåäíîñò, ïðèìjå»ójåìî óîïøòåíó ãðàíè÷íó âðèjåäíîñò.

Âjåæáà 25 Îäðåäèòè âðèjåäíîñò èíòåãðàëà (25):∫ +∞

0

sinxdxD = 1.

Óïóòñòâî:
∫ +∞

0
sinxdxD = − cosx|+∞0 = −(limD

x→+∞(cosx + 0) − cos 0) = −(0 −
1) = 1. Âèäjåòè ïðèìjåð 2. 4

Âjåæáà 26 Îäðåäèòè âðèjåäíîñò èíòåãðàëà (26):∫ +∞

0

lnx sinxdxD = −γ.

Óïóòñòâî:
∫ +∞

0
lnx sinxdxD = (Ci(x)−lnx cosx)|+∞0 = limD

x→+∞(Ci(x)−lnx cosx)−
limD

x→0(Ci(x)− lnx cosx) = 0− γ = −γ.9
Ïîãëåäàjìî ðàçâîj ôóíêöèjå Ci(x)− lnx cosx ó óîïøòåíè Ëîðàíîâ ðåä ó îêîëèíè
òà÷êå ∞:
cosx(ln 1

x
+O(( 1

x
)7))+cos x(−( 1

x
)2 + 6

x4
− 120

x6
+O(( 1

x
)7))+sin x( 1

x
− 2

x3
+ 24

x5
+O(( 1

x
)7))+

O(( 1
x
)9)− iπb1

2
− arg(x)

π
c+ 0.

Ïîãëåäàjìî ðàçâîj ôóíêöèjå Ci(x)− lnx cosx ó óîïøòåíè Ëîðàíîâ ðåä ó îêîëèíè
òà÷êå 0:
γ + 1

4
x2(2 lnx− 1) + 1

96
x4(1− 4 lnx) + x6(6 lnx−1)

4320
+O(x7). 4

9Èíòåãðàë êîñèíóñà ôóíêöèjà Ci(x) = −
∫ +∞
x

cos tdt
t
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Âjåæáà 27 Îäðåäèòè âðèjåäíîñò èíòåãðàëà (27):∫ +∞

0

√
xtgh(

√
x)dxD = −3

4
ζ(3).

Óïóòñòâî:
∫ +∞

0

√
xtgh(

√
x)dxD = (−2

√
xLi2(−e−2

√
x) − Li3(−e−2

√
x) + 2x

3
2

3
+

2x ln(e−2
√
x+1))|+∞0 = limD

x→+∞(−2
√
xLi2(−e−2

√
x)−Li3(−e−2

√
x)+2x

3
2

3
+2x ln(e−2

√
x+

1) + 0)− 3ζ(3)
4

= 0− 3ζ(3)
4

= 3ζ(3)
4
.10 4
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10Ïîëèëîãàðèòàì ôóíêöèjà Lin(z) ≡
∑+∞

k=1
zk

kn
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