Christian Goldbach
adresse une lettre a Euler
Ou il affirme que
a) tout nombre PAIR supérieur a 2
est la somme
de deux nombres premiers

b) tout nombre IMPAIR supérieur a 3
est la somme
de trois nombres premiers
*kkkkkkk
Dans son esprit, Christian Goldbach, considéragrime nombre premier, d’ou la
nécessite de reformuler sa conjecture d’'une mamgderne en décalant respectivement
les premiers 2 et 3 d’un autre qui suit :
La conjecture, dans sa version forte devient :

Tout nombre PAIR supérieur a 3
est la somme
de deux nombres premiers

La conjecture, dans sa version faible s’énonce :

Tout nombre IMPAIR supérieur a 5
est la somme
de trois nombres premiers

C’est ces deux derniéres versions que nous adlessyer de démontrer.

INTRODUCTION

La démonstration repose essentiellement sur tié@rémes que je vais développer par la
suite , le premier dite « théoreme 1 » qui défigitessairement tout nombre premier sous
forme de 6m + 1Y m € N*, et suffisamment quand m ne soit pas sous forme

(6xy+x+y) ou (6xy-x-y) pour tout nombre 6m+1 , éfé@rent de la forme (6xy-x+y) pour
tout nombre 6m-1. Nous appliquerons le « théoréme@@i définit la primalitéde6m + 1
sans avoir a déterminer x et y de la forme. gmultimorielle)

Le troisieme théoreme dite « théoréme 3 » td@téa propriété de la parité en ce qui
concerne le produit puis la somme de deux nombeIsiprs.

Apres avoir passé en revue tout les cas possiblessbmme de deux, puis de trois
nombres premiers et de vérifier leurs conformitécaes deux conjectures, nous en
déduisons la démonstration des conjectures de COBALCH.



1° THEOREME -1:

Avecm € N*;

6m+1 soit premier, il faut points que m soit comps sous la forme (6xy+x+y) ou
(6xy-X-y).

6m-1 pour étre premier, il faut points que m soitompris sous la forme
(6xy-x+y) (x ety permutables).

DEMONSTRKONS

Soitn > 6 ;€ a N ; I'ensemble des entiers naturels.

Divisons n par 6 ==>n=6m+r, m e€ra N. r prend les valeurs des restes de la divisio
soit0, 1, 2,3,40ub.

n ne peutétre premier sir=0, 2, 3 ou 4 car il sera respentset divisible par ces
derniers

Pourétre premier, le reste de sa division devra nécessaintetre égale a 1 ou 5,
C’est-a-dire que n soit de la forme 6m+1 ou Bm+

Si on considére la suite 6m+5 et si on définit gamier terme par 5, il sera la méme
chose que 6m-1, m commencant par la valeur erttiere

Néant moins cette condition que le nombre presoédrde la forme 6m 1 n’est pas
suffisante étant donné qu’il existe des entierspr@miers respectant la forme 6m + 1.
Mr Krafft , le 12 avril 1798 devant 'académie des sciencgeriales en Europe ;
présenta son « essai sur les nombres premiers s'enlsort qu'il fallait une deuxieme
condition suffisante pour que tout nombre de fanf® 6m * 1 soit premier :

a) Prenant le premier cas 6m+1 , la propositior@seme qu@our étre premier , il faut
points que m soit compris sous la forme 6xy+x+y ou 6xyx , autrement dit ,il faut
gue le nombre (6m+1) ne soit pas un nombre coémpbproduit de (6x+1)(6y+1) ou
(6x-1)(6y-1) .

Démonstration :
1) SiN=6m+1 est un nombre compdsédeux facteurs quelconques
6m+1 = (u+t) (v+2z)
= uv + uz +tv +tz ; on suppose ¢jun de ces quatres produis soit =1
Soit tz=1;=>t=1etz=1 ou t=-letz=-1 .
=> 6m+l= uv+u+v+l ou 6m+l=uv—-u-v+1
=> 6m =uv+u+v ou 6m =uv-—u-v
Vu que m est un entier > 0 => u et v doivent teatdeux étre >0 ou tout les deux < 0.
Soit 6m =uv +u +v divisible par 2 & 3 . ttu+v d’abord divisible par2 ==>u&v
doivent étre pairs == > u=2p & v=2Q
=> 6m=2p2q + 2p +2q ==> 3m=2pg+p+q
=> 2pg+p+q doit étre divisible aussi par 3 =pg2p+q = 3X



==> 2pg+p+q =pq +p (q+1) +q =3%= =p=3x et q=3x et (q+1)=3x == >q=
3x-1

Soit 6m =uv-u-v divisible par2 & 3 veu-v aussidivisible par2 ==>ué&v
doivent étre pairs == > u=2p & v=2q

==>  2pg-p-q=pq+q(p-1)-p =3y=>p=3y et q=3y et (p-1)=3y == >p=
3y+1
Donc trois suppositions ; soit p=3x & q=3y ou p3x-1 & q=3y-1 ou p=3x+1 &
g=3y+1
(x étant permutable avec y)

1°-supposition p=3x & q=3y:

3m=2pg+p+q == > 3m= 2.3X.3y +3x+3y
==> m=6Xy+x+y

3m=2pg-p-gq == > 3m= 2.3X.3y -3X-3y
==> m=6Xxy-X-y

2°-supposition p=3x-1 & q=3y-1

3m=2pg+p+q == > 3m= 2. (3x-1). (3y-1) + {Bx+ (3y-1)
= B8x{3y-1) +3x -1 +3y-1
3m= 18xy-6y+2 +3x+3y-2 = 18xy+3x+3y +2-2
==> m=6Xy+x+y
3m=2pg-p-q == > 3m= 2. (3x-1). (3y-1) +(3x-(3y-1)
= B8x{3y-1) +3x -1 +3y-1
3m= 18xy-6y+2 +3x+3y-2 = 18xy-3x-3y +2-2
==> m=6xy-x-y

3°-supposition p=3x+1 & q=3y+1

3m=2pg+p+q == > 3m= 2.(3x+1).(3y+1) -(y«(3y+1)
= 6x+2 (3y+1(Bx +1) —(3y +1)
3m= 18xy +6x+6y +2 -Bx8y-1 = 18xy+3x+3y +2-2
==> m=6Xy+x+y

3m=2pg-p-q == > 3m= 2.(3x+1).(3y+1) -(3y4By+1)
= BX{3y+1) -3x +1 -3y -1
3m= 18xyby+2 -3x-1-3y-1 = 18xy+3x+3y +2-2
==> m=6Xxy-X-y

Donc N=6m+1 pour étre premier, il faut points quem soit compris sous la forme
6Xy+x+y ou 6xy-x-y .fin de démonstration.



b) Prenant le deuxieme cas 6m-1, la propositibguwk pour étre premier , il faut
point que m soit compris sous la forme 6xy+x-y autrement dit ,il faut que (6m-1) ne
soit pas un nombre composé et produit de (6x+1)j6yu (6x-1)(6y+1)

Démonstration :

2) SiN=6m-1 estun nombre composé de deurdastjuelconques

6m-1 = (u+t) (v+2)
6m-1 =uv +uz +tv +tz ; I'un de ces quapmduits peut étre supposeé =-1
Soit tz=-1;=>t=1etz=-1 ou t=-1et z=1.
=> 6m-1= uv-u+v-1 ou 6m-1=uv+u-v-1
=> 6m = uv-u+v ou 6m =uv+u-v
Sachant que m est un entier > 0 => u et v doivent les deux étre > 0 ou tout les deux
<0.
Soit 6m =uv +u-v divisible par 2 & 3. uv-wupour étre divisible par2 ==>u&v
doivent étre pairs == > u=2p & v=2Q

=> 6m=2p2q+2p-29g ==> 3m=2pqg+p-q
=> 2pg+p-qg doit étre divisible aussi par 3 =pg2p-g=3x (ou = 3y)

==> 2pg+p-gq =pg +q (p-1) +p =3x= =p=3x et q=3y et (p-1)=3x == >p=
3x+1

Soit 6m =uv-u+v divisible par 2 & 3. ==uwv —u+v divisiblepar2 ==>u&v
doivent étre pairs == > u=2p & v=2q

=> 6m=2p2q-2p+2q ==> 3M=2pg-p+q
=> 2pg-p+qg devra étre divisible aussi par 3>2pg-p+q = 3x ( ou = 3y)

== >2pg-p+q =pq +pq -p+q = pg+p (q+1)-g=3y =p=3x et q=3y et (q+1)=3y ==
>q=3y-1

Donc deux suppositions ; soit p=3x & q=3y ou 38x+1 & q=3y-1
(x étant permutable avec y)

1°-supposition p=3x & q=3y:

3m=2pqg-p+q == > 3m= 2.3x.3y -3x+3y
==> m=6xy-xty (1)
2°-supposition p=3x+1 & gq=3y-1

3m=2pg-p+q == > 3m= 2. (3x-1).(3y+1) -(A-By+1)
= Bx{3y+1) -3x +1 +3y+1



3m= 18xy+by-2 -3x+3y+2 = 18xy+3x-3y -2 +2
==> m=6xy+tx-y  (2)
A cause de la permutabilité de x & y les exp@ssi(1l) & (2) reviennent au méme

Finalement : pour que N=6m-1 soit premier, il fat points que m soit compris sous
la forme 6xy+x-y.

2° THEOREME-2 :

Théoréme sur les nombres premiers

définition :
soit n, un entier naturel, la Multimorielle de n, notée n(=), est le produit de tous les restes
issus de la division respective de n par chaque nombre entier m compris en 1 et n.

Théoreme :
V n, un entier naturel > 2, n est premier si et seulement si sa Multimorielle n(=) #0.

Démonstration :
Soitm et n deux entiers:n(=) = 1<m<n

a)- si n est premier = n/m conduit a un reste nul, si m=n ou m=1

Or 1 <m < n, donc tous les restes des n/m #0 = la multimorielle n(=) #0.
ou bien

b)- si n est un nombre composé, = n=k.p (ketp entiers)

comme k<netp <n= 3 m =k, oum =p qui divise n et conduit a un reste Nul
= n(=) = 0.

CQFD
3° THEOREME-3 :

a) Seule la multiplication de 2 nombres impairs donnen produit impair.
Dans tous les autres cas, le produit est pair.

Et

b) La somme de deux nombres de méme parité est un noretpair.

La somme de deux nombres de parité différente eshunombre impair.

Démonstratian

Produit de deux nombres pairs :

Prenons deux nombres pairs. Le premier est 2nseiclend 2p. (Un nombre impair est du
type 2 x+1)
Nous avons : (le symbole * est ici le signe de plittation)

2n*2p=2*n*2*p=2*(n*2*p)
Ce résultat est de la forme 2 x



, (Multiple de 2), donc le produit est pair.

Produit de deux nombres impairs :

Prenons deux nombres impairs. Le premier est 2n + 1
et le second 2p + 1. (Un nombre impair est du B/ger 1)

@n+1)*2p+1)=4np+2n+2p+1=22np+p)+1
Ce résultat est de la forme 2 x + 1, donc le pitagki impair.

Produit d'un nombre pair et d’'un nombre impair :

Considérons un nombre pair 2n et un nombre imgair 2
2n*(2p+1)=4np + 2n = 2(2np + n)

Ce résultat est de la forme 2 x
, (Multiple de 2), donc le produit est pair.

Seule la multiplication de 2 nombres impairs donnen produit impair.
Dans tous les autres cas, le produit est pair. CQED

Démonstnat b-:

Somme de deux hombres pairs :

Prenons deux nombres pairs. Le premier est 2nseiclend 2p. (Un nombre impair est du
type 2 x+1)

Nous avons :

2n+2p=2(n+p)

Ce résultat est de la forme 2 x

, (multiple de 2), donc la somme est paire.

Somme de deux nombres impairs :

Prenons deux nombres impairs. Le premier est 2n + 1

et le second 2p + 1. (Un nombre impair est du &ge+ 1)

Nous avons :
2n+1)+(2p+1)=2n+1+2p+1=2n+28=2(n+p+1)
Ce résultat est de la forme 2 x

, (Multiple de 2), donc la somme est paire.

Somme d’'un nombre pair et d'un nombre impair :

Considérons un nombre pair 2n et un nombre imgair 2

Nous avons :

2n+(2p+1)=2n+2p+1=2(n+p)+1

Ce résultat est de la forme 2 x + 1, donc la soreshémpaire.

Le résultat est similaire si le premier nombreimegair et le second pair.

La somme de deux nombres de méme parité est un noretpair.
La somme de deux nombres de parité différente eshutnombre impair. CQFD



THEOREME DEGOLDBACH

DEMISTRATION

A) Toute somme S de deux nombres premiers > 3 gsir :
Soit deux nombres premiers de la forme 6MEt6n = 1, m et B N*

@pres la démonstration du théoreme 1),
Nous aurons les sommes possibles suivantes
1°soit S = (6m+1) +(6n +1) = 6(mM+n)+2 = 2 (3(m+n)) €E> S esPAIRE, V m&n € N*
2°0ou S =(6m+1) + (6n -1)= 6(m+n), d’aprés théor&mwe= > S eSPAIREY m& n € N*
3°0u S =(6m-1) + (6n +1) = 6 (m+n), d’apreés théoeedr==> S eSPAIREY m& n € N*

4°ou S =(6m-1) + (6n -1) =6 (M+n) -2 =2 (3(m+r)) == >S esPAIREV m& n € N*

La premieére condition nécessaire pour qu'un nombre soit premier est la forme

6m* 1, 0u6n=*1 vérifiée ,laparité est établiaussi ,v_m &.n € N* S est divisible
par2 ==> doncVm & n € N*lasomme de 2 premiers est PAIRE , y compris

quand :

1)- metn # 6xy+x+y ou metn #6xy-x-y (d'aprés théoreme 1)
= Jketk’ EN, k= (bm+ 1)(=) etk’'= (6bn+ 1)(=) (multimorielle)
a)sik> 0= (m+k) et (n+k) # 6xy+x+y ou (m+k) et (n+k)+#6xy-x-y
Idemsi k'> 0= (m+k’) et (n+k’) # 6xy+x+y ou (m+k’) et (n+k’) #6xy-x-y
& 6m+ 1, oubn + 1 sont surement Premiers sans avoir a détermire y puisque k #0.
Ou bien
b)siketkk =0=metn = 6Xxy+x+y ou metn =6xy-x-y < 6m+ 1, oubn+1
sont surement nombres composés sans avdiedmiider x et yk= 6m+1(=) =0 et
kK'= 6n-1(=)=0 d’apres le théoreme 2 de la multimorielle.

2) -y compris aussi quand : metn # 6xy +x -y ; condition suffisante pour que
6m- 1, oubn -1 soient premiers.  (D’apres théoréeme 1)
= Jketk’ EN, k=(6m+ 1)(=) etk’=(6n+1)(=) (multimorielles)
a)sik>0etk'> 0= (m+k) et (n+k’) # 6xy+x-y
& 6m-1,0ubn-1  sont surement Premiers sans avoir a déternx et y. (car k#0)

b)siketkk =0=>metn = 6xy+x-y & 6m-1,0ubn-1 sont surement
nombres composés sans avoir a déterminer xAg¢ons, k= 6m-1(=)=0 ou k’= 6n-1(=)
=0 ,D’apres le théoreme 2.




Conclusion : tout nombre PAIR >3
est la somme
de deux nombres premiers CQFD

B) Tout nombre impair > 5, est la somme de troi;mombres premiers :
Soit trois nombres premiers de la forme 6m 6.+ 1, et 6p £ 1 avec m, n etgoN*.

Nous aurons 8 sommes a trois, possibles :

1°soit S = (6m+1) + (6n +1) + (6p +1) = 6(m+n+p) £3=d’aprés théoreme 2
==>S efIPAIRE Vm, n & pe N*

2° soit S = (6m+1) + (6n +1) + (6p -1) = 6(Mm+n+p) =2 > d’apres théoreme 2
==>S efIPAIRE VYV m, n & pe N*

3°soit S = (6m+1) + (6n -1) + (6p +1) = 6(M+n+p) =2 > d’apres théoreme 2
==>S efIPAIRE Vm, n & pe N*

4°s0oit S = (6m+1) + (6n -1) + (6p -1) = 6(Mm+n+p)=& > d’apres théoreme 2
==>S efIPAIRE Vm, n & pe N*

5°so0it S = (6m-1) + (6n-1) + (6p -1) = 6(M+n+p) -3 = d’apres théoreme 2
==> S efIPAIRE VM, n & pe N*

6° soit S = (6m -1) (6n+1) + (6p -1) = 6(m+n+p) -1 =="apres théoreme 2
==> S e§IPAIRE Vv m, n & pe N*

7°soit S = (6m -1) + (6n -1) + (6p+1) = 6(M+n+p)=2 > d’apres théoreme 2
==>S efIPAIRE vV m, n & pe N*

8°soit S = (6m -1) + (6n+1) + (6p +1) = 6(M+n+p)=z2 > d’apres théoreme 2
==> S efIPAIRE VYV m, n & pe N*

La premieére condition nécessaire pour qu'un nombre soit premier est la forme



6mz*1,6n+ 1oubp=*l vérifiée ,lapropriété IMPAIRE est établi pour ces
sommes aussi , quelgque soit m . N & p € N* S estimpaire, non divisible par 2

==> doncVm.,n &p€N*,lasomme de 3 premiers est IMPAIRE , y compris

quand :

1)- mmnetp # 6xy+x+y ou m,net p # 6xy-xX -y; condition suffisante
pour que 6m+ 1, oubn+ 1 ou 6p+ 1 soient premiers. (D’aprés théoréme 1)
= 3k K etk” €N, k= (bm+ 1)(=),k'= (6n+ 1)(=) et k"= (6p+1)(=).
a)sik>0,k'>0 etk”>0 = (m+k), (n+k’) et (p+k”) # 6xy+x+y ou (m+k),
(n+k’) et (p+k”) #6xy-x-y
& 6m+1,6n+1let6p+l sont surement Premiers sans awdterminer x ety.
Puisque k, kK’ et k” sont différent de 0 selon théoréme 2.

Ou bien

b)sik, ketk” =0=m,netp = 6xy+x+y ou mnetp =6xy-x-y < 6m+1,
6n+ 1et6p +1 sont surement nombres composésasansa déterminer x ety.

k= 6m+1(=)=0,K'= 6n-1(=) =0 etk”=(6p +1) = 0, d’apres le théoréme 2 de la
multimorielle.

2) -oubien m,net p # 6xy +x - y; condition suffisante pour que 6m- 1,6n-10u
6p — 1lsoient premiers. (D’aprés théoreme 1)

= 3k K etk” €N, k= (6m+ 1)(=),k'= (6n+ 1) (=)etk’= (6p+1)(=)
a)sik>0,k'>0 etk”>0 = (m+k), (n+k’) et (p+KkK”) # 6xy+x-¥y
& 6m+1, 6n+let6p+1l sont surement Premiers sans awdgterminer x ety.
Ou bien
b)sik, ketk” =0=m,netp = 6xy+x-y < 6m+1, 6n+1let6p+1 sont
surement nombres composés sans avoir a détermietey.
k=6m+1(=) =0,K'=6n-1(=) =0etk’= (6p +1)=0 d’apres le théoréme 2

Conclusion : Tout nombre impair > 5, est la sommde trois nombres
premiers,
CQFD.
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