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UNE - GENERALISATION DU THEOREIE D' EULER

Dons les paragraphes qui suivent nous alions démontrer
un résultat qui remplace le thiorémc d'Euler :

"3i (2,m) = 1, alors Sy(m)z 1 (mod m) ™

dons le cas ol 2 et m ne sont pns premiers entre cux,

A - Hotions introductives.

On suppose m) 0, Cette supposition nec auit pas & 1~ ginérn-
1ité, parce que 1'indicatrice d'BTuler sotisfait 1*&¢znlits
©(m) = q?(—m) (ef {11), ot que les congrucnces vérifient 1=
propriltZ suivante ¢
2 b (mod m)¢=> 2= b (mod -m) (ef (1] pp 12-13).
Qunt & 1o relntion de congruence modulo 0y c'est 1la relation dfi-

221ité. On note (n,b) le plus grond commun diviseur de deux nombres
entiers n et b, et on choisit (2,b)3 O.
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B - Lemmes, théorime.

Lemme 1 : Soit o un nombre cntier et m un no ture1)>0 I1 existe

do, my de /N tels que a = qodo ; m o= wgao et (ﬁ m ) =1,

(_

Eal

Preuve s il suffit de choisir a = = {2,m). BEn conformitd
avec 1la définition du PGCD, 1es,quot1vnts o etnm de o ot
‘ e} o
m par leur PGCD sont premiers entrc eux (cf f3l DD 25-26).

Lemme 2 ¢ Avec lcs notﬂtlons du lemme 1, si d £1ect sis

R o - ; -
Ay =ddy 5 om = md (d ,ml) =1 et d £1, -lors
n N\ d = ) P fako) m
(%)) d.l et mof, m1 5 et si &o d19 Jors 2prés un n ﬂbre limité
(&2 i e o ~ = i \e
de pas ion do.’ di+1 (di,ﬂi,
Preuve :
0 (77 %le 5 Ggm) =1
im = & d 1
i\.m r’-O o] o ’l—
4 _ 1 4',11 -
(1) { d =dd 3 \uo ST ) 1
‘- mo - mldl % X
De (0) et de (1) i1 r;oulte qgue o =2 d =1 ata.  done
1 1 ollo} ool
I = a’d r i a” .
do oql donc do“> & si o % 1
S = 3 Sadui i T
De m myd; on déduit que no‘> ;1 .
Si do = dl alors mo = mldo = k.dc (zeinf et a k).
Donc m. = ked’ ™% s 4. - (a.,m;) = (& ,k.da—l\. Aprés i=z
1 o 7 72 1’71 s e

as il vient 4, =(d Jk)<« d .
P i+l ( o’ )< “o



10

Lemme 3 : Pour chaque nombre entier aet chague nombre noturel

m > 0 on peut construire la séguence suivante des relations :
f‘-ﬁ = . o =

(O) { & aodo $ ( o,mo)
{ d_ £1
\~ 010 10

(1) (d =adla, ; (as,m )

o 01 1) =1
= d. 2
lmo md, a A1

® 00 ® 000209 LO0O0CO®O000CS060DECESC OO

m=md

“we

— 1 - 1 —
(s—l){P - ds-—2 dgy 3 (ds—2’ms-l) =1
s—2

= ms—lds—l i ds—l % 1

s 1

1
(s) g1 = 4519 ?

s~1
= d 3 d = l

Ts-1 T g% ? s
Preuve : On pecut construire cette ségquence en appliquant
le lemme 1. La sdquence est limitde, d'aprés le lemme 2,
car apres r, pas on a : do> drl et mo‘> mr:L y et apres
r,pason a: d_ > d Coetm N m s€tCaess

+T +r )

2 17 1t noonth |
et les m, sont des naturels. On arrive & ds = 1 parce que

(d ’mS)

si ds # 1 on va construire de nouveau un nombre limité de
elations (s+1), ... , (s+r), avec & < a
r s ( )s s A\ /9 sep S~ G

aﬂe(ms) +8 =

Théordme : Soient a; me /Z et m £ 0. Alors " (mod =)

ou s et mS sont les m8mes quc dans lecs lemmes ci-dessus.

Prcuve : Comme dﬁns ce qui précede on peut supposer m > 0
sans nuire a2 la giniralitl. De la sdguence de relations du
lemme 3 il risulte que ¢

(o) (1) (2) () (9
a=nd -nadla -aatata .. .- aalal, ala
o] o\o 1 /o\o 12 , 00 1 s=-1 s
(o) (1) (2) (3) (s)
= d. = 1l ! (B8 = 1 ¢l d \l E RN i d d oo e 3
°t m Moo ﬂ]al o o 21 ¢ s g s—-1 1ao
eo.d =ad ., .d m
et msdsd -1 cLlf'o o) s=-1 s s’
De (0) il découle que 4 = {a,m) , et de (i) que a, =(d, _,m. _),
. o ’ h i=17 i-=1
ce pour tout i de {1,2,.,.,5 .

i 1,1.1 } 1,

) - o
4 dod1d2'°"""°°"ds-l o

_ gl 1,
dl = Q1d2’°"°°"”°”°és-1 o
° 1

4 = ? d

s=-1 ds—l s
d = a



(]

. . . 1.1 J‘ 1 3 r- 1 oy8,, ys+l
Donc add, & ,4 = (a ) (ul/ 2, "'\&s~1) (LS)
/ 1 1

. 71AS a
(d ()@ 1) cara

1z1,.1.2,.1.\3 s
il = (o (d ol
Donc m (ﬂo) (dl) L) ..e(d ms

T A‘)( ),

donc mSA{m g

(ds,ms)(i)(l,ms) =1 e (A 5.m
1052 %a L m_ ) = (el om ) domo (e l,m) =1
1(2;2’(dsi3’ms-2) (dsi;; s—Tds—l) - <C5339msdsgs—l) s
donc (ig 39ns) =1
l(izl)(di’“i+1‘ = (dismi+2 o) = <d M43 l+3-l+2) e
= (di,msdsds_j. .di+2) donc (di,ms) =1, ¢t ce

. - r ™
pour tout 1 dc {0;ls.0.55-2 L .
" R

®0es 0000

(0) . ,
= o I = 3 Ce mnoealh d. 1i Y Y =
1 = ( O,ﬂo) (‘o’ ] a m o) done (ao,ms)

s-1 5 g

Du théoréme d'BEuler il résulde que ¢

lso<ms> \ -
(a7) = 1 (mod m) pour tout i de {0,l,e..58 1,
L i
@(m_ )

a Sz 1 (mod m )
L A a) sl ae(e) g e()
41, L= —_ (-‘o \‘-O/ l LI 2R ] S—l
a cp(m )
cone 0 S z leee.o.l (mod m )

S+l fois S

a$<ms)‘ 1 (mod m ).
-3

1 1 ¥lmy)

d 3.°.(d- ) .2 =

S-2
( s=2

£
n
.
—~~
(o]

1,s~1
co) (i

2)1.1 (mod ms).

HI

2
Op nu1+1**‘e
(dl 1( 1 2/ 1)3 (,.! 1 \S—'l

S

s 1 s—1 s—2 L1
= ( ( eool
or

°
°

(a . 1)° et on obtient :

2/
. . ('n ) : - -
S lys/ 1\ 1 . s/, 1 ¢ s _8,.1\8, 1.8 . 1
“o(@o) (&1) '°'(ds—2) <;s—1’ ~ = uo(&o) (dl) "'(as

1,1 1 ys
wod  (a
(mod  (a_) goa(ds_l) m )

-2

s,. 1 \8
a
°(,})



mais a (dl)s(dl)s...(ds_l)s.a

s
(d ) (d )% s—l) =2° dome a ° = a (mod m) ,

pour tous a, mde & (m £0).

— — — o —

Observations :

T1) si (zym) = 1 alors do=1 . Donc s = 0, et d'aprés le thiordime
(F(mo)+0 0 (?(mo)+0
ona a 2z a (modm) c2d = = 1 (mod m),
Mais m=md =m ,1 =m . Donc ¢
oo o o
o)
a = 1 (mod m) , ct ox obtient le thlcréme d'Euler,
(2) Soiemt a ot m deux nombres emticrs, m £ O ot (a,n) =a £ 1,
g')(r'l )+l 7 ©
etm=md.Si (d o ) =1, alors a °© = 2 (mod m).
En effet, v1ent.ﬂu théorzme nvec s = 1 et my o= moe
Cette relation = une forme semblable ou théordme de Fermat ¢
0(p)+1
2 = a (mod p ).

¢ - UN ALGORITHME POUR RESCUDRE LES CONGRUENCES.

On va construire un algorithme et montrer le schima logigue per-
mettant de calculer s et m du théoréeme,

Bonnées 2 entrer : deux nombres entiers 2 et m, m £ O.

w(m )+s o
Résultats en sortie : s et m_ ninsi que a = a  (mod m).
Méthode : (1) A := a2
osg= m
iz:=20
(2) Caloulcr 4 = (&,H4) et ' = H/d.
(3) Sid=1prendre S =1 et m_ =1II' 5 stop.
Si a £ 1 prendre A :=d, = M =M,
i s= i+l, et aller en (2)

Rem : 1a correction d'algorithme résulte du lemme 3 et du thdordme.
Voir organigramme pnnge suivante. '
Dans cet organigramme, SUBROUTINE CMiDC calcule D = (A,I)
et choisit D O.

Application : Dans la résolution des exercices on utilise le théo-—
réme et 1lt'algorithme pour colculer s et m_ e
Exemple : 625604_:_ 2 (mod 105765)
{'on ne peut pa
mpllquer Fermat ou Buler car (86,105765) = 3 # 1.
On applique donc l'algorithme pour calculer s et m et puls
le théoréme nntiérieur : S

. = (6,105765) = 3 m = 105765/3 = 35255
i=0334#%1ame i=0+1=1 ,¢a =(3,35255)=1 ,

o



_ _ 13
@(35255)+1 1

Donc & = 6 (mod 105765) donc
25604 4
6 z 6 (mod 105765).
. .
= x
b3
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