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ABSTRACT

Introducing firstly the concepts of variable languages and languages with semantic and then
without using them we presented original proofs of the famous P versus NP problem of Computer
Science. These proofs don't implies that the NP-complete problems not belongs to P, so the P versus
NP-complete problem remains open, as well as it is possible (perhaps) to solve the SAT problem in
polynomial time.
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1. INTRODUCAO

Neste artigo responde-se afirmativamente a pergunta que da titulo ao capitulo IV da
parte B (Complexidade de Algoritmos) do livro “Aspectos tedricos da computagao” [1], livro
da colecdo Projeto Euclides, do IMPA: E mais facil verificar a solugdo do que encontra-la?
Resposta: Sim.

O mencionado capitulo traz no fim do seu primeiro paragrafo as igualdades
267 —1 = 147.573.952.589.676.412.927 = 193.707.721 x 761.838.257.287,

0 que contraria uma proposicdo (conjectura) de Mersenne (1588 — 1648). Ela foi apresentada
por Frank Cole no encontro da Sociedade Americana de Matematica de 1903. Conforme
citado em [1], esta era uma conjectura em aberto ha mais de 250 anos, mas nao levou mais do
que alguns minutos para que Cole convencesse a sua audiéncia de matematicos de que a
conjectura em questdo era falsa. Encontrar os fatores de um nimero composto pode em geral
ser muito dificil, mas uma vez encontrados tais fatores torna-se um problema relativamente
trivial verificar que o niUmero em questdo é realmente um numero composto [1].

De novo citando [1], existe uma variedade de problemas conhecidos que parecem exibir
o0 mesmo fendbmeno, no sentido de que conhecemos algoritmos que verificam rapidamente se
um candidato proposto como uma solucdo é ou ndo de fato uma solugcdo, mas nao
conhecemos nenhum algoritmo rdpido que encontra esta solu¢do. Os melhores exemplos

destes problemas sdo os problemas chamados de NP-completos: SAT (satisfiability),
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problema do caixeiro-viajante, programacdo linear inteira, problema da mochila, soma de
subconjunto, etc. [2, 3]

A pergunta que da titulo ao capitulo, na realidade, € uma maneira mais simples de
perguntar sobre a solucéo da questdo P versus NP [1], o mais famoso problema em aberto da
teoria da computacdo [4], um dos maiores problemas ndo resolvidos em ciéncia da
computacdo tedrica e matematica contemporanea [5], um dos mais profundos e mais
importantes quebra-cabecas ndo resolvidos da matematica [6] com que se defrontam o0s
matematicos e cientistas da computacao de hoje [7].

Esta questdo foi levantada pela primeira vez por Cook [8], em 1971, quando mostrou
que qualquer problema de reconhecimento resolvido por uma maquina de Turing nao
deterministica polinomialmente limitada pode ser reduzido ao problema de determinar se uma
dada férmula proposicional € uma tautologia e discutiu sobre a forte evidéncia de que nédo é
facil determinar se uma dada férmula proposicional é uma tautologia, mesmo se a formula
estd na forma normal disjuntiva, sugerindo que o conjunto {tautologies} € um bom
candidato para um interessante conjunto ndo em L, (na notacdo de Cook [8], L, =P e
L* = NP). Cook sentiu que vale a pena gastar um esforco consideravel tentando provar essa
conjectura e disse que tal prova seria um grande avanco na teoria da complexidade.

O proposito deste artigo € resolver o problema P vs NP, primeiramente através do uso
de dois novos conceitos que chamamos de linguagem varidvel no tempo e linguagem com
semantica, e a seguir sem usa-los. Na secdo 2 descreveremos as definigdes basicas sobre as
classes P e NP necessarias a conclusao principal deste artigo. Na se¢do 3 serd usada uma
propriedade fundamental que distingue um algoritmo (ou méquina) ndo deterministico de um
deterministico, que é a capacidade ou habilidade (tedrica) de criar copias de si mesmo quando
confrontado com uma escolha entre duas (ou mais) alternativas, uma cépia para cada
alternativa, e prosseguir o processamento para cada uma delas, independentemente e sem
interferir no processamento das demais, em paralelo [2, 5, 9, 10].

Horowitz e Sahni [11] dizem que esta é uma interpretacdo deterministica de um
algoritmo ndo deterministico, mas que uma maquina ndo deterministica ndo faz qualquer
copia de um algoritmo a cada vez que uma escolha deve ser feita. Ao invés disso, ela tem a
habilidade de selecionar um elemento correto do conjunto de escolhas (se tal elemento existe)
a cada vez que uma escolha esta sendo feita. Um elemento correto é definido relativo a menor
sequéncia de escolhas que levam a um término bem sucedido. De maneira bastante
pragmatica, dizem que, como a maquina que estdo definindo é ficticia, ndo é necessario para
nGs nos preocuparmos com 0 como a maquina pode fazer uma escolha correta a cada passo
(step). Essa parece ser apenas uma opinido pessoal, uma definicdo alternativa, embora
equivalente a outras, pois Michael Sipser, em [5], descreve de maneira mais detalhada como
se processa 0 ndo determinismo usando o conceito de cOpias e processamentos paralelos, sem
referir-se a escolhas corretas bem sucedidas, com uma Unica tentativa, a cada vez em que é
necessario escolher. Na secdo 4 usaremos estas duas formas de compreender o ndo
determinismo.

A secdo 5 provara P # NP sem usar maquinas de Turing ndo deterministicas, mas
usando o conceito de relacdo de verificacdo, ou checagem (checking relation), que é baseado
apenas em maquinas deterministicas, e a secdo 6 provara P = NP através de uma variacao de
um problema indecidivel, o conhecido Problema da Parada (Halting Problem), e o uso de uma
maquina de Turing universal, sem usar nenhum dos nossos dois novos conceitos. A sec¢ao 7
concluira o presente trabalho.



2. AS CLASSES P E NP

Conforme definido em [8], P é a classe dos conjuntos reconheciveis em tempo
polinomial. Aqui esta implicito o uso de maquinas de Turing. Mais explicitamente: Seja P a
familia de todos os conjuntos reconheciveis em tempo polinomial por uma maquina de Turing
deterministica, e seja NP a familia de todos os conjuntos aceitaveis em tempo polinomial por
uma maquina de Turing ndo deterministica [1]. Parece razoavel identificar a classe de
problemas cuja solucdo pode ser encontrada rapidamente por um algoritmo com P e a classe
de problemas cuja solugé@o pode ser verificada rapidamente por um algoritmo com NP [1].

Uma maquina de Turing M reconhece um conjunto A < X,/ se para toda entrada
x € X5 M para, e aceita x se e somente se x € A [1]. Um problema de reconhecimento €
uma questdo que pode ser resolvida por sim ou ndo [12] (yes ou no, aceita ou rejeita,
ACCEPT ou REJECT, SUCCESS ou FAILURE, 1 ou 0, etc.), ou seja, € um problema de
decisdo.

P é uma classe robusta e tem defini¢cdes equivalentes sobre uma larga classe de modelos
de computadores [13]. Podemos dispensar o uso das maquinas de Turing e definir P
informalmente como a classe dos problemas de reconhecimento que podem ser resolvidos por
um algoritmo de tempo polinomial [12], i.e., a classe dos problemas de decisdo soltveis por
algum algoritmo com um namero de passos limitado por algum polinémio fixo no tamanho da
entrada [13]. A classe P pode ser definida muito precisamente em termos de qualquer
formalismo matematico para algoritmos, e todos estes modelos razoaveis de computacéo tém
uma propriedade notavel: se um problema pode ser resolvido em tempo polinomial por um
deles, ele pode ser resolvido em tempo polinomial por todos os outros modelos. Esta classe P,
portanto, é extremamente estavel sobre variacdes nos detalhes de nossas suposicdes (a
respeito de um modelo especifico adotado). Em outras palavras, P é a classe dos problemas de
reconhecimento relativamente simples, para os quais existem algoritmos eficientes [12], i.e.,
algoritmos que rodam em tempo polinomial em relacdo ao tamanho da entrada do problema
(de reconhecimento, ou decisdo) para fornecerem a resposta correta (sim ou néo).

Formalmente, os elementos da classe P s&o linguagens [13]. A classe de todas as
linguagens polinomialmente decidiveis (reconheciveis) é denotada por P. Uma linguagem é
dita polinomialmente decidivel se houver alguma maquina (de Turing, etc.) polinomialmente
limitada que a decida (responda sim ou ndo). Uma maquina (de Turing, etc.) é dita
polinomialmente limitada se ha um polinémio p(n) tal que, para qualquer entrada x, a
maquina para apds, no maximo, p(n) passos, onde n € o comprimento da cadeia de entrada.
Seguimos [7], com parénteses nossos.

Damos o nome de linguagem a qualquer conjunto de cadeias (sequéncias finitas de
simbolos) sobre um alfabeto X. Alfabeto € um conjunto finito de simbolos. O conjunto de
todas as cadeias, incluindo a cadeia vazia (&), sobre um alfabeto X, é denotado X* (* é a estrela
de Kleene) [7]. Cadeia e string (termo em inglés) s&o sindbnimos.

NoOs dizemos que um problema de reconhecimento A esta na classe NP se existe um

polindbmio p(n) e um algoritmo a (o algoritmo de checagem do certificado) tal que é
verdadeiro o seguinte [12]:

O string x é uma instancia sim de A se e sO se existe um string de simbolos em X, c(x)
(o certificado), sendo |c(x)| < p(]x|), com a propriedade que a, se fornecida para ele a
entrada x$c(x), obtém a resposta sim depois de no méximo p(|x|) steps.



NOs ndo queremos que cada instancia (entrada) possa ser respondida em tempo
polinomial por algum algoritmo. Nés simplesmente requeremos que, se x € uma instancia sim
do problema, entéo existe um certificado conciso para x, i.e., com comprimento limitado por
um polinbmio no tamanho de x, que pode ser checado em tempo polinomial para validade
[12].

Em termos de linguagem, podemos definir NP como a classe das linguagens decididas
por maquinas de Turing ndo deterministicas em tempo polinomial [14]. Esta definicdo parece
contrastar com a anterior, pois aqui parece que tanto as instancias sim, quanto as instancias
ndo, devem ser decididas em tempo polinomial. Nao obstante, exige-se apenas das instancias
sim que elas sejam reconhecidas em tempo polinomial: Se A é um algoritmo néo
deterministico de reconhecimento de strings entdo n6s dizemos que A opera em tempo
polinomial se ha um polindmio p(-) tal que, sempre que A aceita x, ha uma computacéo de
aceitacdo para x de comprimento menor ou igual a p(|x|) [2]. E assim vemos ser apropriado
definir NP como feito no inicio desta secdo: NP é a familia (ou classe) de todos 0s conjuntos
(ou linguagens) aceitdveis em tempo polinomial por uma méaquina de Turing nédo
deterministica [1]. N&o nos interessa 0 numero de passos, ou steps, gastos para decidir as
instancias néo, de rejeicéo.

No cléassico livro de Garey e Johnson [3], fixa-se por convencdo como igual a 1 o
nimero de steps (ou complexidade do tempo) no caso de ndo aceitacdo de um string de
comprimento n por um programa M em uma maquina de Turing ndo deterministica (MTND).
Se L, é a linguagem reconhecida por M,

Ly = {x € £*: M aceita x},
e Ty: Z* - Z* é a funcdo de complexidade de tempo para M, entdo

Ty(n) =
max({1} U {m:hd um x € L, com |x| = n tal que o tempo para aceitar x por M é m}).

O tempo requerido por um programa M em uma MTND para aceitar 0 string x € L, é
definido como o nimero minimo de steps que ocorrem até o estado de parada g, acontecer.

O programa M em uma MTND é um programa em MTND de tempo polinomial se
existe um polindémio p tal que Ty (n) < p(n) para todo n = 1. Formalmente agora, a classe
NP é definida como

NP = {L: hd um programa M de tempo polinomial em uma MTND tal que L,; = L}.

Outra maneira alternativa de definir NP existe [14], envolvendo o conceito de relacao.
Seja R € X* x £* uma relacdo binaria sobre strings. R é chamado polinomialmente decidivel
se ha uma maquina de Turing decidindo a linguagem {x;y: (x,y) € R} em tempo
polinomial. N6s dizemos que R é polinomialmente balanceada se (x,y) € R implica que
ly| < |x|* para algum k > 1. Ou seja, o comprimento do segundo componente é sempre
limitado por um polindmio no comprimento do primeiro. Temos assim a seguinte proposigao:

Seja L € X* uma linguagem. L € NP se e somente se ha uma polinomialmente decidivel
e polinomialmente balanceada relacéo R tal que L = {x: (x,y) € R para algum y}.

Aqui consideramos x como o string de entrada e y como um certificado conciso para
sua verificacdo e codificando uma computagéo de aceitacéo sobre a entrada x.



Cook em [13] também usou a relagdo de verificacdo ou checagem para definir a classe
NP. Cook comenta que NP remete a tempo polinomial ndo deterministico, pois originalmente
NP foi definido em termos de méaquinas ndo deterministicas, i.e., maquinas que tém mais de
um possivel movimento para uma dada configuracdo, mas que agora € mais costumeiro dar
uma definicdo equivalente usando a nocdo de relacdo de checagem, que é uma relacdo
bindria R € X£* x X] para alfabetos finitos £ e X,. NOs associamos com cada relagdo R uma
linguagem Ly sobre £ U X, U {#} definida por

Lg = {w#y | R(w, )},

onde o simbolo # ndo estd em X. NOs dizemos que R € de tempo polinomial se e somente se
Ly € P. Por sua vez, Cook [13] define a classe P de linguagens por

P ={L| L = L(M) para alguma maquina de Turing M que roda em tempo polinomial},
onde
L(M) ={w € £* | M aceita w}
é a linguagem aceita por M.

A classe NP de linguagens é entdo definida pela condicdo de que uma linguagem L
sobre X estd em NP se e somente se ha k € N e uma relacdo R de checagem em tempo
polinomial tal que, para todo w € X*,

wEL < 3y (Iyl <|wlke R(W,y)),

onde |w| e |y| denotam os comprimentos de w e y, respectivamente.

3. LINGUAGENS VARIAVEIS NO TEMPO

Conforme sabemos, ndo é possivel acertar 100% das vezes nossas previsdes sobre o
resultado de um jogo de par ou impar, cara ou coroa, lancamento de dados, roleta, cartas,
loteria, mercado de ac¢des, etc., enfim, todos os eventos onde o carater probabilista domina,
tem forte influéncia.

N&o € possivel acertar sempre nossas previsdes no sentido determinista, admitindo-se
que vivemos num mundo onde existe o livre arbitrio. Embora existam as rigidas leis da Fisica,
elas nédo séo capazes de predizer o futuro em toda a sua extensdo, e com toda a preciséo.

Sendo assim, esta condenada ao fracasso qualquer tentativa de construir um algoritmo
ou programa de computador deterministicos, destinados a acertar inequivocamente, sem erro
algum, e em todas as vezes, estes resultados probabilisticos ou aleatdrios (desde que ndo se
trate de dados viciados, cartas marcadas, times e juizes comprados, etc.).

O mesmo ja ndo pode ser dito de algoritmos ndo deterministicos. Um algoritmo néo
deterministico pode ser considerado como um processo que, quando confrontado com uma
escolha entre duas (ou mais) alternativas, pode criar cépias de si mesmo para cada alternativa
e prosseguir 0 processamento para cada uma delas, independentemente das demais, em
paralelo. Se existir um conjunto de possibilidades que levem a uma resposta positiva entao
esse conjunto é sempre escolhido e o algoritmo terminara com sucesso [2, 5, 9, 10].



Num exemplo simples de lancamento de dados, onde os resultados possiveis sdo 0s
elementos do conjunto DADOS = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, nossa maquina (de Turing) deterministica
(ou computador moderno) podera lancar seu palpite entre os elementos de DADOS, mas tera
apenas 1/6 de probabilidade de acerto.

Como nossa idealizada maquina de Turing ndo deterministica (MTND) podera escolher
cada uma das seis alternativas possiveis de DADOS (produzindo, digamos, seis cOpias de si
mesma), uma das alternativas deverd evidentemente coincidir com o resultado correto do
lancamento do dado, e o processamento terminard no estado de sucesso ou aceitacao.

Vimos assim que uma maquina ou algoritmo ndo deterministicos sdo capazes de algo
que a correspondente versao deterministica ndo € capaz: acertar sempre.

Para cada lancamento a linguagem relacionada ao resultado correto variara em funcgéo
deste resultado, ou seja, se nosso dado mostrou a face 1 para cima entdo a linguagem L = {1}
¢ a linguagem que produzira o resultado correspondente ao sucesso/aceitacdo naquele
momento, enquanto os demais valores possiveis, 2, 3, 4, 5 e 6, ndo pertencerdo a L durante
aquela jogada especifica, com aquele jogador especifico.

Num momento seguinte poderemos ter L = {3}, no préximo lancamento e a seguir
L = {6}, depois L = {2}, L = {5} e novamente L = {1}, etc., evidenciando que temos um
exemplo de linguagem n&o constante, e varidvel no tempo, dependente de cada nova situagéo.
Se ndo ha préxima jogada entdo podemos definir L = {0}, por convencdo, ou L deixa de
existir, i.e., L = @, conjunto vazio, a partir daquele momento.

Para que um algoritmo ndo deterministico, ou sua correspondente MTND, construido
para reconhecer e aceitar estas linguagens seja capaz de decidir entre aceitar ou rejeitar um
dado de entrada, entre informar um SIM ou NAO, SUCESSO ou INSUCESSO, é necessario
que venham dados do ambiente externo, a fim de se poder decidir, pela comparacdo, sobre a
aceitacdo ou ndo de seu palpite, previsdo, estimativa, etc.

Se definirmos uma linguagem da forma

(1) L={w|w=(x&y&z), x é a chave do problema, y é o palpite da maquina,
calculado e registrado antes de se saber o valor de z, z é o resultado correto do problema}

a maquina aceitard a entrada sempre que y = z, e rejeitara caso contrario, ou seja, 0S
elementos de L neste problema sdo os strings w tais que y = z. O contetdo de x servira como
um identificador, garantindo a unicidade do problema. Estamos pressupondo que x, y, z sejam
dados consistentes, caso contrario a entrada sera rejeitada. O caractere & separard x,y e z, €
vamos supor gue o caractere branco (1) ndo esteja em w.

Este € um procedimento em tempo polinomial: dado x gera-se y (de maneira ndo
deterministica para as MTND ou deterministica para as MTD), espera-se a realizacdo
completa do evento indicado em x, obtém-se z (do ambiente externo, que informard o
resultado que efetivamente ocorreu) e se y = z aceita-se a entrada w, supondo valores
consistentes. Um exemplo para x: PETR4-2021-02-22-CLOSE, onde se pergunta qual o valor
que a acdo PETR4 da Petrobrés terd no fechamento de 22/fevereiro/2021 (suponhamos
valores possiveis na faixa de R$ 0,00 a R$ 10.000,00 apenas. Valor R$ 0,00 significa que nédo
houve negdcios de PETR4 naquele dia, p.ex., devido a um feriado).



Uma MTND, corretamente projetada, tendera por aceitar (em tempo polinomial) um de
seus palpites y, pois gerara todos os valores possiveis para z, um para cada string de entrada,
entdo esta é uma classe de problemas que pertence a NP.

A versdo deterministica nao terd a “habilidade”, propriedade, de produzir copias de si
mesma, como se fossem processamentos em universos paralelos e simultaneos, e podera
apenas fornecer um Unico palpite para a chave x, que seja baseado em algum tipo de
procedimento matematico e/ou estatistico mais adequado para a solucdo da questdo. Dado o
carater incerto destes problemas (dados, roletas, cartas, bolsa de valores, adivinhacdes, etc.)
ndo se podera dizer que se construiu um algoritmo, nem maquina deterministica, para se
acertar/resolver o problema, com certeza absoluta, sendo assim estes tipos de problemas néo
pertencem a P, mas pertencem a NP, entdo P # NP.

Vemos que esta € uma demonstracdo que utiliza uma das mais fundamentais
propriedades do ndo determinismo, uma caracteristica que as maquinas deterministicas séo
incapazes de realizar, que ¢ a producdo de “copias” de si mesma e o processamento
simultaneo com as outras “versdes” da maquina (ou programa), at¢ mesmo uma quantidade
exponencial de copias de si mesma (em relagdo ao tamanho da entrada).

Se preferirmos ndo adotar esta propriedade de criacdo e paralelismo, e ao invés disso
admitirmos que as MTND tém uma sorte absoluta, que sé&o abengoadas com uma sorte
inacreditavel, de modo que sempre fazem a melhor escolha [15], na primeira tentativa, com o
poder de adivinhar corretamente a cada passo, como escrevem Papadimitriou et al em [6] e
Horowitz e Sahni em [11], nossa demonstracdo ndo mudaria em esséncia: o algoritmo néo
deterministico acertaria sempre, desta vez por sorte extrema, mesmo sem criar novas versées
da maéaquina, uma para cada alternativa que € necessaria ao algoritmo. O algoritmo
deterministico, por sua vez, ndo teria nenhuma sorte absoluta, faculdade premonitdria, nem
poder “sobrenatural” de multiplicag@o instantanea, e s6 seria capaz de acertar, em geral, em
termos probabilisticos.

Percebam que ndo é um eventual tempo de execucdo de ordem exponencial para se
gerar um palpite a causa principal que faz com que estes problemas (DADOS, BOVESPA,
etc.) ndo pertencam a P, mas sim a impossibilidade de resolver sempre e corretamente uma
entrada lida pela maquina deterministica. E como um navio de passageiros que encalha ou
afunda 95% das vezes e s6 completa uma viagem com probabilidade de 5%. E um navio que
obviamente ndo serve para se viajar, e ninguém deveria usa-lo. ldem uma méaquina de calcular
que troca aleatoriamente as funcdes de seus botbes e ndo nos avisa. Ou seja, provar que
P # NP ndo implica que SAT & P ou de forma genérica NP- completo & P. E possivel ter
P # NP e também NP-completo € P. Isso contraria o corolario (P = NP se e somente se
SAT € P) [2] do Teorema de Cook (SAT € NP-completo) [8], mas esta claro que Cook e
Karp ndo se utilizaram do conceito de linguagens variaveis para provarem este teorema e
corolério, portanto este corolario refere-se apenas as linguagens constantes no tempo.

Também vale a pena mencionar que em nosso exemplo de PETR4 perguntamos sobre
um valor que sera conhecido somente daqui a dois anos aproximadamente. Claro que foi um
exemplo exagerado, pois podemos entrar com dados muito mais proximos de acontecer, e
mais simples de verificar (como o langcamento de dados, o nosso exemplo inicial).

De qualquer forma, para que possamos processar o resultado correto, o computador (ou
maquina de Turing, MT) deve ser informado atraves de algum mecanismo de entrada sobre
este correto valor. Enquanto o evento ndo terminar, por exemplo, o pregéo de ag¢des do dia ou
o langcamento do dado, o computador (ou MT) ficard aguardando a entrada do valor correto,
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mas ja fez sua previsdo. Claro, uma MTND, que se multiplicou em n cOpias ou versoes,
devido as n alternativas de possibilidades, devera receber a entrada contendo o valor correto
em todas estas suas n versdes. Isso € diferente do que se faz, mas afinal nossa prova é
original. Onde esté definido ou prescrito que as MT e os computadores modernos sé podem
comecar a processar seus dados apds lerem todos os caracteres de entrada até o fim,
sequencialmente, e s6 apds a leitura completa e ininterrupta desta entrada resolver sua
“questdo”, sem mais nenhuma possibilidade de ler outros caracteres de entrada durante o
processamento? Tal restricdo ndo esta descrita formalmente em lugar algum, por exemplo, em
[13]. Portanto, admitimos uma espera até que o evento probabilistico tenha ocorrido por
completo e a informacao do respectivo resultado tenha sido fornecida as MT.

Certamente que tem de ser P # NP.

4. LINGUAGENS COM SEMANTICA

N&o parece dificil concordar que é mais fécil verificar o resultado de um jogo de loteria
do que ganhar nesse mesmo jogo de loteria. Conferir um jogo é facil, bem mais dificil é
acertar este jogo. Nao fosse isso teriamos muitos e muitos milionarios em decorréncia dos
jogos de azar, 0 que ndo ocorre. Acertar em um jogo ou aposta, por que ndo, também € um
tipo de problema, inclusive matematico, e usamos a caracteristica probabilistica dos jogos e
da bolsa de valores para provar P # NP.

Pode-se criticar que, quando desprovida de significado e da necessidade de se operar
como descrito na definicdo de L (gerar y de acordo com x e aguardar a obtencdo do valor z
correto), entdo L € P, pois qualquer string de entrada no formato (x y z) que tenha y = z
pode ser lido e imediatamente aceito pela maquina, rejeitando-se a entrada se y # z. Isso é
verdade, mas também podemos ter linguagens que aceitam o0s strings com y =z
independentemente do tempo e do significado de x, sem nenhum vinculo com um
acontecimento verdadeiro. Ou seja, ndo estdo resolvendo o problema que queriamos: a
previsdo de um resultado especifico. Por definicdo, ndo queremos que estes outros strings
pertencam a L. Para que nosso exemplo de linguagem L em (1) faca algum sentido, possa
registrar alguma ocorréncia variavel no tempo e se distinga de qualquer outro conjunto de
strings € que necessitamos de um significado para x, aléem de significados para y e z
relacionados com x, e operar como descrito na definicdo de L. O programa, ou maquina M,
que 1€ w precisa efetivamente calcular y, sem conhecer previamente o resultado correto z.
Temos, assim, linguagens com semantica (significado).

Como existem linguagens variaveis no tempo, entdo as classes P e NP também devem
variar no tempo, quando contém estas linguagens, constituindo assim classes dinamicas. E
como também vimos que ha linguagens com significado, podemos dividir estas classes em
dois tipos: sem semantica, ou pura, e com semantica, ou seja,

P=P(t) = Ppura(t) U Psemantica (%)

NP = NP(t) = Nppura (t) U NPsemﬁntica(t)'

onde podemos representar o tempo t, por convencao, como a data e horario de Greenwich ou
sendo por alguma outra maneira razoavel para nossos fins tedricos.



Esses novos conceitos podem se estender também as outras classes de linguagens e
tornam, sem davida, ainda mais rico e interessante o estudo da Ciéncia da Computacao.

Perguntando se ha algum t tal que P(t) = NP(t), somos levados de volta ao nosso
problema original: P versus NP. Este € um problema que também tem alcance na filosofia. As
maquinas de Turing ndo deterministicas sdo ficticias, sdo apenas constru¢cdes mentais para
fins tedricos em ciéncia da computacdo, portanto ndo perde o sentido pensar como se
comportam P e NP quando t é anterior ao nascimento dos modelos computacionais, até
mesmo anterior & existéncia do ser humano. Para um tempo t passado devemos pensar na
construcao de P e NP como se estivéssemos em um tempo t’ anterior a t, i.e., t' < t, de modo
que se possa continuar a raciocinar em termos de previsdes futuras, ainda que no passado.
Podemos pensar nos mais diversos eventos probabilisticos ou previsdo de fendbmenos naturais,
como chuvas, terremotos, relampagos, trovoes, ventos, avalanches, incéndios, inundagdes, ou
qual animal pré-historico vencera (ou melhor, venceu) determinada disputa, etc. H& uma
quantidade inimaginédvel de ocorréncias possiveis em qualquer periodo do tempo, do passado
ou futuro, e cujo resultado ndo pode ser considerado completamente previsivel. Prever com
absoluta certeza e acertar sempre, em 100% das vezes, o resultado correto destes eventos é
assim impossivel para uma MTD, e portanto estes problemas ndo pertencem a P. Ja uma
MTND, como vimos, “chutara” rapidamente cada uma das alternativas possiveis de resultado,
e uma delas tera necessariamente que ser o resultado correto (supondo-se um espectro discreto
e finito de valores possiveis), fazendo estes problemas pertencerem a NP. Assim, P(t) #
NP(t), para qualquer valor de t, presente, passado ou futuro (pelo menos considerando a
existéncia do Universo e seus multiplos elementos neste instante t). Ndo precisamos nos
preocupar sobre quem informara o resultado correto para a MTND. De seu ja mencionado
poder de acertar sempre na primeira tentativa, usando sua sorte inacreditavel, sua habilidade
de selecionar um elemento correto de cada conjunto de escolhas, entdo a propria MTND
reconhecera qual o resultado correto, sem interferéncia humana, mesmo que ndo saibamos
como isso pode ser feito efetivamente. Sendo assim, ao contrario do que fizemos inicialmente
na secdo 3, ela so precisara dar um unico palpite, que sera certeiro, ao invés de n, 2", palpites
simultaneos e em paralelo.

Neste caso podemos omitir o valor z na linguagem (1), ficando apenas com

(2) L={w]|w=(x&y), x éa chave do problema, y é o palpite correto da maquina,
calculado e registrado antes de se saber o resultado do problema}.

Para uma MTND, usando a propriedade de sorte perfeita e permanente, o palpite y sempre
estara correto, se existir um resultado correto, sendo desnecessaria a posterior comparagado
com z. Isto pode tornar o problema mais interessante, menos 6bvio, e a entrada dos dados
mais simples. Lembremos que nesta forma (2) também esta sendo usada a noc¢do de
linguagem com semantica, portanto y ndo podera ser gerado apds a ocorréncia do evento
descrito por x, nem aceito qualquer par de valores (x&y).

E quem informara a chave x para uma MT quando t refere-se ao passado ou futuro sem
a existéncia do ser humano? Aliés, quem projetara uma MTND para esse fim e disponibilizara
energia para ela funcionar? De fato, na realidade, ninguém. J& que as MTND sao ficticias,
irreais, tanto os problemas a serem resolvidos por elas quanto suas respectivas instancias
(entradas) s&o, em principio, abstracGes, idealiza¢Ges, elementos de modelos matemaéticos que
parecem simular uma realidade mesmo na auséncia de atores fisicos reais. Fagamos entdo que
uma espéecie de entidade inteligente superior, ainda que imaginaria, possa, por exemplo,



ocupar o lugar do ser humano nesses momentos. Essa entidade também podera fornecer o
valor z no caso da linguagem (1).

Quanto ao valor y, o palpite (sempre correto) da maquina, ele pode ser gravado pela
prépria MTND em sua fita de entrada/saida. Para informar o término da realizacdo do evento
indicado por x e a subsequente decisdo da maquina (sempre sim para a MTND, supondo
entrada consistente e havendo alguma solucdo), pode-se informar um caractere final de
controle na fita, como ) ou # ou $, também digitado por este ser abstrato inteligente. A
mencionada espera (pausa) entre a geracdo do palpite e o término do evento é conseguida ou
através de varios movimentos para a direita e para a esquerda na fita, do tipo vai e volta, até
ser digitado e lido nesta fita o caractere indicador de fim, ou através de uma implementagéo
mais sofisticada das fun¢des pause/continue nesta maquina.

5. RELACAO DE CHECAGEM

Conforme vimos nas se¢des anteriores, algoritmos ndo deterministicos sao ficticios [11],
bastante irreais [6], portanto nesta se¢cdo vamos provar P # NP sem usar 0 ndo determinismo
das formas como ele é entendido. Ndo usaremos nem cdpias, bifurcacdes, multiplicacdes
instantaneas e processamentos paralelos simultaneos [2, 5, 9, 10], nem sorte absoluta,
inacreditavel, nenhum poder ou habilidade de adivinhar corretamente a cada vez que uma
escolha precisa ser feita [6, 11, 15]. Precisaremos ainda, entretanto, das linguagens variaveis
no tempo e com semantica.

Vamos usar uma linguagem parecida com a descrita em (2),

(3) L={w|w=x&y&t, x é a chave do problema, y é o palpite da maquina,
calculado e registrado antes de se saber o resultado correto do problema, t é o instante final da
ocorréncia do evento indicado por x},

mas omitindo-se os parénteses e incluindo o tempo t na linguagem. O caractere & sera de
novo o separador dos conteudos das variaveis, neste caso, x, y e t. A realizacdo completa do
evento descrito por x sera indicada por t (contendo data, hora e referéncia local ou
Greenwich), e o primeiro caractere branco (espago) apos t indicarad o fim do string w, a partir
do qual a maquina decidira (informara sim ou nao).

Sejam X, e X, alfabetos finitos ndo vazios, tais que 0s caracteres & e # ndo pertencam a
¥, e Z; e branco (espaco) ndo pertenga a X4, i.e.,, {& #} NZy=0e {& #, L} NZ =0,
com x € X3, y,z,t € X] e x,y,z,t # € (cadeia vazia). O valor z, como na linguagem (1), é o
valor da resposta correta do problema indicado por x, naquele instante t. As instancias sim de
L correspondem aos casos em que se tem y = z, sendo z considerado um certificado sucinto
para o problema, portanto lendo-se apenas w, desacompanhado do respectivo certificado, ndo
se pode garantir a sua pertinéncia a linguagem L. Isto torna L ¢ P, como ja sabemos das duas
secOes anteriores: ndo é possivel construir uma MTD que acerte sempre, em todas as vezes, as
suas previsdes sobre determinado evento probabilistico. Trata-se, portanto, de um problema
indecidivel (também chamado de insoluvel). Veja, por exemplo, [7].

Para provar L € NP vamos usar uma relagdo binéria de verificagdo (checking relation),
R(w,z), com w = x&y&t, w € I*, T =X, U {&}, {#} N Z = @, supondo que o certificado z
é sucinto, i.e., tem comprimento limitado por um polinémio p na variavel |w|, o comprimento
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do string de entrada, tal que |z| < p(Jw|). A relacdo R sera verdadeira se e somente se y = z,
i.e.,

R(x&y&t,z) &y = z.
Associemos a relacdo R € X* x X7 a linguagem Ly sobre £ U X, U {#} definida por
Lg = {w#z | R(w,2)},

com w = x&y&t e onde, conforme nossa definicdo, o simbolo # ndo estd em X, nem em X, .
Este caractere # sera o separador entre o string w e o certificado z, e definamos wy = w#z.

Embora ndo exista uma MTD (nem real, nem abstrata) que decida L no caso geral, para
qualquer instante, é possivel construir (a0 menos teoricamente) uma MTD M capaz de decidir
(verificar) L; em tempo polinomial, comparando os valores de y e z. Claro que a leitura de
wpg € subsequente comparacdo de y com z podem ser feitas em tempo polinomial, bem como
a respectiva informacdo da resposta (sim ou ndo). Quando y = z entdo temos que wg € uma
instancia sim do problema que M verifica, e por isso wi € L € w € L, caso contrario wy é
uma instancia nao deste problema, e temos wy € L; e w € L. Sendo assim, ao contrario de L,
que ¢ indecidivel, a linguagem Ly € decidivel (verificavel) em tempo polinomial.

Seguindo [13], conforme j& vimos na se¢do 2, a linguagem L sobre X esta em NP se e
somente se hd k € N e uma relacdo R de checagem em tempo polinomial tal que, para todo
wE X",

wEL < 3z (|Z| < |wl|* eR(W,Z)),

onde |w| e |z| denotam os comprimentos de w e z, respectivamente. Estas condigdes sdo
verificadas para todos os certificados z cujo comprimento € igual ao comprimento do palpite
y da méaquina, quando este palpite é correto, pois se a relagdo R é verdadeira entdo y = z e
assim |z| = |y| < |w|, donde podemos escolher k = 1. A mencionada relacdo R(w,z) é a
relacdo R(x&y&t,z) que definimos anteriormente, para w = x&y&t. Portanto, obedecidas
estas condicdes, nds temos L € NP.

ComoL & P,masL € NP,entdo P = NP.

6. O PROBLEMA DA PARADA

Pode-se criticar que as linguagens com semantica e as linguagens variaveis no tempo
nao fazem parte do “verdadeiro” problema P vs NP, que este se relaciona apenas com as
linguagens constantes e puras, ou seja,

P = Ppura

NP = NPyyrq,

sem variacdo alguma no tempo, e que mesmo as linguagens (1), (2) e (3) aqui definidas
podem ser consideradas como reconheciveis em tempo polinomial por uma MTD.
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Seria compreensivel pensar assim nos eventos de uma Unica ocorréncia, a exemplo de
um dnico langcamento de dado nos valores possiveis de 1 a 6. Com 6 MTD, cada uma gerando
um palpite diferente, necessariamente uma delas acertaria (responderia sim a entrada). Mas se
fossem dois lancamentos em sequéncia, precisariamos de 36 MTD para acertar ambos, cada
uma gerando um dos pares possiveis de lancamentos, e para uma quantidade n genérica
precisariamos de 6™ MTD para garantirmos o acerto de uma delas em todas as jogadas. Para
um numero arbitrariamente grande de lancamentos (n — o) deveriamos ter um
correspondente nimero arbitrariamente grande de MTD, e o tamanho dessas maquinas
aumentaria com o aumento de n. Isso, claro, porque ndo podemos mudar constantemente de
maquina, ja que, para analisarmos uma pertinéncia a P, a cada linguagem devemos associar
suas respectivas MTD, definitivas, ao menos uma por linguagem. A priori, num tempo finito,
com um numero finito de MTD, sempre precisariamos de novas MTD que codificassem todo
o histérico de lancamentos ja realizados e que também estivessem preparadas para 0S
préximos lancamentos ainda a serem feitos. A capacidade de acertar o passado quando nos
baseamos em um conjunto finito conhecido & um problema trivial, enquanto é impossivel
prever o futuro ilimitadamente. Nota-se que este € um exemplo de linguagem variavel, que
pode mudar com o tempo, por isso ndo existem apenas linguagens constantes. Podemos criar
um problema onde seja natural este conceito de variabilidade, que foi, alias, o que fizemos
aqui. Alternativamente, ao invés de uma linguagem variavel no tempo com um Unico
elemento por ocorréncia (tempo t), podemos ter uma linguagem que aumenta seu tamanho
(cardinalidade) com o tempo, com o aumento do numero de ocorréncias (0s elementos da
linguagem), por exemplo,

L= {rll T2, T3, ---lr‘n.}:

onde r;, é 0 k-ésimo resultado do lancamento de um dado, mas mesmo assim esta linguagem
também pode ser considerada como variavel no tempo, pois ela descreve uma sequéncia de
valores obtidos ao longo do tempo e com possibilidade de crescer ainda mais,
indefinidamente. Precisaremos manter, para todo ¢, as mesmas MTD e MTND. Por brevidade,
omitimos os valores x,y,t que definimos anteriormente, deixando apenas os valores
correspondentes a z, o resultado correto, tal qual também fizemos na secdo 3 com o0s
elementos de DADOS.

Quanto as linguagens com semantica, sdo em quantidade bem maior do que poderiamos
pensar inicialmente. Ndo ha dificuldade em considerar todas as linguagens mais conhecidas,

como SAT e todos os problemas NP- completos [3], bem como todos os famosos problemas
indecidiveis, como sendo linguagens com semantica. O uso da semantica, ou significado, da
uma forma de definir com mais detalhes e precisdo determinada linguagem, numa gramatica
gue nos facamos entender. Uma linguagem pura, por outro lado, pode ser considerada como
sendo descrita de forma mais concisa, mesmo que também tenha uma clara regra matematica
de formacdo, como se faz no estudo introdutério dos autdbmatos finitos. Tal separacdo
conceitual, entretanto, pode nao trazer maiores contribuicdes a Teoria da Computacédo, e
poderemos evita-la quando possivel.

A fim de evitarmos as criticas com relacdo aos dois novos conceitos vamos a seguir
abandonar o uso tanto das linguagens varidveis no tempo quanto das linguagens com
seméantica, e adotar outra linha de raciocinio. Tal como fizemos na secdo anterior,
utilizaremos uma linguagem indecidivel, melhor dizendo, indecidivel deterministicamente,
mas que com a introdugdo de um certificado adequado se transforma em decidivel em tempo
polinomial, sem maiores dificuldades.
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O Problema da Parada (PP) pergunta se, dado um programa (ou maquina de Turing) M
e uma cadeia de entrada w, M para em resposta a entrada w, i.e., ndo entra em loop infinito.
Este é o mais famoso e fundamental problema indecidivel [7]. Em [7] se prova que a
linguagem

H = {"M""w"” | amaquina de Turing M para em resposta a cadeia de entrada w}

ndo é recursiva, i.e, ndo ha uma maquina de Turing que a decida, e assim ela ndo é soltvel por
algoritmos (de acordo com a tese de Church-Turing [5, 7]), portanto H refere-se a um
problema insollvel ou indecidivel. A prova se faz por reducdo ao absurdo, chegando-se a uma
contradicdo. Isto ndo significa, como se observa, que ndo possa haver algumas circunstancias
em gue seja possivel prever se uma maquina de Turing ira parar em resposta a uma cadeia de
entrada. Mesmo que um problema seja indecidivel, uma subclasse menos geral do problema
pode ser decidivel [1]. A indecidibilidade do PP foi provada primeiramente por Alan Turing
(1912 — 1954), em 1936 [16].

Vejamos. Se H for uma linguagem decidivel entdo deve haver uma maquina de Turing My
que a decida, i.e., que possa sempre fornecer uma resposta correta sim ou ndo para uma dada
entrada. Essa maquina deve ser capaz de ler qualquer maquina de Turing M seguida por um
string w que seja entrada para M e decidir se M para ou ndo em resposta ao string w.

Suponhamos entdo que exista essa maquina My, que leia alguma outra maquina M e em
sequéncia um string w, que serve como entrada para M. A maquina My, ela propria, deve ser
capaz de ler M, w, e dai decidir (informando corretamente sim ou ndo) se M pararia ou ndo em
decorréncia do processamento do string w.

Suponhamos agora que a codificacdo da méaquina M seja equivalente ao seguinte
algoritmo, que tem o string w como parametro de entrada:

procedure M (string: w)

{
A:
se My(M,w) entdo // My decide que M para com a entrada w
va para A
senao I/l My, decide que M nédo para com a entrada w
{rejeite; // informa néo
pare;
}
B:
aceite; // informa sim
pare;
}

Nossa maquina My deveria ser capaz de decidir sobre a parada de qualquer méaquina de
Turing, mas no caso de ler M, e para qualquer que seja inicialmente o parametro w, a que
conclusdo ela chegaria? Pela codificagdo acima do algoritmo equivalente a M se vé que
quando My (M, w) for verdadeiro, i.e., My decidir que M para com a entrada w, entdo M entra
em loop infinito, sendo permanentemente levada ao label A, ou seja, M ndo para com a
entrada w. Pelo contrario, se My (M,w) for falso, i.e., My decidir que M ndo para com a
entrada w, entdo M decide pelo néo e para com a entrada w. Chegamos assim a um absurdo,
uma contradicdo, ou seja,
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(M para) < ~(M para),

portanto nossa premissa inicial € invalida, i.e., My ndo decide a linguagem H. Assim, a
linguagem H é indecidivel, insoltvel.

A demonstragdo anterior continua valida se M e w mantém uma dependéncia entre si ou
se |w| é limitado por algum valor ou se w € vazio (&), pois ela é valida para qualquer w. Por
outro lado, a linguagem L,  a seguir, para k € N, n&o é indecidivel,

4) Ly = {{M) | hd ao menos um string w € Xj, com (M) € * e |w| < [(M)|¥, tal
que a MTD M para em resposta a cadeia de entrada w em até |w|* + k passos},

mas temos Ly, € NP e Ly, & P, 0 que nos levaa P = NP. Chamaremos L, , de Problema
da Parada em Tempo Polinomial de ordem k (PPTP,). Nossa notagéo para a codificagéo de
um objeto O como uma cadeia € (0). Se tivermos varios objetos 04, 05, ..., Oy, denotamos sua
codificacdo em uma Unica cadeia como (04, 0,, ..., 0y) [5]. Se k € um nimero inteiro positivo
escrito na base 10 entdo o comprimento da cadeia (k), |(k)|, é igual a 1 + |log;, k].

Seguindo [13], n6s definiremos que uma MTD M roda em tempo polinomial se existe k
tal que, para todos os valores de |w/|,

() Tu(wD < [wl* +k,

onde Ty (Jlw]) = max{ty,,(w) |w € Z™}, ty,(w) é 0 nUmero de passos na computacdo de M
sobre a entrada w € Z* e ™ é 0 conjunto de todos os strings sobre ¥ de comprimento n,
n € N, com n = |w|. Ou seja, para todas as (infinitas) entradas finitas possiveis o nimero de
passos de M é limitado pelo valor dado em (5), para algum k € N fixo, caracteristico de M.

Analogamente, definiremos que uma MTD M para em tempo polinomial de ordem k
em resposta a cadeia de entrada w se M para em até |w|* + k passos sobre a entrada w, i.e.,
se n6s temos um valor limitante t,,max tal que

(6) ty(w) < |wl* + k = tymax,

justificando assim o termo “tempo polinomial de ordem k” que usamos no nome dado a
linguagem Ly, .

Se sdo dados M e k entdo podemos calcular o limitante superior n para 0 comprimento
de w: n = |[(M)|*. Assim, podemos construir nio deterministicamente e testar cada possivel
entrada w € X7, com |w| < n, para verificar (em tempo polinomial) se a parada de M se da
em até tymax = |w|* + k passos. Isso faz com que Ly, , € NP.

O algoritmo ndo deterministico principal para a decisdo do PPTP, pode ser assim
(baseado na linguagem C), onde 1..n representa o conjunto dos numeros naturais de 1 até n e
X, é o alfabeto de entrada para M (consideramos (M) € £* e w € XJ):
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procedure Ly k (string: M; integer: k)
{
w=""; /[ w[0] ="\0
calcula(m, n); // m = |<M>], n = |<M>[< = m
tam = ESCOLHE(1..n); // |w|
for (i=1;1<tam;i++)
{m = ESCOLHE(Z,);
concatena(w, m);

calcula(tymax); // n + k
calcula(tumax); // (m + 1 + tam)* + k; a MTD U simulaa MTD M
if (para(M, w, tymax, tymax)) then
aceita();
else
rejeita();

Para escrevermos o algoritmo deterministico que retorna se M para ou ndo em resposta
a w em até tymax passos sera preciso antes esclarecer com mais detalhes sobre como
descrever e simular uma MT.

Considerando que uma MT é uma 7-upla (Q,%,T,8,qo, Qaceitar Grejeita) [5], ONde
Q, Z, T sdo todos conjuntos finitos e

1. Q € o conjunto de estados,
2. X ¢é 0 alfabeto de entrada, que ndo contém o simbolo em branco L,
3. T é o alfabeto de fita,onde s eT e X T,

4. 8:(Q — {qaceita Grejeira}) XT = Q@ X T x {E,D} é a fungdo de transicdo, onde E
representa 0 movimento a esquerda do cabecote da fita e D 0 movimento a direita,

5. qo € Q € o estado inicial,
6. Guceita € Q € 0 estado de aceitacdo, e
1. Qrejeita € Q € o estado de rejeigéo, COM Gqceita QTejeita’

é possivel simular a execucdo de uma MT M qualquer sobre uma entrada w qualquer. Para
cada estado em que M se encontra, simbolo que 1€, simbolo que grava, se a cabeca da fita de
leitura e gravacdo vai para a direita ou a esquerda e o novo estado para o qual M vai,
atualizamos o estado g da maquina, bem como o contetdo da fita e a posicdo da cabeca de
leitura e gravacdo, gerando assim uma nova configuracdo da maquina a cada passo, e
somamos 1 ao contador de passos, contador este que deve ser somado até ser possivel
verificar com certeza a relacdo (6) sobre o tempo polinomial da maquina com relacdo a
entrada w. Uma MT para ao entrar nos estados de aceitacdo ou rejeicdo, seus estados finais.
Se nenhum desses ocorre, M continua para sempre [5].

Cada MT pode reconhecer uma Unica linguagem [5], i.e., é especializada em resolver
um anico problema [14], mas ha um tipo especial de MT, chamada de maquina de Turing
universal (MTU), capaz de simular qualquer outra MT a partir da descricdo da mesma [5, 7,
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14]. E este tipo especial de MT que precisamos para decidir Ly k. pois ela deve simular a MT
M sobre a entrada w e ser capaz de controlar seu préprio momento de parada. Mesmo quando
M sobre a entrada w ndo para, esta maquina universal (U) deve parar, comparando o contador
de passos de M, t,(w), com o valor maximo possivel, t,;max, dado em (6). Se chegarmos a
ty(w) > |w|¥ + k, nossa maquina U devera cancelar a simulagio do processamento de M e
parar, independentemente da parada de M sobre a entrada w, e decidir pelo ndo, rejeitando a
entrada. A MTD M se reduzird a um conjunto de arrays descrevendo a funcdo de transicéo 6.

Um algoritmo para U, que terd associado a ele seu proprio contador de passos, t;, além
do contador de passos de M, ty, com 0 < t,, < ty, estd descrito mais adiante (baseado na
linguagem C). A fim de n&o prejudicar a sua legibilidade e entendimento, vamos omitir as
sucessivas contagens t; + + e t + +, mas entendamos que elas se inserem antes de cada
instrucdo ou bloco de instrucGes relacionadas a U e a M, respectivamente, e logo a seguir
(para as que fazem parte dos loops de while) devemos testar a parada da maéaquina
correspondente pelo motivo de excesso de tempo. Em destaque com fundo amarelo estdo
todas as instrucdes que devem ser precedidas por uma sub-rotina cuja fungédo é somar 1 a t,, e
rejeitar a entrada caso t,, > tymax, por exemplo, somar_testar_tm(). Uma outra sub-rotina,
por exemplo, somar_testar ty(), deve ter a mesma funcdo com respeito ao controle de ty,
rejeitando a entrada caso t; > tymax, mas omitimos sua escrita porque ficara subentendido
que ela deve ser inserida em praticamente todas as linhas do algoritmo. Consideramos
tymax = (|[(M,w)]* + k.

Chamaremos as componentes da funcéo de transi¢do ¢ pelos seguintes nomes:

q_atual[pointer 5],
w_lido[pointer 3],
novo_([pointer 5],
gravar_w[pointer 9],
sentido[pointer 9],

onde 0 < pointer & < qtd & e qtd 6 é a quantidade de elementos, ou nimero de ocorréncias de
cada componente, da fun¢do de transigado 9.

Para t,,;, vamos convencionar que o processamento em sequéncia de ao menos uma das
cinco componentes de § implicara em um Unico passo de M.
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procedure para (string: M, w; integer: tyymax, tymax)

{

// aqui simulamos uma maquina de Turinq{ deterministica
// ' w obedece necessariamente |w| < [<M>|

ty = 1; // atualiza t antes de computar a respectiva instrucao
tm=0;

qtd 3 =0;

tabelar o(qtd 6); // 1€ e salva M do inicio ao fim

q = qo; // inicializar_estado();

pointer_ w = 0;
pointer 6 = 0;
fim=0;

while (fim == 0) // esta fungéo é de U
{c = w[pointer_w];
achou 6 =0;
while (achou_& == 0) // busca fungdo de transigdo &
{if (pointer_o > qtd _9)
pointer 6 = 0;
if (g_atual[pointer_o] == q) // estado atual
if (w_lido[pointer 8] == &) // simbolo sob a cabeca
{q=novo_q[pointer 3];
w[pointer_w] = gravar_w[pointer_3];
if (sentido[pointer 8] == 'E")
{if (pointer_w > 0)
pointer w——; // move o cabecote para a esquerda
}

else
if (sentido[pointer_&] == "D")
pointer_w++; // move o cabecote para a direita
achou d=1;
if (0 == Qaceita || § == Qrejeita) // 1 OU 2 passos, M decide sobre sua parada
{aceita();
fim=1;
break; // while (achou_ 6 == 0)
by
}/1'if (g_atual[pointer_d8] == q && w_lido[pointer 8] == o)
if (tw > tymax) // esta funcdo é de U
{rejeita();
fim=1;
break; // while (achou 6 == 0)
¥
pointer_o6++;
} // while (achou_& == 0)
} /' while (fim ==0)
} // procedure para (string: M, w; integer: tymax, tymax)

Conforme [1], um passo da maquina (de Turing) consiste das seguintes operagdes:
a) ler o simbolo ¢ sob a cabega;
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b) escrever o simbolo ¢’ no lugar de o;

C) reposicionar a cabeca, que pode ser movida uma célula a direita ou & esquerda, ou deixada
no mesmo lugar (também conforme definicao alternativa em [5], a cabeca pode ndo se mover,
ficando parada, entre um estado e outro);

d) mudar o controle central para um novo estado q';

mas nds aqui percebemos a necessidade de também contar como passo a busca da fungéo de
transicdo (estado atual e simbolo sob a cabeca), pois se a MT ndo encontrar quais as
componentes da fungdo & que devem ser utilizadas num determinado momento, dentre todas
as opcOes disponiveis (lidas), ela entrard em loop infinito. Usar corretamente tal controle pode
fazer com que escapemos de loops indesejaveis e que obviamente consomem tempo.

Dos algoritmos anteriores e definicdo de Ly, vemos que Ly, € NP, pois tanto o
comprimento das cadeias de entrada w quanto o tempo de execucdo de M sobre w estdo
rigidamente limitados por um polindmio de grau k.

Se definirmos uma nova linguagem derivada de L, , € que contenha, por defini¢do, um
certificado sucinto para Ly, ,, verificavel em tempo polinomial por uma MTD, provaremos
mais uma vez que Ly, , € NP, desta vez utilizando uma relagéo de checagem ou verificagéo.

Vamos a seguir dar uma prova mais rigorosa do que afirmamos no ultimo paragrafo.
Seja a linguagem R, ; a seguir, com k € N, tal que

(7) Ry = {x#y | x = (M) é uma instancia sim para 0 PPTP, Ly, e y =w € um
certificado sucinto para a respectiva instancia de Ly, sendo x €EX*, y€X], #€ X e
Iyl < lx]*}.

Uma MTD que decida Ry, ; deve verificar Ly, ;, em tempo polinomial em relagéo ao tamanho
da entrada para Ry, |x#y|, ou seja, devemos ter Ry, ;, € P. Pode-se também dizer que essa
MTD deve verificar L, , em tempo polinomial em relagdo ao tamanho da instancia x = (M)

[5].

Seguindo Cook [13], tal como fizemos na se¢do 5, uma linguagem L sobre X esta em
NP se e somente se ha k € N e uma relacdo R de checagem em tempo polinomial tal que,
paratodow € X*,

weEL e Iy (IyI <|wlke R(W,y)).

A relacdo binaria R € X* x X} para algum alfabeto finito £ e X, deve estar associada uma
linguagem Ly sobre X U X, U{#} definida por

Lg = {w#y | R(w,y)},

onde o simbolo # ndo estd em X. A relacdo R é de checagem de tempo polinomial se e
somente se Ly € P.

Traduzindo a nomenclatura geral de Cook para a que usamos especificamente nas
linguagens Ly, (4) € Ry« (7), Cook chamou de w o que nés chamamos de x e para nos é a
representacdo em string da MTD M, i.e., x = (M), e Cook e n6s chamamos de y o0 que para
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nos € a cadeia de entrada w que M lerd, i.e., y =w, € € 0 nosso certificado sucinto. Os
alfabetos X e £, e 0 uso do caractere separador #, com # ¢ X, estdo conforme se usa em Cook.

O significado e valor de k definidos por Cook também valem para noés, e usamos
explicitamente os possiveis valores de k € N para nomear cada linguagem: Ly 1, Ry 1, L2,
Ru 2, Lms, Ry, etc., 0 que facilita estabelecer tanto o comprimento maximo para w quanto
0 tempo maximo de execucao de M, ambos de ordem polinomial.

A linguagem Ly definida por Cook € equivalente a nossa linguagem Ry, € a relagdo
binaria de checagem R(w,y) de Cook é a propriedade utilizada na defini¢éo de Ry, que
necessariamente implica na verificagéo de Ly, , em tempo polinomial, caso contrario x#y néo
sera elemento da linguagem Ry :

(8) R(x,y) & x = (M) € uma instancia sim para 0 PPTP, Ly, € y=w € um
certificado sucinto para a respectiva instancia de Ly, sendo x €X*, y € X, #€ X e
vl < |x|.

Conforme j& vimos anteriormente, o uso dos contadores t; € t, garantird o processamento de
U e simulacdo de M em tempo polinomial de ordem k no maximo, e deve-se rejeitar a entrada
e parar a simulacdo caso ultrapassem o limite de tempo tymax e tymax, respectivamente.
Quando a decisdo sobre a parada de M é obtida, a parada de U ocorre poucos passos depois,
com ty < ty.

Substituindo por Ly, , a linguagem L que define uma pertinéncia a NP em Cook [13],
temos entdo que Ly, sobre X estd em NP se e somente se ha k € N e uma relagdo de
checagem em tempo polinomial R(x, y) tal que, para todo x € X*,

x € Ly < 3y (I < IxI* e R(x, ),
onde R(x,y) € a propriedade presente na linguagem Ry, , € P,

Ry = {x#y | R(x, y)},
e dada pela relacéo binaria de equivaléncia (8).

Todas as condigdes necessarias para a pertinéncia a NP de Ly, ; sobre X, linguagem (4),
estdo satisfeitas.

Sendo

Ly = {{M) | hd ao menos um string w € £i, com (M) € £* e |w| < |(M)|¥, tal
que a MTD M para em resposta a cadeia de entrada w em até |w|* + k passos}:

a) existem infinitos k € N distintos, um por linguagem, e cada um deles € referido
explicitamente na definigéo de Ly x;

b) existe a relagdo de checagem R(x,y), dada em (8), e ela € em tempo polinomial porque a
linguagem Ry, dada em (7), que a tem por propriedade, pertence a P. Ry, € P porque
através de uma MTU, de x = (M) e do certificado y = w, com |y| < |x|*, pode-se simular
em tempo polinomial a MTD M sobre a entrada w e verificar se ela para em até t,,max =
|lw|* + k passos, como visto na descri¢do do algoritmo para anterior, 0 que em caso positivo
implicaem x € Ly ;
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C) se x € Ly, entdo necessariamente existe uma entrada y = w que quando lida pela MTD
M, com x = (M) e |w| < [(M)|¥, ie., |y| <|x|* faz M parar em resposta a w em até
tymax = |w|* + k passos, satisfazendo a relagdo R(x, y);

d) reciprocamente, se R(x,y) é verdadeira e |y| < |x|* entdo existe a cadeia de entrada
y = w, assim como a MTD M, com x = (M), tal que x é uma instancia sim para o0 PPTP,
Ly k, 0 que implica em x € Ly ;

e) de c) e d) vemos que, paratodo x € X*,

x € Ly < 3y (I < IxI* e R(x, 7).

De a) a e) temos entdo satisfeitas todas as condi¢fes necessérias para a pertinéncia de
Ly, aNP,donde Ly, € NP.

Vamos agora provar que Ly, & P.
A linguagem

9) Ly = {{M) | h&d a0 menos um string w € Xi, com (M) € X*, tal que a MTD M para
em resposta a cadeia de entrada w},

é indecidivel [7], o que pode ser provado, dentre outras maneiras, usando o teorema de Rice
[5, 7, 10, 14, 17].

O que difere fundamentalmente a linguagem indecidivel L,, (9) da linguagem decidivel
Ly x (4), além do namero natural k, € a introducéo de duas condi¢Oes limitadoras presentes
em Ly :

c1t|w| < (M)

c,: aMTD M paraem até |w|* + k passos,
para k € N.

Estas condicdes sdo as responsaveis pela transicdo indecidivel — decidivel do problema,
pois com elas podemos, pelo método da forca bruta (busca exaustiva ou tentativa e erro),
construir possiveis solu¢des para w, com seu comprimento maximo obedecendo c;, e verificar
se M sobre a entrada w para em até t,;max passos, conforme c,.

Sem c; e ¢, a linguagem L, ; se transforma em indecidivel, e portanto ndo ha nenhum
algoritmo que decida L, ;, seja em tempo polinomial, exponencial ou qualquer outro, e com
c; e ¢, alinguagem L, se transforma em decidivel.

O método de busca de solugbes por tentativa e subsequente teste (verificacdo) é
eminentemente um metodo combinatorio, uma busca exaustiva para encontrar alguma
solugéo, o que ndo ¢ feito em tempo polinomial por um algoritmo deterministico. Se w €
X! c X7 entdo nos temos (#(Z1))™ combinacbes possiveis para o valor de w, onde #(Z,)
representa 0 numero de elementos do conjunto X;, portanto um algoritmo deterministico que
possa ser capaz de gerar e testar todas estas possibilidades é de ordem exponencial, ndo
polinomial, em relacdo an = |w|.
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Como, por ¢y, |w| < [(M)|¥, no pior caso n6s temos que este algoritmo também é de
ordem exponencial em relagdo a |[{M)|, o tamanho da instancia de L, ,, € ndo de ordem
polinomial, entdo, se ndo houver algum outro algoritmo deterministico mais eficiente para
decidir Ly , NS temos Ly, ; & P.

Havera algum outro algoritmo deterministico mais eficiente para decidir L, ,, de modo
que tenhamos Ly, , € P? Se sim, provavelmente ¢ um algoritmo que ndo precisard “chutar”,
“tentar” ou “adivinhar” uma solucdo para em seguida testar (verificar) se ela (a cadeia de
entrada w) corresponde de fato a uma solucdo que faz M parar em até t,,max passos, com
lw| < (M)]*.

Suponhamos que Ly, , € P € que My seja uma MTD que decide a linguagem L, , em
tempo polinomial. Lido um elemento x = (M), My, precisa decidir acertadamente se
X € Ly, 1.€., S existe w € 3, com |w| < [(M)|¥, tal que M sobre a entrada w para em até
|lw|* + k passos. Além disso, esta decisdo precisa ser feita em tempo polinomial, i.e., em até
[(M)|* + k passos (seguindo a convencéo (5) de Cook [13]).

Se é dado w previamente nosso problema pode ser resolvido rapidamente, e por isso
Ly x € NP, como ja vimos, mas se nédo € dado w temos um problema muito mais dificil.

Suponhamos que M corresponda a um algoritmo que leve a um nimero exponencial de
diferentes processamentos, variando em funcdo da cadeia w de entrada e de seu comprimento
|w|: parte destes processamentos ndo para, parte para em tempo exponencial, parte para em
tempo polinomial de ordem k e ainda uma parte para em tempo polinomial de ordem maior
que k, em relagdo ao comprimento |w|. Ndo ha nenhum critério bem estabelecido para
localizar no algoritmo alguma ordenacdo e classificagdo destes diferentes tipos de
processamentos, como nimero de passos e comentarios.

Em virtude do carater imprevisivel da construcdo deste algoritmo e da quantidade
exponencial dos varios processamentos possiveis, sera preciso, no caso geral, que My
construa deterministicamente os diferentes valores validos para w e teste o respectivo tempo
de parada (ou numero de passos) de M em funcdo do comprimento |w|, simulando a execucao
de M sobre w, a fim de encontrar algum w que garanta a pertinéncia de (M) a Ly, ,. Mas
construir deterministicamente todas as possiveis entradas w € ] para M se faz em tempo
exponencial em relacdo a |w|, e ndo em tempo polinomial, e assim, no pior caso, como
lw| < |[(M)|¥, esta construco se faz em tempo exponencial em relagdo ao comprimento de
(M), donde a MTD My ; néo decide L, ;, em tempo polinomial em relagédo ao tamanho da
instancia (M) e portanto Ly, & P.

Como Ly, € NP e Ly & Pentdo P + NP.

Vale mencionar que a insolubilidade do PP e de suas conhecidas variagdes nos garante
que ndo ha uma maneira sistematica para que uma MTD leia uma MTD M e decida se M para
ou ndo ao ler uma dada cadeia de entrada w, ou se ha alguma cadeia de entrada w que faca M
parar quando w ¢é lida. O teorema de Rice [5, 7, 10, 14, 17] é ainda mais forte, pois implica
que apenas propriedades triviais presentes nos algoritmos podem ser algoritmicamente
decidiveis (uma propriedade é dita trivial quando todas as linguagens a possuem ou nenhuma
linguagem a possui). Conforme [5], testar qualquer propriedade das linguagens reconhecidas
por MT é indecidivel. Se P é qualquer propriedade ndo trivial da linguagem de uma MT, o
problema de determinar se a linguagem de uma dada MT tem a propriedade P é indecidivel.
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Conforme [7, 14], se C é um subconjunto proprio, ndo vazio, do conjunto de todas as
linguagens recursivamente enumeraveis, o seguinte problema é indecidivel: dada uma MT M,
temos L(M) € C? Conforme [10], toda propriedade néo trivial das linguagens recursivamente
enumeraveis é indecidivel, no sentido de que é impossivel reconhecer por uma MT o0s strings
(binérios) que sdo codigos para uma MT cuja linguagem tem a propriedade. Note que a
referéncia [10] identifica uma MT como codigos binérios, mas muitos outros autores ndo
fazem isso. Uma linguagem é dita recursivamente enumeravel quando pode ser aceita por
uma MT [10, 14]. De acordo com [7], uma linguagem L é recursivamente enumeravel se e
somente se existir uma MT M que semidecide L. Dizemos que M semidecide L se, para
qualquer cadeia de entrada w € X3, w € L se e somente se M para em resposta a entrada w,
onde X, € X — {u, >}, Z, é um alfabeto, X € o alfabeto de entrada, . é o simbolo em branco
e = é um simbolo especial fixo marcado na posicdo mais a esquerda da fita.

7. CONCLUSAO

Resolvemos o problema P versus NP provando P # NP. N&o utilizamos nenhum
problema NP- completo neste artigo, o que provavelmente despertara menor aten¢éo ao fato,
até mesmo um completo desinteresse, infelizmente. A questdo original de Cook [8], se
{tautologies} pertence a P ou ndo, assim como SAT e demais problemas dificeis, continua
sem solucdo. Mas isso ndo invalida nossa resposta ao assunto: é mais facil verificar uma
solucdo do que encontra-la, no sentido de ser P # NP.

Vimos algumas maneiras equivalentes de definir P, NP e entender o ndo determinismo.
A maneira mais realistica de definir a classe NP, paradoxalmente, ndo envolve o uso do ndo
determinismo, mas sim a de relagdo de verificagho ou checagem em maquinas
deterministicas, como esta dado em Cook [13] e Papadimitriou et al [7, 12, 14], e usamos esta
forma de relagdo na secdo 5, de maneira simples e bastante plausivel, para provar P # NP.
Agora que esta solu¢do mais simples foi encontrada, vé-se que chegamos a uma conclusédo
verdadeiramente 6bvia, em acordo com nossa intuicdo. Outras demonstracfes foram dadas
nas secdes 3 e 4, usando ideias envolvendo as maquinas ndo deterministicas, e na secdo 6,
com o0 uso de uma maquina de Turing universal decidindo uma linguagem baseadas no
Problema da Parada.

A maior e mais dificil questéo, entretanto, é saber se SAT € P ou ndo. O teorema de
Cook [8] e seu corolario [2] aparentam ser bastante abrangentes, mas em principio ndo levam
em consideracdo nem as linguagens varidveis no tempo, nem as linguagens derivaveis de
linguagens indecidiveis, o que nos tira algo da certeza de suas respectivas validades. Espero
responder a este problema na préxima versao (1V) deste artigo.

17 de agosto de 2019.
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