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Â òåîðèè ðîñòà öåëûõ è ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé f íà
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C íåðåäêî âîçíèêàëà íåîáõîäèìîñòü
â îöåíêàõ èíòåãðàëîâ ñ ïîäûíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì

Mln+ |f |(r), ãäå Mu(r) := sup
|z|=r

u(z), u+ := max{0.u},

âîçìîæíî, äîïîëíåííûì íåêîòîðîé âåñîâîé ôóíêöèåé-ìíî-
æèòåëåì. Òàêèå îöåíêè îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà èíòåãðèðî-
âàíèÿ ìîæíî îòíåñòè ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ äâóõ òèïîâ:
ïî èíòåðâàëàì èëè äóãàì íà ëó÷å èëè îêðóæíîñòè èëè æå
ïî ìàëûì ïîäìíîæåñòâàì íà òàêèõ èíòåðâàëàõ èëè äóãàõ.
Ñðåäè èñõîäíûõ ðåçóëüòàòîâ ïåðâîãî òèïà �
Òåîðåìà Ð. Íåâàíëèííû ([1], [2; ãë. 1, òåîðåìà 7.2]). Äëÿ
ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f íà C ñ õàðàêòåðèñòèêîé Íåâàí-

ëèííû Tf è äëÿ ÷èñëà k > 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
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r

∫ r

1

Mln+ |f |(t)dt ≤ C(k)Tf (kr, f), r ≥ 1,

ãäå ÷èñëî C(k) > 1 çàâèñèò òîëüêî îò k.
Èñòîêè âòîðîãî òèïà îöåíîê � ëåììà Ýäðåÿ �Ôóêñà î

ìàëûõ äóãàõ [3; 2, ëåììà III, 9], [2; ãë. 1, òåîðåìû 7.3, 7.4],
à òàêæå ïðèâåä¼ííàÿ â [4] áåç äîêàçàòåëüñòâà
Ëåììà Ãðèøèíà �Ñîäèíà î ìàëûõ èíòåðâàëàõ([4; ëå-
ììà 3.1]). Ïóñòü â óñëîâèÿõ Òåîðåìû Ð. Íåâàíëèííû λ �

ëèíåéíàÿ ìåðà Ëåáåãà íà âåùåñòâåííîé îñè R è E ⊂ [1, r] ⊂
R � λ-èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî. Òîãäà
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∫
E

Mln+ |f |(t)dt ≤ A
k

k − 1

(λ(E)
r

ln
2r

λ(E)

)
Tf (kr),
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ãäå A � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Âåðñèÿ ëåììû Ãðèøèíà �Ñîäèíà î ìàëûõ èíòåðâàëàõ
äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà �
Òåîðåìà Ãðèøèíà �Ìàëþòèíîé î ìàëûõ èíòåðâàëàõ
([5; òåîðåìà 8]). Ïóñòü v 6≡ −∞ � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíê-

öèÿ óòî÷í¼ííîãî ïîðÿäêà ρ è E ⊂ [1, R] � λ-èçìåðèìîå
ìíîæåñòâî. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà M , íå çàâèñÿùåãî

îò r, θ, E, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî∫
E

∣∣v(teiθ)∣∣dt ≤M
λ(E)

r
ln

4r

λ(E)
rρ(r)+1.

Äëÿ λ-èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ⊂ R è p ∈ [1,+∞] ÷åðåç
Lp(E) îáîçíà÷àåì Lp-ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f : E → R ñ

íîðìîé ‖f‖Lp(E) :=
(∫

E
|f |p dλ

)1/p
ïðè p < +∞ è ñ íîðìîé

ñóùåñòâåííàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ess sup
E
|f | íà E ïðè p = +∞.

Ñóùåñòâåííîå îáîáùåíèå è ðàçâèòèå Òåîðåìû Ãðèøèíà �
Ìàëþòèíîé î ìàëûõ èíòåðâàëàõ óæå ïðè p = +∞ �
Òåîðåìà î ìàëûõ èíòåðâàëàõ ñ âåñîì. Ïðè ëþáîì çíà-

÷åíèè p ∈ (1,+∞] è ïðè çíà÷åíèè q, îïðåäåëÿåìîì èç ðà-

âåíñòâà 1/p + 1/q = 1, äëÿ ëþáîãî ÷èñëà k > 1 ñóùåñòâó-

åò òàêîå ÷èñëî Ap(k) ≥ 1, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà R > 0,
äëÿ ëþáîãî λ-èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ⊂ [0, R], äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè g ∈ Lp(E) è äëÿ ëþáîé ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè
v ñî çíà÷åíèåì v(0) ≥ 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî∫

E

M|v|g dλ ≤ Ap(k)Mv(kR)‖g‖Lp(E)

(
λ(E)

)1/q
ln

eqR

λ(E)
.

Èç Òåîðåìû î ìàëûõ èíòåðâàëàõ ñ âåñîì óæå ïðè p =
+∞, g ≡ 1 è v := ln |f | èç èçâåñòíûõ âàðèàíòîâ îïðåäåëå-
íèÿ õàðàêòåðèñòèêè Íåâàíëèííû è å¼ âçàèìîñâÿçåé ñ äðó-
ãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ðîñòà ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé ëåã-
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êî ïîëó÷àþòñÿ Òåîðåìà Ð. Íåâàíëèííû è Ëåììà Ãðèøèíà �
Ñîäèíà î ìàëûõ èíòåðâàëàõ. Áîëåå òîãî, ðàâíîìåðíûé õà-
ðàêòåð îöåíêè â íåé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ìíîãîìåðíûå âåð-
ñèè Òåîðåìû î ìàëûõ èíòåðâàëàõ ñ âåñîì äëÿ ðàçíîñòåé
ïëþðèñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â Cn è äëÿ ìåðîìîðôíûõ
ôóíêöèé â Cn.

Âåðñèÿ Òåîðåìû î ìàëûõ èíòåðâàëàõ ñ âåñîì äëÿ ñëó÷àÿ
p = +∞ ïðèíÿòà ê ïå÷àòè [6]. Å¼ âàðèàíòû ñ p ∈ (1,+∞]
è ñ ïðèìåíåíèÿìè ê ïëþðèñóáãàðìîíè÷åñêèì è ìåðîìîðô-
íûì ôóíêöèÿì â Cn, à òàêæå ê ðàçíîñòÿì ñóáãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé â Rn ãîòîâÿòñÿ äëÿ îòïðàâêè â ïå÷àòü.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷¼ò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íà-
ó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 18-11-00002).
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