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Rm. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóáãàðìîíè÷åñêèå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C,
öåëûå è ïëþðèñóáãàðìîíè÷åñêèå íà Cn, à òàêæå âûïóêëûå èëè ãàðìî-

íè÷åñêèå ôóíêöèè íà Rm êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, îãðàíè÷åííûå ñâåðõó âíå

íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà íóëåâîé îòíîñèòåëüíîé ëåáåãîâîé ïëîòíîñòè, ïî-
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Îñíîâà íàøåé çàìåòêè � êëàññè÷åñêàÿ äëÿ öåëûõ, ò. å. ãîëîìîðôíûõ íà êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè C èëè íà Cn, ãäå n ∈ N := {1, 2, . . . }, ôóíêöèé

Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ. Åñëè öåëàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà, òî îíà ïîñòîÿííà.

Òàêîå æå çàêëþ÷åíèå âåðíî è äëÿ îãðàíè÷åííûõ ñâåðõó ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-
öèé íà C [1, ñëåäñòâèå 2.3.4] è, êàê î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå, ïëþðèñóáãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé íà Cn, âûïóêëûõ ôóíêöèé íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R è, êàê ìãíîâåí-
íîå ñëåäñòâèå, íà Rm ïðè 1 < m ∈ N, à òàêæå ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà Rm ïðè
ëþáûõ m ∈ N [2, òåîðåìà 1.19].
Íåäàâíî â ðàáîòå [3, ëåììà 4.2] áûëà äàíà âåðñèÿ òåîðåìû Ëèóâèëëÿ äëÿ öåëûõ

ôóíêöèé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà íà C, îãðàíè÷åííûõ íå âñþäó, à ëèøü âíå íåêîòîðîãî
ìàëîãî ìíîæåñòâà E ⊂ C. Â [4, ëåììà 4.2] å¼ äîêàçàòåëüñòâî îòêîððåêòèðîâàíî, à
ïåðåä å¼ ôîðìóëèðîâêîé â [5, ïðåàìáóëà òåîðåìû 2.1] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî óñòàíîâëåíà
îíà À.À. Áîðè÷åâûì. Ïðèâåä¼ííûå â [3] è [4] äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóþò äàëåêî íå
òðèâèàëüíûå ôàêòû è ðàññóæäåíèÿ òåîðèé ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Òåîðåìà B (([3, ëåììà 4.2], [4, ëåììà 4.2], [5, òåîðåìà 2.1])). Åñëè öåëàÿ ôóíê-

öèÿ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà íà C îãðàíè÷åíà âíå ìíîæåñòâà E ⊂ C íóëåâîé ïëîñêîé
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ïëîòíîñòè ïî ïëîñêîé ìåðå Ëåáåãà λ â òîì ñìûñëå, ÷òî îïðåäåë¼í ïðåäåë

(1) lim
r→+∞

λ
(
{z ∈ E : |z| ≤ r}

)
r2

= 0,

òî ýòà ôóíêöèÿ ïîñòîÿííàÿ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ñòàòüè ðàçâèâàþò è ðàñïðîñòðàíÿþò ýòó âåð-
ñèþ òåîðåìó B íà ïëþðèñóáãàðìîíè÷åñêèå è öåëûå ôóíêöèè íà Cn äëÿ âñåõ n ∈ N,
à òàêæå íà âûïóêëûå è ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè íà Rm. Ïðè ýòîì íàøå äîêàçà-
òåëüñòâî è äëÿ ñëó÷àÿ öåëûõ ôóíêöèé îäíîé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ïðîùå è
ïîñòðîåíî íà ïîäõîäå, îòëè÷íîì îò ïðèìåíÿâøåãîñÿ â ïðåäøåñòâóþùåì äîêàçà-
òåëüñòâå À.À. Áîðè÷åâà òåîðåìû B.
Ïóñòü ôóíêöèÿ M ñî çíà÷åíèÿìè â ðàñøèðåííîé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R :=

R ∪ {±∞} îïðåäåëåíà íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè R+ := {x ∈ R : x ≥ 0}, â Rm

èëè â Cn, îòîæäåñòâëÿåìîì ñ R2n, ñ åâêëèäîâîé íîðìîé | · |, íî, âîîáùå ãîâîðÿ,
âíå íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî øàðà B(r) îãðàíè÷åííîãî ðàäèóñà r ∈ R+ ñ öåíòðîì â
íóëå. Ïîðÿäîê ôóíêöèè M (îêîëî ∞) ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

(2) ord[f ] := lim sup
|x|→∞

ln
(
1 +M+(x)

)
ln |x|

∈ R+ ∪ {+∞},

ãäå M+ : x 7→ max{0,M(x)} � ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòü ôóíêöèè M . Ïîðÿäîê öåëîé
ôóíêöèè f íà Cn îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîðÿäîê ord

[
ln |f |

]
ïëþðèñóáãàðìîíè÷åñêîé

ôóíêöèè ln |f |.
Îòíîñèòåëüíîé ëåáåãîâîé ïëîòíîñòüþ èçìåðèìîãî ïî ìåðå Ëåáåãà λ íà Rm

ïîäìíîæåñòâà E ⊂ Rm íàçûâàåì âåëè÷èíó

(3) Lm(E) := lim
r→+∞

λ
(
E ∩B(r)

)
rm

,

åñëè ïðåäåë ñóùåñòâóåò. Îïðåäåëåíèå î÷åâèäíûì îáðàçîì ïåðåíîñèòñÿ íà Cn, îòîæ-
äåñòâë¼ííîå ñ R2n, êàê L2n(E).

Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Ïóñòü m ∈ N è E ⊂ Rm � ìíîæåñòâî íóëåâîé îòíîñè-

òåëüíîé ëåáåãîâîé ïëîòíîñòè Lm(E) = 0 â Rm. Åñëè ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

v êîíå÷íîãî ïîðÿäêà íà Rm îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà Rm\E, òî

(4) sup
Rm

v = sup
Rm\E

v < +∞.

Ïóñòü n ∈ N. Ôóíêöèÿ íà Cn íàçûâàåòñÿ ïëþðèñóáãàðìîíè÷åñêîé, åñëè å¼ ñóæå-
íèå íà êàæäóþ êîìïëåêñíóþ ïðÿìóþ � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 1
ýòè ïîíÿòèÿ � îäíî è òî æå, à êàæäàÿ ïëþðèñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà Cn

è ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ íà R2n. Ïî íàøåé îñíîâíîé òåîðåìå èç êëàññè÷åñêèõ òåîðåì
Ëèóâèëëÿ äëÿ ïëþðèñóáãàðìîíè÷åñêèõ è öåëûõ ôóíêöèé ñðàçó ñëåäóåò
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü n ∈ N è E ⊂ Cn � ìíîæåñòâî íóëåâîé îòíîñèòåëüíîé

ëåáåãîâîé ïëîòíîñòè â Cn â ñìûñëå (3) íà R2n, îòîæäåñòâë¼ííîì ñ Cn, ò. å.

L2n(E) = 0. Åñëè ïëþðèñóáãàðìîíè÷åñêàÿ èëè öåëàÿ ôóíêöèÿ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà

íà Cn îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà Cn\E, òî îíà ïîñòîÿííàÿ.

Ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè íà R � ýòî â òî÷íîñòè âûïóêëûå ôóíêöèè, à ïðè
m ∈ N êàæäàÿ âûïóêëàÿ èëè ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ. Ïî íà-
øåé îñíîâíîé òåîðåìå èç êëàññè÷åñêèõ òåîðåì Ëèóâèëëÿ äëÿ âûïóêëûõ èëè ãàð-
ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà Rm ñðàçó ñëåäóåò

Òåîðåìà 2. Ïóñòü m ∈ N è E ⊂ Rm � ìíîæåñòâî íóëåâîé îòíîñèòåëüíîé

ëåáåãîâîé ïëîòíîñòè â Rm. Åñëè âûïóêëàÿ èëè ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîíå÷íîãî

ïîðÿäêà íà Rm îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà Rm\E, òî îíà ïîñòîÿííàÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü îñíîâíóþ òåîðåìó, ê ÷åìó è ïåðåõîäèì.
Äëÿ m ∈ N, x ∈ Rm è r ∈ R+ ÷åðåç B(x, r) := {x′ ∈ Rm : |x′ − x| ≤ r} îáî-

çíà÷àåì çàìêíóòûé øàð â Rm ðàäèóñà r ñ öåíòðîì x, è, êàê è ïðåæäå, B(r) :=
B(0, r). Àíàëîãè÷íî äëÿ Cn, îòîæäåñòâëÿåìîì ñ R2n. Äëÿ λ-èíòåãðèðóåìîé ôóíê-
öèè v : B(x, r)→ R ïîëàãàåì

(5) Bv(x, r) :=
1

λ
(
B(x, r)

) ∫
B(x,r)

v dλ =
1

bmrm

∫
B(x,r)

v dλ, Bv(r) := Bv(0, r),

ãäå bm � îáú¼ì åäèíè÷íîãî øàðà. Ýòî ñîîòâåòñòâåííî ñðåäíèå ôóíêöèè v ïî çà-

ìêíóòûì øàðàì B(x, r) è B(r). Ïîëîæèòåëüíîñòü ïîíèìàåòñÿ êàê ≥ 0, îòðè-
öàòåëüíîñòü � ýòî ≤ 0.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü v � ïîëîæèòåëüíàÿ λ-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà çàìêíó-
òîì øàðå B(R) ⊂ Rm, 0 < r < R, è x ∈ B(r). Òîãäà

(6) Bv(x,R− r) ≤
(
1 +

r

R− r

)m
Bv(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ (5), â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè v íà B(R) è âêëþ-
÷åíèé B(x,R− r) ⊂ B(R) äëÿ âñåõ x ∈ B(r) ïîëó÷àåì

Bv(x,R− r)
(5)
=

1

bm(R− r)m

∫
B(x,R−r)

v dλ ≤ 1

bm(R− r)m

∫
B(R)

v dλ

=
bmR

m

bm(R− r)m
1

bmRm

∫
B(R)

v dλ
(5)
=
(
1 +

r

R− r

)m
Bv(R),

÷òî è òðåáîâàëîñü äëÿ (6). �

×åðåç sbh(S) îáîçíà÷àåì êëàññ âñåõ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ (âûïóêëûõ ïðè m = 1)
ôóíêöèé íà êàêèõ-ëèáî îòêðûòûõ îêðåñòíîñòÿõ ìíîæåñòâà S ⊂ Rm. Ðîëü ñðåäíèõ
ïî øàðó èç (5) äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé îáóñëîâëåíà ïîëíîñòüþ õàðàêòåðè-
çóþùèì èõ, ïðè óñëîâèè ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó è ëîêàëüíîé èíòåãðèðóåìîñòè
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ïî ìåðå Ëåáåãà λ, íåðàâåíñòâîì î ñðåäíåì ïî øàðó [1], [2]:

(7) v(x) ≤ Bv(x, r) ïðè v ∈ sbh
(
B(x, r)

)
.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü v � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà çàìêíóòîì øàðå

B(R) ⊂ Rm, r ∈ (0, R) è E ⊂ B(r) � λ-èçìåðèìîå ìíîæåñòâî. Òîãäà

(8)

∫
E

v dλ ≤
(
1 +

r

R− r

)m
λ(E)Bv+(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâà (7) î ñðåäíåì ïî øàðó ïîëó÷àåì

v(x) ≤ Bv(x,R− r) ≤ Bv+(x,R− r) äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ B(r).

Èíòåãðèðîâàíèå êðàéíèõ ÷àñòåé ýòîãî íåðàâåíñòâà ïî ìåðå Ëåáåãà λ íà ìíîæåñòâå
E äà¼ò íåðàâåíñòâî ∫

E

v dλ ≤
∫
E

Bv+(x,R− r) dλ(x).

Îòñþäà, ïî íåðàâåíñòâó (6) ïðåäëîæåíèÿ 1, ïðèìåí¼ííîìó ê ïîäûíòåãðàëüíîìó
âûðàæåíèþ ñ ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèåé v+ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå, ïîëó÷àåì∫

E

v dλ ≤
∫
E

(
1 +

r

R− r

)m
Bv+(R) dλ(x) =

(
1 +

r

R− r

)m
Bv+(R)λ(E),

÷òî è äà¼ò (8). �

Îñíîâíàÿ ëåììà. Ïóñòü v � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà øàðå B(R) ⊂ Rm.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà r ∈ (0, R) è äëÿ ëþáîãî λ-èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà

E ⊂ B(r) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(9) Bv(r) ≤
1

bmrm

∫
B(r)\E

v dλ+
1

bm

(
1 +

r

R− r

)mλ(E)
rm

Bv+(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ (5)

Bv(r) =
1

bmrm

∫
B(r)\E

v dλ+
1

bmrm

∫
E

v dλ,

îòêóäà ïî íåðàâåíñòâó (8) ïðåäëîæåíèÿ 2, ïðèìåí¼ííîìó ê ïîñëåäíåìó èíòåãðàëó,
ïîëó÷àåì â òî÷íîñòè òðåáóåìîå (9). �

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû. Ïîëîæèì

(10) M := sup
Rm\E

v ∈ R.

Ïî óñëîâèþ îãðàíè÷åííîñòè ñâåðõó íà Rm\E ôóíêöèè v ìîæíî ðàññìîòðåòü ñóá-
ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ v−M , îòðèöàòåëüíóþ íà Rm\E. Ïðèìåíèì òåïåðü îñíîâ-
íóþ ëåììó ïðè ïðîèçâîëüíûõ 0 < r ∈ R+ ñ R = 2r è ñ ìíîæåñòâîì-ïåðåñå÷åíèåì
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E ∩B(r) ⊂ B(r) â ðîëè ìíîæåñòâà E ê ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè (v −M)+ ≥ 0,
ãäå ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (9) áóäåò ðàâåí íóëþ, à â èòîãå ïîëó÷èì

B(v−M)+(r) ≤
1

bm

(
1 +

r

2r − r

)mλ(E ∩B(r)
)

rm
B(v−M)+(2r)

=
2m

bm

λ
(
E ∩B(r)

)
rm

B(v−M)+(2r) ïðè âñåõ 0 < r ∈ R+.

Îòñþäà ïî óñëîâèþ Lm(E)
(3)
= 0 äëÿ ôóíêöèè

(11) r 7−→
0 < r ∈ R+

B(v−M)+(r) ∈ R+

èìååì

(12) B(v−M)+(r) = o
(
B(v−M)+(2r)

)
ïðè r → +∞.

Ôóíêöèÿ (11) êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ord[B(v−M)+ ] ∈ R+, ïîñêîëüêó ord[(v−M)+] ∈ R+

ââèäó êîíå÷íîñòè ïîðÿäêà ord[v]. Ñëåäîâàòåëüíî, (12) âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå
B(v−M)+ ≡ 0, è, êàê ñëåäñòâèå (v −M)+ ≡ 0. Ýòî âìåñòå ñ (10) äà¼ò (4). �

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå íóëåâîé ëåáåãîâîé ïëîòíîñòè Lm(E) = 0 â îñíîâíîé òåîðåìå
è â òåîðåìå 2, êàê è òî æå ñàìîå ñ m := 2n â òåîðåìå 1, ìîæíî çàìåíèòü íà ôîð-
ìàëüíî áîëåå ñëàáîå óñëîâèå: ñóùåñòâóåò íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë (rk)k∈N, äëÿ êîòîðîé

lim sup
k→∞

rk+1

rk
< +∞ è ïðè ýòîì lim

k→∞

λ
(
E ∩B(rk)

)
rmk

= 0,

ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå âëå÷¼ò çà ñîáîé Lm(E) = 0.

Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí À.Ä. Áàðàíîâó, áëàãîäàðÿ ÷üåìó âåñüìà èíôîðìà-
òèâíîìó ïëåíàðíîìó äîêëàäó è ñòèìóëèðóþùèì on-line êîíòàêòàì ñ íèì íà Ìåæ-
äóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Êîìïëåêñíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ¿ â
Êàçàíè (24�28 àâãóñòà 2020 ã.) è ïîÿâèëàñü ýòà çàìåòêà.
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