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RÉSUMÉ :

Dans cet article, nous proposons d’écrire les équations de calculs de la latitude et
la longitude astronomiques par la méthode de hauteurs égales et de les résoudre
par les moindres carrés et en calculant les écarts-types des inconnues.
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1. Relation différentielle fondamentale

Soit le triangle sphérique PES où P est le pôle nord, E l’étoile et S la station
astronomique, et les éléments suivants :

- z la distance zénithale = 30◦00′00",
- δ la déclinaison de l’étoile observée,
- ϕ la latitude de la station,
- AH l’angle horaire de l’étoile et A son azimut au moment de l’observation.
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FIGURE 1. Le triangle sphérique

En appliquant la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique au tri-
angle EPS de côtés z, π/2−ϕ, π/2−δ, on obtient :

(1) cosz = si nϕsi nδ+ cosϕcosδcos AH

En différentiant l’équation (1), on obtient :

−si nzd z = (si nδcosϕ− si nϕcosδcos AH)dϕ+ (si nϕcosδ− cosϕsi nδcos AH)dδ

−cosϕcosδsi n AH .d AH(2)

or d’après la formule en sinus cosinus :

si nδcosϕ− si nϕcosδcos AH = si nzcos A

L’équation (2) devient :
(3)
−si nzd z = si nzcos Adϕ+(si nϕcosδ−cosϕsi nδcos AH)dδ−cosϕcosδsi n AH .d AH

La déclinaison δ de l’étoile est connue avec précision au moment de l’observation,
par suite dδ= 0, la formule des sinus donne :

(4)
si n(−AH)

si nz
= si n A

cosδ
=⇒ si nzsi n A =−cosδsi n AH

En remplaçant dans (3) dδ par 0 et cosδsi n AH par −si nzsi n A, on obtient :

(5) − si nzd z = si nzcos Adϕ+ si nzsi n Ad AH
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ou encore :

(6) d z =−cos Adϕ− si n Acosϕd AH

Or z ≈ 30◦ donc si nz 6= 0, or AH est lié à la longitude λ de la station par :

(7) AH = HSG0TU +kTU +λ−α
où :

- HSG0TU : l’heure sidérale de Greenwich à 0h TU le jour de l’observation,

- α : l’ascension droite de l’étoile,

- k = 366.2422

365.2422
le coefficient pour transformer le temps moyen TU en temps

sidéral T S.

Par suite :

(8) d AH = dλ

en différentiant (7), d’où la relation différentielle fondamentale :

(9) d z =−cos Adϕ− si n Acosϕdλ

avec A l’azimut de l’étoile calculé à partir de (4) par :

si n A = −cosδsi n AH

si nz

2. Relations d’observations en moindres carrés

A l’aide des valeurs approchées λ0 et ϕ0, on détermine les coordonnées défini-
tives ϕ et λ par :

(10)

{
ϕ=ϕ0 +dϕ
λ=λ0 +dλ

où dϕ,dλ vont être calculées à partir de l’équation (9) par la méthode des
moindres carrés.

Dans l’équation (9), on a :

d z = zobservé − zcalculé

ou encore :

(11) d z = zobservé réellement − zcalculé approché

Introduisons dans (11) :

(12) z1 = zobs observé = 30◦00′00"+C
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où C la somme des corrections des épaisseurs de contacts des niveaux et de la
réfraction atmosphérique, on obtient :
(13)
d z = zobservé réellement−z1observé approché+z1observé approché−zcalculé approché

Posons :

(14) ρ = zobservé réellement − zobservé approché

ρ est une constante aux résidus près au cours de l’observation de l’ensemble des
étoiles d’une soirée astronomique.

Soit :

(15) d z ′
i =

(
z1observé approché − zcalculé approché

)
étoile i

L’équation (13) devient :

(16) d zi = ρ+d z ′
i =−cos Ai dϕ− si n Ai cosϕ.dλ

D’où la relation d’observations par les moindres carrés :

(17) cos Ai dϕ+ si n Ai cosϕdλ+ρ+d z ′
i = vi ; i = 1,2, ...,n

où vi est le résidu et n est le nombre des étoiles observées de la soirée.

3. Résolution directe par les Moindres Carrés

Posons :

(18) x = dϕ; y = cosϕdλ

L’équation (17) s’écrit :

(19) xcos Ai + y si n Ai +ρ+d z ′
i = vi ; i = 1,2, ...,n

On résout le système (19) par la condition
∑

i v2
i minimum, d’où :

(20)



∂

∂x

(∑
i

v2
i

)
= 0

∂

∂y

(∑
i

v2
i

)
= 0

∂

∂ρ

(∑
i

v2
i

)
= 0

La troisième équation de (20) donne facilement ρ en fonction de x et de y à savoir :

(21) ρ = −1

n

∑
i

(
xcos Ai + y si n Ai +d zi

)=−
x

∑
i

cos Ai + y
∑

i
si n Ai +

∑
i

d zi

n
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On remplace ρ en fonction de x et de y dans les deux premières équations de (20),
on obtient un système linéaire aux inconnues x, y , soit :

(22)

{
px +q y = u
qx + r y = w

avec :

(23)



p =
n∑
i

cos2 Ai −
(∑n

i cos Ai
)2

n

q =
n∑
i

cos Ai si n Ai −
(∑n

i si n Ai
)(∑n

i cos Ai
)

n

u =
(∑n

i cos Ai
)(∑n

i d zi
)

n
−

n∑
i

cos Ai d zi

w =
(∑n

i si n Ai
)(∑n

i d zi
)

n
−

n∑
i

si n Ai d zi

r =
n∑
i

si n2 Ai −
(∑n

i si n Ai

n

)2

A partir de x et y déterminés par (22), on a donc :

(24)

 dϕ= x

dλ= y

cosϕ
=⇒

{
ϕ=ϕ0 +dϕ
λ=λ0 +dλ

L’inconnue auxiliaire ρ est calculée par (21). ρ représente le rayon, du cercle centré
sur (ϕ,λ) et tangent au mieux aux droites de hauteurs par la détermination par la
méthode graphique.

4. Résolution Matricielle

On peut écrire également le système des équations (9) sous forme matricielle :

(25) B.X +L =V

où :

(26) B =


cos A1 si n A1 1
cos A2 si n A2 1

...
...

...
cos An si n An 1

 ; X =
x

y
ρ

 ; L =


d z ′

1
d z ′

2
...

d z ′
n

 ; V =


v1

v2
...

vn


La résolution de l’équation (25) par la méthode des moindres carrés donne le ré-
sultat connu :

(27) X =−(B T .B)−1.B T .L
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où B T désigne la matrice transposée de B . Appelons :

(28) N = B T .B

C’est une matrice symétrique, inversible, dite matrice normale du système (25).

5. Calculs des écarts-types

5.1. Ecarts-types de chaque soirée. — Une estimation du facteur de la variance
unitaire σ2

0 du système (25) est donnée par :

(29) σ2
0 =

∑
i v2

i

n − r
= V T .V

n − r

où n est le nombre des étoiles observées et r le nombre des inconnues. On obtient
l’écart-type estimé par :

(30) σ0 =
√∑

i v2
i

n −3
=

√
V T .V

n −3

Pour trouver les écarts-types de x, y et ρ, on utilise la matrice des variances de x, y
et ρ donnée par :

(31) V ar (x, y,ρ) =σ2
0N−1 =σ2

0.(si j )

où (si j ) est l’élément général de la matrice N−1, par suite :

(32)



σ2
x =σ2

xx =σ2
0.s11

σ2
y =σ2

y y =σ2
0.s22

σ2
ρ =σ2

ρρ =σ2
0.s33

Le calcul de N−1 donne :

(33)



s11 = 1∑
i cos2 Ai

(1+ε1)

s22 = 1∑
i si n2 Ai

(1+ε2)

s33 = 1

n
(1+ε3)

où ε1,ε2 et ε3 sont des quantités négligeables. L’écart-type de x est :

σx =σ0
p

s11 = σ0√∑
i cos2 Ai

(1+ε1)1/2 = σ0√∑
i cos2 Ai

(1+ 1

2
ε1)
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En négligeant le terme
1

2
ε1, on obtient :

(34)



σx = σ0√∑
i cos2 Ai

de même : σy = σ0√∑
i si n2 Ai

σρ = σ0p
n

Comme x = dϕ et y = cosϕdλ, on a les écarts-types de déterminations de la lati-
tude ϕ et de la longitude λ par :

(35) σϕ = σ0√∑
i cos2 Ai

; σλ =
σ0

cosϕ
√∑

i si n2 Ai

; σρ = σ0p
n

5.2. Ecrts-types de l’ensemble des soirées. — Pour l’ensemble des soirées astro-
nomiques observées, on prendra :

(36)


ϕdéfinitive =

∑
i niϕi∑

i ni

λdéfinitive =
∑

i niλi∑
i ni

où ni le nombre des étoiles de la soirée i .

Pour l’ensemble des soirées, on utilise le théorème suivant :

Variance totale=Moyenne des variances individuelles+Variance de la Moyenne.

On applique le théorème par exemple à la première relation de (36), on obtient :

(37) σ2
ϕ de f =

1∑
i ni

[∑
i ni (ϕi −ϕde f )2∑

i ni −1

]
+V ar

(∑
i niϕi∑

i ni

)
or :

(38) V ar

(∑
i niϕi∑

i ni

)
∼=

∑
i n2

i V ar (ϕi )

(
∑

i ni )(
∑

i ni −1)

et :

(39) σ2
ϕi

= ni V ar (ϕi )

ni −1
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car σ2
ϕi

est la variance estimée de ϕi . D’où :

(40) V ar

(∑
i niϕi∑

i ni

)
=

∑
i ni (ni −1)σ2

ϕi

(
∑

i ni )(
∑

i ni −1)

On obtient donc la variance estimée sur ϕ définitive par :

(41) σ2
ϕ de f =

∑
i ni (ϕi −ϕde f )2 +∑

i ni (ni −1)σ2
ϕi

(
∑

i ni )(
∑

i ni −1)

Par suite, on a les écarts-types de ϕ et λ définitifs pour l’ensemble des soirées as-
tronomiques :

σϕ de f =
√∑

i ni (ϕi −ϕde f )2 +∑
i ni (ni −1)σ2

ϕi

(
∑

i ni )(
∑

i ni −1)
(42)

σλ de f =

√√√√∑
i ni (λi −λde f )2 +∑

i ni (ni −1)σ2
λi

(
∑

i ni )(
∑

i ni −1)
(43)
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