
SUR UN THÉORÈME DE LINNIK EN THÉORIE DES
ERREURS

ABDELMAJID BEN HADJ SALEM, DIPL.-ENG.

Résumé. Dans cette note, nous donnons une démonstration d’un théo-
rème de Linnik concernant la théorie des erreurs, énnoncé dans son livre
"Méthode des moindres carrés et les bases mathématiques de la théorie
statistique du traitement des observations", sans démonstration.

Abstract. In this note, we give a proof of a theorem of Linnik concer-
ning the theory of errors, stated in his book "Least squares method and
the mathematical bases of the statistical theory of the treatment of ob-
servations", without proof.

1. Introduction

Dans son fascicule sur la théorie des erreurs [1],[2], l’auteur P. Hottier
mentionne un théorème cité par Linnik 1 concernant la comparaison de l’el-
lipsoïde indicateur de la loi relative à l’estimateur des moindres carrés par
rapport à celui de tout autre estimateur non biaisé et normal, sans avoir
connaissance une démonstration de théorème en question.

C’est vrai que le théorème en question est cité sans démonstration dans
le livre de Linnik [4].

2. Cadre du Théorème de Linnik

Le théorème de Linnik a été cité dans ([1],[2]) comme conséquence du
théorème suivant :

On suppose à présent :

L ∈ N (L̇,
√
P−1σ0)

ce qui entraîne évidemment E(L− L̇) = 0, d’où :

1. Yuri Vladimirovich Linnik (1915 - 1972) : mathématicien soviétique était actif en
théorie des nombres, probabilité et statistiques mathématiques.
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Théorème 2.1. Si les observations sont normales, les estimateurs
des moindres carrés sont totalement efficaces.

Autrement dit, parmi tous les estimateurs sans biais et normaux a, ce
sont les plus précis (variance minimale).

a. On remarquera qu’en pratique toute méthode de calcul fournit des estima-
teurs normaux (si les observations sont normales) ; en effet si X̃ ′ désigne un estima-
teur de Ẋ, c’est une fonction des observations L : X̃ ′ = f(L) = f(L̇+ (L− L̇)) ≈
f(L̇)+ fonction linéaire d’erreurs normales ; de plus si la méthode de calcul est
correcte, c’est-à-dire que par définition elle fournit des estimateurs non biaisés :
Ẋ = f(L̇).

Ce théorème capital par ses conséquences théoriques et pratiques découle
de la théorie de l’estimation des paramètres d’une loi de probabilité donnée
à partir d’un échantillon de variables aléatoires relevant de cette loi.

Il est facile à établir :
- l’échantillonage se compose ici des n composantes du vecteur aléatoire

normal :
nL1 ∈ N (L̇,

√
P−1σ0)

La densité de probabilité de la loi est :

f(L) =
1

(2π)n/2
.

√
P

(σ20)n/2
e
− 1

2σ20
(L− L̇)TP (L− L̇)

soit encore :

f(L) =
1

(2π)n/2
.

√
P

(σ20)n/2
e
− 1

2σ20
(AẊ −K)TP (AẊ −K)

Or d’après la théorie de l’estimation des paramètres inconnus d’une loi don-
née (les paramètres inconnus sont ici les r composantes de Ẋ) à partir d’un
échantillon (ici L), on sait que la matrice variance de X̃, estimateur de Ẋ,
soit ΓX̃ est telle que :

ZTΓX̃Z ≥ Z
TF−1Z, ∀Z

F−1 étant l’inverse de F matrice d’information de Fisher donnée par :

F = −E(Fij) = −E
(
∂2Logf

∂Xi∂Xj

)
(2.1)

Or on a ici : Logf = Cte− 1

2σ20
(AẊ −K)TP (AẊ −K). D’où on déduit :

∂Logf

∂X
=

(
∂Logf

∂Xi

)
= − 1

2σ20
(ATPAẊ −ATPK) vecteur r × 1
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Puis : (
∂2Logf

∂Xi∂Xj

)
= −N

σ20
=⇒ F =

N

σ20
On a donc :

ZTΓX̃Z ≥ Z
TN−1σ20Z, ∀ rZ1 (2.2)

Mais il se trouve que pour l’estimateur des moindres carrés, ΓX̃ est juste-
ment égal à la matrice variance limite N−1σ20 ; on dit alors que l’estimateur
des moindres carrés est un estimateur totalement efficace.

Ce qui signifie que si X̃ ′ est un autre estimateur non biaisé de Ẋ, on a :

ZTΓX̃′Z > ZTΓX̃Z = ZTN−1σ20Z, ∀ Z

3. Conséquences

i) Si on considère d’abord une inconnue scalaire Ẏ , alors parmi tous les estimateurs
non biaisés et normaux, celui des moindres carrés est de variance minimale.

Autrement dit, si Ẏ ′ est un autre estimateur non biaisé et normal de Ẏ ,
on a :

σỸ ′ > σỸ
ou encore, pour tout ε > 0,∃N tel que :

n > N =⇒ Pr(||Ỹ − Ẏ || < ε) > Pr(||Ỹ ′ − Ẏ || < ε)

ii) Plus généralement si on considère un ensemble de r grandeurs géomé-
triquement indépendantes rẎ1 (les inconnues rẊ1 sont un cas particulier)
dont les estimateurs au sens des moindres carrés sont les composantes du
vecteur rẎ1 de matrice variance ΓỸ , alors si Ỹ ′ est un autre estimateur non
biaisé et normal de Ẏ , on a :

ZTΓỸ ′Z > ZTΓỸ Z, ∀ Z (3.1)

Si Z est le vecteur unitaire d’une certaine direction, cette inégalité implique
que la variance marginale relative à cette direction est minimale si on choisit
l’estimateur des moindres carrés.

Cette inégalité implique que l’ellipsoïde indicateur de la loi relative à l’es-
timateur des moindres carrés Ỹ (d’équation ZTΓỸ

−1Z = 1) est intérieur à
celui relatif à Ỹ ′, d’où le théorème :

Théorème 3.1. (Théorème de Linnik [4]) Si deux vecteurs esti-
mateurs normaux et non biaisés X̃, et X̃ ′ (E(X̃) = E(X̃ ′)), de même
direction et X̃ est un estimateur des moindres carrés, alors l’ellipsoïde
de variance de X̃ est intérieur à celui relatif à X̃ ′.
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Figure 1. Ellipses de variance de X̃ et X̃ ′

Nous donnons ci-après une preuve de ce théorème :

Démonstration. On considère le cas où le vecteur Ẋ des inconnues est de
dimension 2 et que les inconnues sont indépendantes non corrélées. Soient X̃
et X̃ ′ deux estimateurs de Ẋ non biaisés (E(X̃) = E(X̃ ′) = Ẋ) avec X̃ est
un estimateur des moindres carrés. De 3.1, on écrit :

ZTΓX̃′Z > ZTΓX̃Z, ∀ Z (3.2)

Pour l’estimateur des moindres carrés X̃, on sait que : ΓX̃ = σ20N
−1. La

matrice σ20N−1 est de la forme :

σ20N
−1 =

(
a 0
0 b

)
, a > 0, b > 0

car N est symétrique, définie positive et que les 2 composantes de X sont
des variables aléatoires indépendantes. La matrice ΓX̃′ s’écrit :

ΓX̃′ =

(
a′ c′

c′ b′

)
, a′b′ − c′2 > 0 =⇒ a′b′ > 0

car ΓX̃′ est aussi symétrique défine positive. Soit Z = (x, y), l’équation (3.2)
s’écrit :

(x, y).

(
a′ c′

c′ b′

)
.

(
x
y

)
> (x, y).

(
a 0
0 b

)
.

(
x
y

)
=⇒ (a′−a)x2+2c′xy+(b′−b)y2 > 0

(3.3)
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Soit
P (x, y) = (a′ − a)x2 + 2c′xy + (b′ − b)y2 > 0

C’est une forme quadratique définie positive, dans ce cas on a nécessairement
∆′ = c′2 − (a′ − a)(b′ − b) < 0. Posons α = a′ − a, β = b′ − b. D’où 0 ≤
c′2 < (a′ − a)(b′ − b) =⇒ (a′ − a)(b′ − b) = α.β > 0 =⇒ α > 0 et β > 0
ou α < 0 et β < 0. Or si x = 0, y 6= 0 =⇒ b′ − b > 0 =⇒ b′ > b ou
y = 0, x 6= 0 =⇒ a′ − a > 0 =⇒ a′ > 0. Maintenant on pose t = x/y avec

y 6= 0, on obtient P (x, y) =
1

y2
(αt2 + 2c′t + β) > 0 =⇒ αt2 + 2c′t + β > 0.

Comme ∆ = c′2 − α.β < 0, alors le coefficient α du polynôme αt2 + 2c′t+ β
est positif. Il s’ensuit que seul le cas a′ − a > 0 et b′ − b > 0 est acceptable.
Donc a′ > a et b′ > b.

Soit E(X̃) l’ellipse de variance de l’estimateur X̃. Son équation est donnée
par :

ZTΓ−1
X̃
Z = 1 Z ∈ R2 (3.4)

Prenons Z = OM = (x, y)T , x, y étant les composantes du vecteur OM
(Fig. :1), alors (3.4) s’écrit :

x2

a
+
y2

b
= 1 (3.5)

Comme a, b étant >0 et supposons que a > b, on a obtenu l’équation d’une
ellipse de demi-grand axe

√
a et demi-petit axe

√
b.

De même, soit E(X̃ ′) l’ellipse de variance de l’estimateur X̃ ′. Son équation
est donnée par :

Z ′TΓ−1
X̃′Z

′ = 1 Z ′ ∈ R2 (3.6)

Prenons Z ′ = OM’ = (x′, y′)T , x′, y′ étant les composantes du vecteur OM’
(Fig. :1), alors (3.6) s’écrit :

x′2

a′
+
y′2

b′
= 1 (3.7)

Comme a′, b′ étant >0 et supposons que a′ > b′, on a obtenu l’équation d’une
ellipse de demi-grand axe

√
a′ et demi-petit axe

√
b′.

Comme les deux vecteurs estimateurs X̃, X̃ ′ sont colinéaires, alors OM’ =
λOM avec λ > 0. Comme a′ > a, b′ > b =⇒

√
a′ >

√
a et

√
b′ >

√
b, alors

l’ellipse E(X̃) est à l’intérieur de l’ellipse E(X̃ ′).
Dans le cas où X̃, X̃ ′ sont de dimension supérieure à 2, on obtient que

l’ellipsoïde E(X̃) est à l’intérieur de l’ellipsoïde E(X̃ ′).

Fin de la preuve

�
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Figure 2. Citation du théorème 2.4.2. de Linnik dans [4]
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