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Áèâåêòîðíàÿ àëãåáðà

Ñ.ß. Êîòêîâñêèé

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ àëãåáðà áèêâàòåðíèîíîâ íåíóëåâîé
ìåðû ñ èõ ãëàâíîé ïîäàëãåáðîé â âèäå êîìïëåêñíîçíà÷íûõ òðåõ-
ìåðíûõ âåêòîðîâ, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ìî-
íîâåêòîðû è áèâåêòîðû. Èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà êîìïëåêñíûõ âåê-
òîðîâ àíàëîãè÷íûå ïàðàëëåëüíîñòè è îðòîãîíàëüíîñòè îáû÷íûõ âå-
ùåñòâåííûõ âåêòîðîâ. Íàéäåíû âåêòîðíûå ñòðóêòóðû, öèêëè÷íûå
îòíîñèòåëüíî ïðîèçâåäåíèÿ, è äîêàçàíà òåîðåìà î òîæäåñòâåííîñòè
âåêòîðíîãî öèêëà è îðèåíòèðîâàííîãî áàçèñà. Êàê ìû âûÿñíèëè,
áàçèñû êîìïëåêñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà òàê æå, êàê è â âå-
ùåñòâåííîì ñëó÷àå ðàñïàäàþòñÿ íà äâå îðèåíòàöèè, íåïåðåâîäèìûå
äðóã â äðóãà íåïðåðûâíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ñðàâíåíèå ñâîéñòâ
áèâåêòîðîâ è íóëüâåêòîðîâ ïðè óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ è èõ
öèêëè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü îá îäíîçíà÷íîì ñîîòâåò-
ñòâèè ýòèõ àëãåáð çàðÿæåííûì ÷àñòèöàì è ñâåòó. Òåì ñàìûì äà¼òñÿ
àëãåáðàè÷åñêîå îáîñíîâàíèå êëþ÷åâîãî äëÿ ôèçèêè âåêòîðíîãî õà-
ðàêòåðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áèêâàòåðíèîíû, êîìïëåêñíûå âåêòîðû, ìîíîâåêòîðû, áèâåêòîðû,

íóëüâåêòîðû, öèêëè÷åñêèå ñòðóêòóðû, îðèåíòàöèÿ, ïàðàëëåëüíîñòü, îðòîãîíàëü-

íîñòü, âåêòîðíûé áàçèñ, ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå.

1. Ââåäåíèå

Òðåõìåðíûå êîìïëåêñíûå âåêòîðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé áèêâà-

òåðíèîíîâ, è èõ èçó÷åíèå íåâîçìîæíî áåç ïðèâëå÷åíèÿ áèêâàòåðíèîííîé àëãåáðû.

Ýòî ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî óâèäåòü â òîì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ åñòü

ñóììà ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèé, â öåëîì ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé áè-

êâàòåðíèîí. Òåì íå ìåíåå ñóùåñòâóåò êðóã îïåðàöèé, âêëþ÷àþøèõ ñóììó, óíèòàð-

íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà), à òàêæå öèêëè÷åñêèå ïðîèçâåäåíèÿ,

îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ïðîñòðàíñòâî ýòèõ âåêòîðîâ çàìêíóòî. Ýòè ñâîéñòâà ïîçâîëÿ-

þò âûäåëèòü ñîáñòâåííóþ àëãåáðó êîìïëåêñíûõ âåêòîðîâ, ëåæàùóþ â îñíîâå òåîðèè

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
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2. Áèêâàòåðíèîíû è êîìïëåêñíûå âåêòîðû

Êàê è â ðàáîòå [1] ìû èñïîëüçóåì ñêàëÿðíî-âåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå áèêâàòåðíè-

îíîâ, â êîòîðîì áèêâàòåðíèîí B åñòü ñâÿçêà (ñóììà) êîìïëåêñíîãî ÷èñëà s = Sc(B)
è òð¼õìåðíîãî êîìïëåêñíîãî âåêòîðà u = V ec(B):

B = (s,u) ≡ s+ u, s ∈ C,u ∈ C3 (2.1)

à ïðîèçâåäåíèå äâóõ áèêâàòåðíèîíîâ B1 = (s1,u1) è B2 = (s2,u2) åñòü:

B1 ∗ B2 ≡ B1B2 = (s1s2 + (u1u2), s1u2 + s2u2 + i[u1u2]) (2.2)

ãäå (u1u2) ≡ u1 · u2 è [u1u2] ≡ u1 × u2 � ñîîòâåòñòâåííî ñêàëÿðíîå è âåêòîðíîå

ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ u1 è u2. Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ R3 è C3 åñòü ñîîòâåòñòâåííî

âåùåñòâåííîå è êîìïëåêñíîå òðåõìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà. Áèêâàòåðíèîí-

íîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ âûðàæàåòñÿ â âèäå:

u1 ∗ u2 = (u1u2) + i[u1u2] (2.3)

Òàêîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ êëèôôîðäîâûì [3], ò.å. ïðåäñòàâëÿþùèì ñî-

áîé ñóììó âíóòðåííåãî (ñêàëÿðíîãî) è âíåøíåãî (âåêòîðíîãî) ïðîèçâåäåíèé. Çäåñü

è äàëåå ïîä âåêòîðîì ìû ïîíèìàåì êîìïëåêñíûé âåêòîð (âåêòîðíóþ ÷àñòü áèêâà-

òåðíèîíà):

u = a+ ib, a,b ∈ R3 (2.4)

ñïåöèàëüíî îãîâàðèâàÿ òå ñëó÷àè, êîãäà ðàññìàòðèâàåìûå âåêòîðû ñóãóáî âåùå-

ñòâåííûå. Áèêâàòåðíèîí B, èìåþùèé äàííûé âåêòîð u â êà÷åñòâå âåêòîðíîé ÷àñòè:

u = V ec(B), áóäåì íàçûâàòü îáðàçîâàííûì îò u.

Îïðåäåëåíèå 1. Áèêâàòåðíèîí, ñîïðÿæ¼ííûé äàííîìó áèêâàòåðíèîíó B =
(s,u), åñòü:

B ≡ (s,−u) (2.5)

Îïðåäåëåíèå 2. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî

∥B∥ ≡ BB = s2 − u2 (2.6)

íàçûâàåòñÿ ìåðîé, èëè êâàäðàòîì ìîäóëÿ, áèêâàòåðíèîíà B = (s,u).

Ìåðà áèêâàòåðíèîíîâ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè:

∥B1B2∥ = ∥B1∥ ∥ B2∥ (2.7)

Â çàâèñèìîñòè îò ìåðû, âñå áèêâàòåðíèîíû ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà íóëüêâàòåðíèî-

íû è íåíóëåâûå áèêâàòåðíèîíû. Íóëüêâàòåðíèîíàìè ìû íàçûâàåì áèêâàòåðíèîíû

ìåðû 0, à âñå îñòàëüíûå áèêâàòåðíèîíû íåíóëåâûìè. Ýòà æå êëàññèôèêàöèÿ ïåðå-

íîñèòñÿ íà âåêòîðû, êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè áèêâàòåðíèîíîâ, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âñå

âåêòîðû ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà íóëüâåêòîðû è íåíóëåâûå âåêòîðû.

Îïðåäåëåíèå 3. Áèêâàòåðíèîíû B1 è B2 ïðèâîäèìû äðóã ê äðóãó, åñëè ñóùå-

ñòâóåò c ∈ C, c ̸= 0: B2 = cB1.

×àñòíûìè ñëó÷àÿìè ïðèâîäèìîñòè, êîãäà ìíîæèòåëü c ÷èñòî âåùåñòâåííûé èëè

÷èñòî ìíèìûé, ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèå áèêâàòåðíèîíîâ:

Îïðåäåëåíèå 4. Áèêâàòåðíèîíû B1 è B2 ïîäîáíû, åñëè ñóùåñòâóåò α ∈ R, α ̸=
0: B2 = αB1 èëè B2 = iαB1.
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3. Ìîíîâåêòîðû è áèâåêòîðû

Îïðåäåëåíèå 5. Íåíóëåâîé âåêòîð v = a + ib, a,b ∈ R3 íàçûâàåòñÿ ìîíîâåê-

òîðîì, åñëè a ∥ b èëè îäèí èç âåêòîðîâ a èëè b ðàâåí 0.

Îïðåäåëåíèå 6. Íåíóëåâîé âåêòîð w = A + iB, A,B ∈ R3 ïðàâèëüíûé, åñëè

A,B ̸= 0 è A ⊥ B.

Îïðåäåëåíèå 7. Íåíóëåâîé âåêòîð w íàçûâàåòñÿ áèâåêòîðîì, åñëè ñóùåñòâóþò

ïðàâèëüíûé âåêòîð w0, ê êîòîðîìó îí ïðèâîäèì.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé ïðàâèëüíûé âåêòîð ñàì ÿâëÿåòñÿ áèâåêòîðîì. Kðèòåðèåì

ïðàâèëüíîñòè áèâåêòîðà ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîñòü åãî êâàäðàòà: w2 ∈ R, â ÷åì

ìîæíî óáåäèòüñÿ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ: w2 = A2 − B2 + 2i(AB) = A2 − B2 ∈ R ⇔
(AB) = 0.

Òåîðåìà 1. Êàæäûé íåíóëåâîé âåêòîð u ÿâëÿåòñÿ ëèáî ìîíîâåêòîðîì, ëèáî

áèâåêòîðîì.

Ïóñòü u = a + ib. Åñëè a ∥ b èëè îäèí èç âåêòîðîâ a èëè b ðàâåí 0, òî u ìî-

íîâåêòîð ïî îïðåäåëåíèþ. Ïîêàæåì, ÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå u ïðèâîäèì ê ïðà-

âèëüíîìó. Áóäåì èñêàòü ýòîò ïðàâèëüíûé âåêòîð â âèäå: w = A + iB,A ⊥ B. à

êîìïëåêñíî-÷èñëîâîé ìíîæèòåëü â âèäå c = α + iβ, α2 + β2 = 1. Òîãäà óñëîâèå

u = cw ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:{
a = αA− βB

b = βA+ αB
(3.1)

êîòîðàÿ èìååò ðåøåíèå: {
A = αa+ βb

B = αb− βa
(3.2)

ñóùåñòâóþùåå ïðè A ⊥ B. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ óñëîâèå (A ·B) = 0 ê ðåøåíèþ
(3.2), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

p(α2 − β2) + qαβ = 0, p = (a · b), q = b2 − a2 (3.3)

Ïîñêîëüêó âåêòîð u íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîâåêòîðîì èëè íóëüâåêòîðîì, òî p ̸= 0, q ̸= 0.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ α:

α4 − α2 +
1

4 + r
= 0, r =

q2

p2
(3.4)

êîòîðîå âñåãäà èìååò ðåøåíèå: α2 = 1
2 (1±

√
1− 4

4+r ). �

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 òàêæå ñëåäóåò

Ëåììà 1. Îïåðàöèÿ ïðèâåäåíèÿ, ò.å. óìíîæåíèÿ íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî, îñòàâ-

ëÿåò ìîíîâåêòîð ìîíîâåêòîðîì, à áèâåêòîð áèâåêòîðîì.

Ëåììà 2. Äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà u êðèòåðèåì åãî ìîíîâåêòîðíîñòè

ñëóæèò òîæäåñòâî:

[uu∗] = 0 (3.5)
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à êðèòåðèåì áèâåêòîðíîñòè íåðàâåíñòâî:

[uu∗] ̸= 0 (3.6)

Äëÿ ëþáîãî ìîíîâåêòîðà u = ca, c ∈ C,a ∈ R3 âûïîëíÿåòñÿ (3.5), ò.ê. u∗ = c∗a è

[aa] = 0. Ïîêàæåì, ÷òî (3.5) âëå÷åò çà ñîáîé ìîíîâåêòîðíîñòü u. Ïóñòü u = a+ ib.

Òîãäà èç (3.5) ñëåäóåò [ab] = 0, ÷òî âîçìîæíî äëÿ âåù. âåêòîðîâ a è b òîëüêî, êîãäà

îíè ïàðàëëåëüíû èëè îäèí èç íèõ ðàâåí 0, ò.å. êîãäà u ìîíîâåêòîð. Äàëåå, ñîãëàñíî

òåîðåìå 1 u åñòü ëèáî ìîíîâåêòîð, ëèáî áèâåêòîð, à, çíà÷èò, äëÿ áèâåêòîðîâ íå

ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ (3.5) è äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ (3.6). �
Êëàññèôèêàöèÿ âåêòîðîâ ïåðåíîñèòñÿ íà íåíóëåâûå áèêâàòåðíèîíû.

Îïðåäåëåíèå 8. Íåíóëåâîé áèêâàòåðíèîí, îáðàçîâàííûé îò ìîíîâåêòîðà, íà-

çûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, à îáðàçîâàííûé îò áèâåêòîðà - íåîäíîðîäíûì.

Çàìåòèì, ÷òî â ëèòåðàòóðå èñïîëüçóåòñÿ àëüòåðíàòèâíîå íàøåìó îïðåäåëåíèå áè-

âåêòîðà, êàê îðèåíòèðîâàííîãî ïàðàëåëëîãðàììà [4]. Èçîìîðôèçì òàê îïðåäåëåí-

íûõ áèâåêòîðîâ è áèâåêòîðîâ â íàøåé ðàáîòå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îäèíàêîâî

îïðåäåëåííîãî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðîèçâåäåíèÿ áèâåêòîðîâ. Ïàðå âåêòîðîâ, îáðàçó-

þùèõ îðèåíòèðîâàííûé ïàðàëëåëîãðàì, â íàøåì áèâåêòîðå ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïàðà,

ñîñòàâëåííàÿ èç âåùåñòâåííîãî è ìíèìîãî âåêòîðîâ. Ïîíÿòèå îðèåíòàöèè áèâåêòî-

ðà áóäåò ðàññìîòðåíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

4. Áèâåêòîðíûå êëàññû

Îïðåäåëåíèå 9. Îðèåíòàöèåé áèâåêòîðà w = a + ib, a,b ∈ R3 íàçûâàåòñÿ

âåù. åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé ïî âåêòîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ [ab]:

n =
[ab]

|[ab]|
(4.1)

Â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ óäîáíî âû÷èñëÿòü îðèåíòàöèþ, êàê åäèíè÷íûé âåù. âåêòîð

íàïðàâëåííûé ïî i[ww∗]:

n = iλ[ww∗], λ ∈ R, λ > 0 (4.2)

Èç ïîñëåäíåãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñðàçó âèäíî, ÷òî ïðèâîäèìûå áèâåêòîðû èìåþò îäíó

è òó æå îðèåíòàöèþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè w′ = cw, òî îðèåíòàöèÿ w′ íàïðàâëåíà

ïî iw′w′∗ = i|c|2ww∗, à çíà÷èò, ïî îðèåíòàöèè w. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå èìååò
ìåñòà: êàê ìû óâèäèì äàëåå, äâà áèâåêòîðà, èìåþùèõ îäíó îðèåíòàöèþ, ìîãóò áûòü

íå ïðèâîäèìû.

Îïðåäåëåíèå 10. Áèâåêòîðíûé êëàññ K ýòî ñîâîêóïíîñòü âñåõ áèâåêòîðîâ,

èìåþùèõ îäíó è òó æå îðèåíòàöèþ.

Äàëåå â íàøåé ðàáîòå ïðè îòñóòñòâèè îñîáûõ îãîâîðîê êëàññîì ìû áóäåì íàçûâàòü

áèâåêòîðíûé êëàññ. Âåêòîð n ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëåì êëàññà K :

n ≡ DetK =
[ab]

|[ab]|
, ∀w = a+ ib ∈ K (4.3)

Î÷åâèäíî, áèâåêòîðû îäíîãî êëàññà ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Ñóùåñòâóåò, îäíàêî,

è äðóãîé êëàññ áèâåêòîðîâ, ëåæàùèõ â òîé æå ïëîñêîñòè, îòâå÷àþùèé ïðîòèâîïî-

ëîæíîé îðèåíòàöèè.
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Îïðåäåëåíèå 11. Áèâåêòîðíûé êëàññ K ∗ ñîïðÿæåí äàííîìó êëàññó K , åñëè

åãî áèâåêòîðû ëåæàò â òîé æå ïëîñêîñòè, ÷òî è áèâåêòîðû K , íî èìåþò ïðîòèâî-

ïîëîæíóþ îðèåíòàöèþ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïðåäåëèòåëè ñîïðÿæåííûõ êëàññîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîòè-

âîïîëîæíûå åäèíè÷íûå âåêòîðû. Áèâåêòîðû ñîïðÿæåííûõ êëàññîâ íàõîäÿòñÿ â îò-

íîøåíèè êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ ê äðóã äðóãó:

∀w ∈ K : w∗ ∈ K ∗ (4.4)

Îïðåäåëåíèå 12. Äâóõñòîðîííèé êëàññ K̃ ýòî ñîâîêóïíîñòü âñåõ áèâåêòîðîâ,

ëåæàùèõ â îäíîé ïëîñêîñòè, à òàêæå îäíîðîäíûõ áèêâàòåðíèîíîâ âèäà:

P = (s, cn) (4.5)

ãäå s, c ∈ C, s2 ̸= c2, à n - âåù. âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû, íîðìàëüíûé ê ýòîé

ïëîñêîñòè.

Óñëîâèå s2 ̸= c2 òðåáóåòñÿ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà P íóëüêâàòåðíèîíîâ. Â

êà÷åñòâå n ìîæíî âûáðàòü ëþáîé èç äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ âåêòîðîâ íîðìàëüíûõ ê

ïëîñêîñòè êëàññà. Î÷åâèäíî, ëþáîé áèâåêòîð èëè ìîíîâåêòîð ïðèíàäëåæèò òîëüêî

îäíîìó äâóõñòîðîííåìó êëàññó. Äâóõñòîðîííèé êëàññ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðà-

öèè óìíîæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå åãî ëþáûõ äâóõ áèâåêòîðîâ âñåãäà

äà¼ò áèêâàòåðíèîí âèäà (4.5):

w1w2 = (s, cn) (4.6)

Ïðîèçâåäåíèå æå (s, cn) è áèâåêòîðà w èç K̃ ñíîâà äà¼ò áèâåêòîð w′ èç K̃ :

w′ = w(s, cn) = sw + ic[wn] (4.7)

Ñîâîêóïíîñòü áèâåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ äàííîìó äâóõñòîðîííåìó êëàññó, ìû

áóäåì íàçûâàòü åãî ïîïåðå÷íèêîì Tr(K̃ ), à ñîâîêóïíîñòü îäíîðîäíûõ áèêâàòåðíèî-
íîâ âèäà (4.5) - åãî ïðîäîëüíèêîì Lat(K̃ ) . Ò.î. ïîïåðå÷íèê äâóõñòîðîííåãî êëàññà

K̃ åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ âçàèìíî ñîïðÿæåííûõ áèâåêòîðíûõ êëàññîâ, èìåþùèõ

îáùóþ ïëîñêîñòü:

Tr(K̃ ) = K ∪ K ∗ (4.8)

Î÷åâèäíî, ÷òî ìåæäó ïëîñêîñòÿìè âåùåñòâåííîãî âåêòîðíîãî òðåõìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà è äâóõñòîðîííèìè êëàññàìè ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-

ñòâèå. Ïîýòîìó ïðèíàäëåæíîñòü áèâåêòîðîâ îäíîìó äâóõñòîðîííåìó êëàññó ìû ìî-

æåì ïî-äðóãîìó îáîçíà÷àòü êàê ïðèíàäëåæíîñòü ýòèõ áèâåêòîðîâ îäíîé ïëîñêîñòè.

5. Óíèòàðíûå âåêòîðû

Îïðåäåëåíèå 13. Áèêâàòåðíèîí U åäèíè÷íîé ìåðû íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì:

∥U ∥ = 1

Óíèòàðíûå áèêâàòåðíèîíû îáðàçóþò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó: ïðîèçâåäåíèå

äâóõ óíèòàðíûõ áèêâàòåðíèîíîâ ñíîâà äà¼ò óíèòàðíûé, ó êàæäîãî óíèòàðíîãî áè-

êâàòåðíèîíà ñóùåñòâóåò îáðàòíûé, ÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì áèêâàòåðíèîíîì è

ïðåäñòàâëÿåò åäèíèöó ãðóïïû.
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Êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé áèêâàòåðíèîíà, âåêòîð u óíèòàðåí, êîãäà u2 = −1, ïîñêîëüêó
∥u∥ = −u2. Óíèòàðíûé âåêòîð ìîæåò áûòü êàê ìîíîâåêòîðîì, òàê è áèâåêòîðîì.

Åñëè áèâåêòîð u = a+ ib óíèòàðíûé, òî îí ïðàâèëüíûé:

∥u∥ = b2 − a2 − 2i(ab) = 1 ⇒ (ab) = 0 (5.1)

Â òî æå âðåìÿ ïðàâèëüíûé áèâåêòîð íå îáÿçàí áûòü óíèòàðíûì. Îäíàêî, ïðàâèëü-

íûé áèâåêòîð w âñåãäà ïîäîáåí (îïðåäåëåíèå 4) íåêîòîðîìó óíèòàðíîìó u. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïóñòü w = a + ib, b > a. Òîãäà ∥w∥ > 0 è w ïîäîáåí u = ±w/
√
∥w∥.

Åñëè æå b < a, òî ∥w∥ < 0, è w ïîäîáåí u = ±iw/
√

−∥w∥.
Ïðîèçâîëüíûé íåïðàâèëüíûé áèâåêòîð w ìåðû c = ∥w∥ ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê

êàæäîìó èç äâóõ óíèòàðíûõ, à, çíà÷èò, ïðàâèëüíûõ áèâåêòîðîâ u1,2:

u1,2 = ± u√
c

(5.2)

ãäå
√
c åñòü îäèí èç äâóõ êâàäðàòíûõ êîðíåé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà c.

Îáðàòèìñÿ ê ïîñòðîåíèþ ïðîèçâîëüíîãî áèâåêòîðà äàííîãî êëàññà K . Ïóñòü u0

íåêîòîðûé óíèòàðíûé áèâåêòîð, ïðèíàäëåæàùèé K . Òîãäà ëþáîé äðóãîé ïðàâèëü-

íûé áèâåêòoð u ýòîãî êëàññà ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç u0 ïîâîðîòîì (ñ îïðåäåëè-

òåëåì ýòîãî êëàññà n = Det(K ) â êà÷åñòâå îñè ïîâîðîòà) íà íåêîòîðûé óãîë φ è

ñæàòèÿ-ðàñòÿæåíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî íåêîòîðûì ÷èñëîì α ∈ R:

u = α(u0 cosφ+ [nu0] sinφ) (5.3)

Ïîñëåäíåå ïðåîáðàçîâàíèå èëëþñòðèðóåòñÿ Ðèñ.??.

Ëþáîé æå íåïðàâèëüíûé áèâåêòîð w êëàññà K ïðèâîäèòñÿ, ñîãëàñíî (5.2), ê

íåêîòîðîìó ïðàâèëüíîìó áèâåêòîðó, î÷åâèäíî ýòîãî æå êëàññà, u, â êà÷åñòâå êî-

òîðîãî ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, u1. Ïîñëåäíèé, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîëó÷àåòñÿ èç u0

ïðåîáðàçîâàíèåì (5.3). Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáîé áèâåêòîð w èç K ïîëó÷à-

åòñÿ èç u0 ïðåîáðàçîâàíèåì ïîâîðîòà è ïðèâåäåíèÿ, ò.å. óìíîæåíèÿ íà íåêîòîðîå

êîìïëåêñíîå ÷èñëî d =
√
cα:

w =
√
cu1 =

√
cα(u0 cosφ+ [nu0] sinφ) = d(u0 cosφ+ [nu0] sinφ) (5.4)

Êàê ìû âèäåëè âûøå, â êà÷åñòâå áàçîâîãî âåêòîðà u0 ìîæíî âûáðàòü ëþáîé

óíèòàðíûé áèâåêòîð äàííîãî êëàññà.

6. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà

Äàâíî èçâåñòíî áèêâàòåðíèîííîå ïðåäñòàâëåíèå ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà

Ìèíêîâñêîãî, ïî äðóãîìó íàçûâàåìûõ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà [5]. Â íàñòîÿ-

ùåé ñòàòüå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü âåêòîðíûå, ò.å. ïåðåâîäÿùèå âåêòîð â âåêòîð,

ëîðåíöåâû ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 14. Íåïðåðûâíûì óíèòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, èëè ïðåîáðàçî-

âàíèåì Ëîðåíöà, ìû íàçîâ¼ì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå áèêâàòåðíèîíà B âèäà:

B′ = U BU (6.1)

ãäå U ïðîèçâîëüíûé óíèòàðíûé áèêâàòåðíèîí: ∥U ∥ = 1.
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Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿþò ìåðó:

∥B′∥ = ∥U ∥∥B∥∥U ∥ = ∥B∥ (6.2)

Â ñèëó ýòîãî íóëüêâàòåðíèîíû ïðåîáðàçóþòñÿ â íóëüêâàòåðíèîíû, à íåíóëåâûå áè-

êâàòåðíèîíû â íåíóëåâûå æå. Íåïðåðûâíîå óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò

âåêòîð â âåêòîð (áåç îáðàçîâàíèÿ ÷èñëîâîé ÷àñòè):

v′ = U vU (6.3)

Íåïðåðûâíûå óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàçóþò ãðóïïó (ãðóïïó Ëîðåíöà), ïî-

ñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå óíèòàðíûõ áèêâàòåðíèîíîâ åñòü ñíîâà óíèòàðíûé áèêâàòåð-

íèîí. Åäèíèöåé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 1.

Èññëåäóåì òàêèå óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ U = (s,u), s ∈ C,u ∈ C3, ó êîòîðûõ

s ̸= 0 è u2 ̸= 0. Ïîñêîëüêó ÷èñëîâàÿ ÷àñòü íå ðàâíà 0, å¼ ìîæíî âûðàçèòü êàê

s = ch ξ, ξ ∈ C. Èç óñëîâèÿ óíèòàðíîñòè s2 − u2 = 1, òîãäà U ìîæíî çàïèñàòü êàê:

U = ch ξ + k sh ξ, k ∈ C3,k2 = 1 (6.4)

Ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ (6.4), â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.3), âåêòîð v ïåðåõîäèò â

v′:

v′ = v ch 2ξ − 2(vk)k sh2 ξ + i[vk] sh 2ξ (6.5)

Ïðàâàÿ ÷àñòü (6.4) åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ýêñïîíåíòà îò íåíóëåâîãî âåêòîðíîãî àðãó-

ìåíòà ξ:

eξ = ch ξ + k sh ξ, k =
ξ

ξ
, ξ =

√
ξ2 (6.6)

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàâàåìûå ξ : ξ2 ∈ R, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ξ åñòü ëèáî
ìîíîâåêòîð, ëèáî ïðàâèëüíûé áèâåêòîð. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ, îòâå÷àþùèå äâóì

çíàêàì ξ2. Îáîçíà÷èì ξ = θ + iφ, θ,φ ∈ R3,

1) ξ2 > 0, θ > φ, ξ ≡ ±
√

ξ2:

U = ch ξ + k sh ξ, ξ ∈ R, k ∈ C3,k2 = 1 (6.7)

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ìû íàçîâåì êîìïëåêñíûì áóñòîì. Ïðè âåùåñòâåííîì k îíî

ïðåâðàùàåòñÿ â îáû÷íûé áóñò1 âäîëü íàïðàâëåíèÿ k.
2) ξ2 < 0, φ > θ, ζ ≡ ±

√
−ξ2

U = cos ζ + ik sin ζ, ζ ∈ R, k ∈ C3,k2 = 1 (6.8)

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ìû íàçîâåì êîìïëåêñíûì ïîâîðîòîì, èëè ïîâîðîòîì îêîëî êîì-

ïëåêñíîé îñè k. Ïðè âåùåñòâåííîì k îíî ïðåâðàùàåòñÿ â îáû÷íûé ïîâîðîò.

Èññëåäóåì âîïðîñ, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ óíèòàðíûì áèâåêòîðîì w, ïîäâåðãíóòûì
ïðîäîëüíîìó áóñòó, ò.å. áóñòó âäîëü âåù. îñè n, ÿâëÿþùåéñÿ îïðåäåëèòåëåì êëàññà

w. Ïðåîáðàçîâàíèå (6.7) ñîãëàñíî (6.5) ïåðåâîäèò óíèòàðíûé áèâåêòîð w = A+ iB
â:

w′ = w ch 2ξ − 2(wn)n sh2 ξ + i[wn] sh 2ξ = αA+ iβB (6.9)

1Áóñòîì íàçûâàåòñÿ ïåðåõîä â ñèñòåìó îòñ÷åòà, äâèæóùóþñÿ îòíîñèòåëüíî äàí-
íîé ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.
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ñ α = (A ch 2ξ − B sh 2ξ)/A è β = (B ch 2ξ − A sh 2ξ)/B, α, β ∈ R. Åñëè óâåëè÷èâàòü

ξ îò íóëÿ, òî ïðè çíà÷åíèè ξ0 : th2ξ0 = A/B âåêòîð w′ ñòàíîâèòñÿ ìîíîâåêòîðîì

v = iB/B, à ïðè âåëè÷èíàõ ξ > ξ0 ïðîèñõîäèò ïåðåâîðîò îðèåíòàöèè èñõîäíîãî

áèâåêòîðà. Ýòî ìîæíî óâèäåòü íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ (4.1), ñîãëàñíî êî-

òîðîìó îðèåíòàöèÿ k′ áèâåêòîðà w′:

k′ =
[A′B′]

A′B′ = αβ
[AB]

AB
= αβk (6.10)

Ïðè ξ < ξ0: α > 0, β > 0, è îðèåíòàöèè èñõîäíîãî k è êîíå÷íîãî k′ áèâåêòîðîâ

ñîâïàäàþò. Ïðè ξ > ξ0: α < 0, β > 0, è íàïðàâëåíèÿ k è k′ îêàçûâàþòñÿ ïðîòèâî-

ïîëîæíûìè. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ξ ïðîäîëüíûå
áóñòû ïåðåâîäÿò óíèòàðíûå áèâåêòîðû èç äàííîãî êëàññà â óíèòàðíûå áèâåêòîðû

ñîïðÿæåííîãî êëàññà.

Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå íóëüâåêòîðîâ îò áèâåêòîðîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîäîá-

íûé ïðîäîëüíûé áóñò íèêîãäà íå ìåíÿåò îðèåíòàöèþ ïåðâûõ. Ïðîäîëüíûé áóñò

íóëüâåêòîðà q = A+ iB,A ⊥ B, A = B âûãëÿäèò êàê:

q′ = e2ξ(A+ iB) (6.11)

îòêóäà âèäíî, ÷òî îðèåíòàöèÿ q′ âñåãäà òà æå, ÷òî è q.
Êàê ìû óâèäèì íèæå â ðàçäåëå 9, áèâåêòîð ìîæåò ïåðåõîäèò â ìîíîâåêòîð è

îáðàòíî òàêæå â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòîâ îêîëî êîìïëåêñíîé îñè, êàê ýòî ïðîèñõîäèò

ñ âåêòîðàìè ñìåøàííîãî öèêëà (9.10) .

7. Ïàðàëëåëüíûå è îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû

Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ïàðàëëåëüíîñòè è îðòîãîíàëüíîñòè (ïåðïåíäèêó-

ëÿðíîñòè) êîìïëåêñíûõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ, äàííûì â ðàáîòå [2] (ðàçäåë 1.3):

Îïðåäåëåíèå 15. Íåíóëåâûå âåêòîðû u1 è u2 ïàðàëëåëüíû: u1∥u2 , åñëè èõ

âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 0: [u1 u2] = 0

Îïðåäåëåíèå 16. Íåíóëåâûå âåêòîðû u1 è u2 îðòîãîíàëüíû: u1⊥u2, åñëè èõ

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 0: (u1 u2) = 0

Êàê ïîêàçàíî â [2],

Ëåììà 3. Íåíóëåâûå âåêòîðû ïàðàëëåëüíû u1∥u2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îíè ïðèâîäèìû: u1 = cu2, c ∈ C

Èç ëåìì 1 è 3 ñëåäóåò, ÷òî íèêàêèå ìîíîâåêòîð è áèâåêòîð íå ìîãóò áûòü ïàðàë-

ëåëüíû.

Íåíóëåâûå âåêòîðû íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ïàðàëëåëüíû è îðòîãîíàëüíû,

ò.ê. òîãäà áû èõ áèêâàòåðíèîííîå ïðîèçâåäåíèå (2.2) áûëî áû ðàâíî 0, è ïî êðàéíåé

ìåðå îäèí èç íèõ äîëæåí áûë áû èìåòü íóëåâóþ ìåðó, ò.å. áûòü íóëüâåêòîðîì.

Ïàðàëëåëüíûå áèâåêòîðû, ÿâëÿÿñü ïðèâîäèìûìè, âñåãäà ëåæàò â îäíîé ïëîñêî-

ñòè. Â òî æå âðåìÿ áèâåêòîðû, ëåæàùèå â îäíîé ïëîñêîñòè, ìîãóò è íå áûòü ïàðà-

ëåëëüíû, êàê, íàïðèìåð, îðòîãîíàëüíûå áèâåêòîðû îäíîãî êëàññà, ðàññìàòðèâàåìûå

íèæå.
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Êàê ïîêàçàíî â [2] (1.25)2, íàèáîëåå îáùèé âèä âåêòîðà îðòîãîíàëüíîãî äàííîìó

áèâåêòîðó w:

u = c1n+ c2[nw], c1, c2 ∈ C (7.1)

ãäå n - îïðåäåëèòåëü êëàññà w.
Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ îðòîãîíàëüíîñòè áèâåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îä-

íîìó êëàññó èëè ñîïðÿæåííûì êëàññàì.

Ëåììà 4. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ îðòîãîíàëüíûõ áèâåêòîðîâ w1 è w2 îäíîãî êëàññà

åñòü ìîíîâåêòîð, ïðèâîäèìûé ê îïðåäåëèòåëþ ýòîãî êëàññà.

Âûðàçèì w1 è w2 ñ ïîìîùüþ áàçîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (5.4). Óñëîâèå îðòîãîíàëüíî-

ñòè òîãäà ïðèíèìàåò âèä:

d1d2(u0 cosφ1 + [nu0] sinφ1)(u0 cosφ2 + [nu0] sinφ2) = 0

⇒ cos(φ2 − φ1) = 0 ⇒ φ2 = φ1 + (2k + 1)
π

2
, k ∈ N (7.2)

Ïðîèçâåäåíèå ýòèõ áèâåêòîðîâ:

w1w2 = i[w1w2] = id1d2 sin(φ1 − φ2)n = ±id1d2n (7.3)

ïðèâîäèìî ê n, ò.ê. d1 ̸= 0 è d2 ̸= 0, ÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó. �

Ëåììà 5. Áèâåêòîðû èç ñîïðÿæåííûõ êëàññîâ íå ìîãóò áûòü îðòîãîíàëüíû-

ìè:

∀w1 ∈ K ,∀w2 ∈ K ∗ : (w1w2) ̸= 0 (7.4)

Ïðèáåãíóâ ê ïðåäñòàâëåíèþ (5.4) è âçÿâ â êà÷åñòâå áàçîâûõ âåêòîðîâ íåêîòîðûé

óíèòàðíûé áèâåêòîð u èç ïåðâîãî êëàññà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ w1 è êîìïëåêñíî ñî-

ïðÿæåííûé åìó u∗ èç âòîðîãî êëàññà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ w2, ïîëó÷èì:{
w1 = d1(u cosφ1 + [nu] sinφ1)

w2 = d2(u
∗ cosφ2 − [nu∗] sinφ2)

(7.5)

Èñõîäÿ èç (7.5) ìîæíî âûðàçèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ áèâåê-

òîðîâ:

(w1w2) = (a2 + b2) cosβ + 2iab sinβ), β = φ1 + φ2 (7.6)

Ââèäó òîãî, ÷òî a, b ̸= 0, a sinβ è cosβ íå ìîãóò îäíîâðåìåííî ðàâíÿòüñÿ 0, ïîëó÷àåì:
(w1w2) ̸= 0, ÷.ò.ä. �

8. Âåêòîðíûé áàçèñ

Íèæå ïîä áàçèñîì ìû áóäåì ïîíèìàòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà

êîìïëåêñíûõ âåêòîðîâ.

2Â ðàáîòå [2] âåêòîðû òèïà NLP ñîîòâåòñòâóþò íàøèì áèâåêòîðàì, LP - ìîíîâåê-
òîðàì, à CP - íóëüâåêòîðàì
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Îïðåäåëåíèå 17. Áàçèñîì íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåê-

òîðîâ u1, u2,...,uk òàêèõ, ÷òî ëþáîé âåêòîð u ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå êî-

íå÷íîé ñóììû:

u = z1u1 + z2u2 + ...+ zkuk (8.1)

ãäå z1, z2, ..., zk - êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Ýòî îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî ñàìè ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìûå âåêòîðû îïðåäåëÿþòñÿ, êàê íå ïðåäñòàâèìûå ñ ïîìîùüþ ÷àñòè÷íîãî áàçèñà, ñî-

ñòàâëåííîãî èç îñòàëüíûõ âåêòîðîâ ïîëíîãî áàçèñà. Â ðàáîòå [2] ïðèâåäåí áàçèñ êîì-

ïëåêñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûé ìîæåò áûòü ñîñòàâëåí èç ëþáûõ òðåõ

âåêòîðîâ e, f ,g, ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ îòëè÷íî îò íóëÿ: J = [e×f ]·g ̸= 0.
Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð u ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ýòîìó áàçèñó êàê:

u = (ue′)e+ (uf ′)f + (ug′)g (8.2)

ãäå e′ = [fg]/J , f ′ = [ge]/J , g′ = [ef ]/J .

Îïðåäåëåíèå 18. Îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü

óíèòàðíûõ âçàèìíî-îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ u1, u2,...,uk:

∀n : u2
n = −1 (8.3)

∀m,n, m ̸= n : (umun) = 0 (8.4)

Îðòîíîðìèðîâàííîé òðîéêîé ñîîòâåòñòâåííî íàçîâåì ñèñòåìó èç òðåõ îðòîíîðìè-

ðîâàííûõ âåêòîðîâ.

Ëåììà 6. Ëþáàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ òðîéêà îáðàçóåò áàçèñ.

Ïóñòü e, f , g - îðòîíîðìèðîâàííàÿ òðîéêà. Ïîêàæåì, ÷òî [e× f ] · g ̸= 0. Îò ïðîòèâ-
íîãî, ïîëîæèì [e × f ] · g = 0. Òîãäà ñ ó÷åòîì (8.4) áèêâàòåðíèîííîå ïðîèçâåäåíèå

(2.3) e ∗ f ∗g = (ie · [f ×g],−e× [f ×g]) = −e× [f ×g] = −f(eg)+g(ef) = 0. Çäåñü èñ-
ïîëüçîâàëîñü òîæäåñòâî äëÿ äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, èìåþùåå ìåñòî äëÿ

êîìïëåêñíûõ âåêòîðîâ àíàëîãè÷íî âåùåñòâåííûì (ñì. (1.1) â ïðèëîæåíèè). Íî åñëè

e∗ f ∗g = 0, òî ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç âåêòîðîâ e, f , g äîëæåí áûòü íóëüâåêòîðîì,

â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ, îöåíèâàÿ ñîãëàñíî (2.7) ìåðó èõ ïðîèçâåäåíèÿ:

∥e ∗ f ∗ g∥ = ∥e∥∥f∥∥g∥ = 0 (8.5)

Â ñàìîì äåëå, õîòÿ áû îäíà èç ìåð ∥e∥,∥f∥,∥g∥ äîëæíà áûòü ðàâíà 0. Íî ïî óñëîâèþ
ëåììû e, f , g óíèòàðíûå, ò.å. íåíóëåâûå. Äàëåå, ïîñêîëüêó [e× f ] · g ̸= 0, òî ëþáîé

âåêòîð u ðàñêëàäûâàåòñÿ êàê (8.2), à, çíà÷èò, e, f , g îáðàçóþò áàçèñ. �

Ëåììà 7. Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà íå ìîæåò ñîñòîÿòü èç áîëåå ÷åì òðåõ

âåêòîðîâ.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò 4 èëè áîëåå îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ u1,u2,...,uk. Òðè èç íèõ,

íàïðèìåð, u1,u2,u3, â ñèëó ëåììû 6 îáðàçóþò áàçèñ, ïî êîòîðîìó ìîæíî ðàçëîæèòü

îñòàëüíûå âåêòîðû ñèñòåìû, â ÷àñòíîñòè u4:

u4 = z1u1 + z2u2 + z3u3 (8.6)
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Óìíîæàÿ îáå ñòîðîíû ýòîãî óðàâíåíèÿ ñêàëÿðíî íà u1, ââèäó îðòîãîíàëüíîñòè u1,

u4 ïîëó÷èì: z1u
2
1 = 0, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó óíèòàðíîñòè u1, z1 = 0. Àíàëîãè÷íî

z2 = z3 = 0, ò.å. u4 = 0. Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî è âñå îñòàëüíûå

uk = 0, k > 3. �
Ïîêàæåì, ÷òî îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ìåíüøåãî ÷åì òðè ÷èñëà âåêòîðîâ

òàêæå íåâîçìîæåí. Îäíîãî âåêòîðà â áàçèñå íåäîñòàòî÷íî, ïîñêîëüêó âñåãäà íàé-

äåòñÿ äðóãîé âåêòîð îðòîãîíàëüíûé åìó, à, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïðåäñòàâèìûé ÷åðåç

íåãî. Äâóõ âåêòîðîâ íåäîñòàòî÷íî ïî òîé æå ïðè÷èíå: ìîæíî âçÿòü âåêòîðíîå ïðî-

èçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ è îíî óæå íå áóäåò ðàñêëàäûâàòüñÿ ïî ýòèì âåêòîðàì. Ýòîò

ôàêò è ëåììû 6 è 7 ïîçâîëÿþò îòîæäåñòâèòü ëþáóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ òðîéêó è

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

9. Âåêòîðíûå öèêëû

Äëÿ ïðîñòðàíñòâà êâàòåðíèîíîâ è ñâÿçàííûõ ñ íèìè àëãåáð õàðàêòåðíî ñóùå-

ñòâîâàíèå ðàçëè÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ïðèìåðîì òàêîé ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ

öâåòîâîé êðóã Íüþòîíà, ñîñòîÿùèé èç øåñòè óíèòàðíûõ êâàòåðíèîíîâ, îáðàçóþùèõ

öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ [8] (ðàçäåë 3). Ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòå-

ðåñ èçó÷åíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñòðóêòóð, êîòîðûìè ÿâëÿþòñÿ

òðîéêè âåêòîðîâ, öèêëè÷íûå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïðîèçâåäåíèÿ. Íèæå ìû ïîêà-

æåì, ÷òî òàêèå òðîè÷íûå öèêëû åäèíñòâåííî âîçìîæíûå â C3.

Îïðåäåëåíèå 19. Óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó âåêòîðîâ (e, f , g) íàçîâ¼ì ïðÿìûì

öèêëîì, åñëè: 
e = f ∗ g
f = g ∗ e
g = e ∗ f

(9.1)

è îáðàòíûì öèêëîì, åñëè: 
e = g ∗ f
f = e ∗ g
g = f ∗ e

(9.2)

Ò.î. äëÿ ëþáîãî öèêëà ñóùåñòâóåò åãî ïîðÿäîê - ïðÿìîé èëè îáðàòíûé. Ïî îïðåäå-

ëåíèþ âåêòîðû öèêëà ìîæíî öèêëè÷åñêè ïåðåñòàâëÿòü, ò.å öèêëû (e, f , g), (f , g, e) è
(g, e, f) òîæäåñòâåííû äðóã äðóãó. Äàëåå ïðè îòñóòñòâèè ñïåöèàëüíûõ îãîâîðîê ìû

áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðÿìûå öèêëû, íàçûâàÿ èõ ïðîñòî öèêëàìè, è ïîäðàçóìåâàÿ

ïðÿìîå ïåðåíåñåíèå ðåçóëüòàòîâ íà îáðàòíûå öèêëû.

Âåêòîðû, âõîäÿùèå â öèêë, âçàèìíî-îðòîãîíàëüíû, â ÷åì ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî

óáåäèòüñÿ, ðàñïèñûâàÿ, ê ïðèìåðó, ïåðâîå òîæäåñòâî â (9.1):

e = f ∗ g = (fg) + i[fg] ⇒ (fg) = 0 (9.3)

Èç ïåðâîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé (9.1) ñëåäóåò: g = f ∗ g ∗ f , èëè ñ ó÷åòîì âçàèìíîé

îðòîãîíàëüíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ âåêòîðîâ: f × [g× f ] = −g, îòêóäà îêîí÷àòåëüíî:
f2 = −1. Àíàëîãè÷íî, e2 = −1, g2 = −1. Ò.î. âåêòîðà, îáðàçóþùèå öèêë âñåãäà óíè-
òàðíûå, è öèêë îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó. Íî ïî ëåììå 7 ìàêñèìàëüíîå

êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ â òàêîé ñèñòåìå ðàâíî òðåì. Èòàê, íàìè äîêàçàíà
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Ëåììà 8. Ëþáîé öèêë ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííîé îðòîíîðìèðîâàííîé òðîéêîé.

Ïðÿìàÿ öèêëè÷íîñòü òðåõ óíèòàðíûõ âåêòîðîâ e, f , g ìîæåò áûòü òàêæå âûðà-

æåíà â âèäå:

e ∗ f ∗ g = 1 (9.4)

Ýòî âèäíî èç òîãî, ÷òî äëÿ óíèòàðíûõ âåêòîðîâ, (9.4) è (9.1) ñëåäóþò äðóã èç äðóãà,

â ÷åì ìîæíî óáåäèòñÿ óìíîæåíèåì îáåèõ ñòîðîí ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé íà e,
f è g ñëåâà è ñïðàâà.

Îáðàòíûé öèêë e, f , g îïðåäåëÿåòñÿ, êàê:

g ∗ f ∗ e = 1 ⇔ e ∗ f ∗ g = −1 (9.5)

Ëåììà 9. Ïóñòü u åñòü íåêîòîðûé âåêòîð. Åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v:
(uv) = 0, òî u = 0.

Âçÿâ â êà÷åñòâå v ñàì âåêòîð u, ïîëó÷èì u2 = 0, ò.å. u åñòü 0 èëè íóëüâåêòîð.

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìîæíî âçÿòü ëþáîé äðóãîé íóëüâåêòîð q, íå ïðèâîäèìûé ê u.

Ïðîèçâåäåíèå u è q åñòü íóëüêâàòåðíèîí Q = u ∗ q íå ðàâíûé 0 (ñì. [1] (6.1)).

Ñëåäîâàòåëüíî, u · q ̸= 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû. Çíà÷èò, u íå ìîæåò

áûòü íóëüâåêòîðîì è äîëæåí áûòü ðàâåí 0. �
Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü òåîðåìó î öèêëè÷íîñòè îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà.

Òåîðåìà 2. Âåêòîðû ëþáîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà îáðàçóþò öèêë, à âåê-

òîðû ëþáîãî öèêëà îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Äîêàæåì ïåðâóþ ÷àñòü òåîðåìû. Ïóñòü e, f , g îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Ïðîèç-

âîëüíûé âåêòîð u ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ýòîìó áàçèñó â ñîîòâåòñòâèè ñ (8.2). Óìíîæàÿ

(8.2) ñêàëÿðíî ïîî÷åðåäíî íà e, f , g è ó÷èòûâàÿ èõ âçàèìíî-îðòîãîíàëüíîñòü, ïîëó-

÷èì: 
(e+ e′) · u = 0

(f + f ′) · u = 0

(g + g′) · u = 0

(9.6)

Íî òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 9: e′ = −e, f ′ = −f , g′ = −g, èëè:
e = − [fg]

J

f = − [ge]
J

g = − [ef ]
J

(9.7)

Èç óñëîâèÿ óíèòàðíîñòè èìååì: J2 = −1, J = ±i. Ñëó÷àþ J = i ñîîòâåòñòâóåò

ïðÿìîé öèêë (9.1), à ñëó÷àþ J = −i - îáðàòíûé öèêë (9.2). Âòîðàÿ ÷àñòü òåîðåìû

áûëà íàìè äîêàçàíà âûøå â âèäå ëåììû (8). �
Â ñëó÷àå âåù. âåêòîðîâ, óïîðÿäî÷åííûé áàçèñ íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì áà-

çèñîì. Ìîæíî ðàñøèðèòü ýòî îïðåäåëåíèå è íà êîìïëåêñíûå âåêòîðà

Îïðåäåëåíèå 20. Óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà âåêòîðîâ e, f , g, îáðàçóþùèõ áàçèñ,

íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì áàçèñîì.

Òåîðåìà 2 óòâåðæäàåò òîæäåñòâåííîñòü öèêëà è óïîðÿäî÷åííîãî îðòîíîðìàëüíîãî

áàçèñà.
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Îïðåäåëèì âîçìîæíûå âèäû öèêëîâ. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñå òðè

ñîñòàâëÿþùèõ öèêëà ìîíîâåêòîðû: 
e = c1a

f = c2b

g = c3c

(9.8)

ãäå c1, c2, c3 ∈ C , a,b, c ∈ R3. Òàêîé áàçèñ íàïðÿìóþ ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîìó

âåùåñòâåííîìó áàçèñó, ñîñòîÿùåìó èç òðåõ îðòîíîðìàëüíûõ âåêòîðîâ a,b, c, ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè c1 = ±i, c2 = ±i, c3 = ±i.

Ïóñòü òåïåðü îäèí èç âåêòîðîâ áàçèñà åñòü áèâåêòîð u1 = w. Ïîñòðîèì îðòî-

ãîíàëüíûé ê íåìó âåêòîð ñîãëàñíî (7.1): u2 = c1n + c2[nw], c1, c2 ∈ C, ãäå n -

îïðåäåëèòåëü êëàññà w. Óñëîâèå óíèòàðíîñòè âûëèâàåòñÿ â òîæäåñòâî: c22 − c21 = 1.
Îðòîãîíàëüíûé æå ê u2 óíèòàðíûé âåêòîð áóäåò èìåòü âèä: u3 = ic2n + ic1[nw].

Ïî ïîñòðîåíèþ u1,u2,u3 ïðåäñòàâëÿþò îðòîíîðìèðîâàííóþ òðîéêó, ò.å îðòîíîðìè-

ðîâàííûé áàçèñ: 
u1 = w

u2 = c1n+ c2[nw]

u3 = ic2n+ ic1[nw]

(9.9)

Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âèäíî, ÷òî ïîìèìî ðàññìîòðåííîãî âûøå ìîíîâåêòîðíîãî

öèêëà (9.8) ñóùåñòâóåò åùå äâå âîçìîæíîñòè. Ïåðâàÿ, ïðè c1 ̸= 0 è c2 ̸= 0, êîãäà
âñå òðè ñîñòàâëÿþùèõ åñòü áèâåêòîðû - áèâåêòîðíûé öèêë. Âòîðàÿ, ïðè c1 = 0
èëè c2 = 0, êîãäà äâe ñîñòàâëÿþùèõ åñòü áèâåêòîðû îäíîãî êëàññà, à òðåòüÿ åñòü

ìîíîâåêòîð - îïðåäåëèòåëü ýòîãî êëàññà. Òàêîé öèêë ìû íàçîâ¼ì ñìåøàííûì:
u1 = w

u2 = [nw]

u3 = −in

(9.10)

Ñìåøàííûé öèêë ðåàëèçóåò åäèíñòâåííûé âèä îðòîãîíàëüíîñòè áèâåêòîðîâ îäíîãî

êëàññà, îïèñûâàåìûé ëåììîé 4. Òàêæå ñðàçó âèäíî, ÷òî âåêòîðû ñìåøàííîãî áàçèñà

ïðèíàäëåæàò îäíîìó äâóñòîðîííåìó êëàññó (îïð. 12). Ïðè ýòîì ðàçëîæåíèå ïðî-

èçâîëüíîãî âåêòîðà ïî ñìåøàííîìó áàçèñó ðåàëèçóåò îðòîãîíàëüíóþ äåêîìïîçèöèþ

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íà äâà ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîäîëüíèêó è

ïîïåðå÷íèêó ýòîãî êëàññà.

Êàê èçâåñòíî, ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðû âåù. îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà e, f ,g ìîãóò

áûòü ïîëó÷åíû äðóã èç äðóãà ïîâîðîòàìè îòíîñèòåëüíî îñè (e + f + g). Òàêîå æå

óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî è äëÿ êîìïëåêñíûõ âåêòîðîâ, íî ñ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ

ïîâîðîòà íà ïîâîðîò îêîëî êîìïëåêñíîé îñè (6.8). Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé öèêë

(e, f ,g). Íàéäåì òàêîå ëîðåíöåâî ïðåîáðàçîâàíèå U , êîòîðîå ïåðåâîäèò åãî âåêòîðû

öèêëè÷åñêè äðóã â äðóãà: 
e = U fU

f = U gU

g = U eU

(9.11)

Ïðèìåíÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ ê óðàâíåíèÿì öèêëè÷íîñòè (9.1), ïîëó÷èì:

e = U
3
eU 3 (9.12)
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è àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ f è g. Ïîñêîëüêó U 3 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçî-

âàíèåì Ëîðåíöà, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.5) âåêòîð v ïåðåõîäèò ñàì ñåáÿ, åñëè k ∥ w,
ëèáî U 3 åñòü òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðâàÿ âîçìîæíîñòü îòïàäàåò, ïî-

ñêîëüêó îäèí è òîò æå âåêòîð k íå ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî ïàðàëëåëåí âñåì òðåì

âåêòîðàì e, f è g. Ïîýòîìó îñòà¼òñÿ òîëüêî âòîðàÿ âîçìîæíîñòü: U 3 = 1 Âîñïîëüçó-
åìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ÷èñëà 1 êàê ïîâîðîòà (6.8) íà óãîë 2πN,N ∈ N îêîëî íåêîòîðîé

îñè k ∈ C: U 3 = e2πNik. Òîãäà U = e2πNik/3 = ±e2πik/3, ÷òî åñòü ïîâîðîò íà óãîë
2π
3 îêîëî íåêîòîðîé êîìïëåêñíîé îñè k, êîòîðóþ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü.

Îïðåäåëåíèå 21. Îñüþ öèêëà íàçûâàåòñÿ âåêòîð ±k ∈ C3,k2 = 1, ñëóæàùèé
îñüþ ïîâîðîòà, ïåðåâîäÿùåãî âåêòîðà öèêëà äðóã â äðóãà.

Â êà÷åñòâå îñè ïîâîðîòà ìîæåò áûòü âûáðàí ëþáîé çíàê k: ïðè çàìåíå çíàêà îñè

ìåíÿåòñÿ çíàê óãëà ïîâîðîòà íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Ìû áóäåò ñ÷èòàòü îñüþ ïîâîðîòà

åäèíè÷íûé êîìïëåêñíûé âåêòîð, îïðåäåëåííîé ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà.

Öèêë èìååò åäèíñòâåííóþ îñü. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ðàçëîæèì îñü öèêëà ïî

âåêòîðàì öèêëà, êàê ïî áàçèñó: k = xe + yf + zg, x, y, z ∈ C. Â óðàâíåíèÿ (9.11)

íåèçâåñòíûå x, y, z áóäóò âõîäèòü ñèììåòðè÷íî, ñëåäîâàòåëüíî, x = y = z, è îñü

öèêëà äîëæíà èìåòü âèä: k = γ(e + f + g), γ ∈ C. Èç íîðìèðîâêè k2 = 1 ñëåäóåò,
÷òî γ = i/

√
3:

k =
i√
3
(e+ f + g) (9.13)

U = cos
2π

3
+ ik sin

2π

3
= −1

2
(1, e+ f + g) (9.14)

Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ ïîëó÷åííîå ðåøåíèå äëÿ ïîâîðîòà åäèíñòâåííî, è ìû ìîæåì

ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ ëåììó:

Ëåììà 10. Îñü öèêëà ïîäîáíà ñóììå åãî ñîñòàâëÿþùèõ.

10. Ïðåîáðàçîâàíèÿ öèêëîâ

Ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ öèêë ïåðåõîäèò â öèêë,

ñîõðàíÿÿ ñâîé ïîðÿäîê, ÷òî âèäíî èç òîãî ôàêòà, ÷òî åñëè êðèòåðèé ïðÿìîé öèê-

ëè÷íîñòè (9.4) èìååò ìåñòî äëÿ èñõîäíûõ âåêòîðîâ, òî îí òàêæå âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ

ïðåîáðàçîâàííûõ âåêòîðîâ. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå äëÿ ëþáûõ äâóõ öèêëîâ ïðîòèâîïî-

ëîæíûõ ïîðÿäêîâ íåò íåïðåðûâíîãî óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî èõ

äðóã â äðóãà.

Â êîíöå ðàçäåëà 6 ìû èññëåäîâàëè ïîâåäåíèå áèâåêòîðà ïðè ïðèìåíåíèè ê íåìó

ïðîäîëüíûõ áóñòîâ. Àíàëîãè÷íî âåäåò ñåáÿ è ñìåøàííûé öèêë (9.10) ïðè ïðîäîëü-

íûõ ê íåìó áóñòàõ, ò.å. áóñòàõ, íàïðàâëåííûõ ïî n. Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà áóñòà
äî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ θ = θ0 ñìåøàííûé öèêë ïðåâðàùàåòñÿ â ìîíîâåêòîðíûé, à

çàòåì îáðàòíî ïåðåõîäèò â áèâåêòîðíûé.

Öèêë, ñîïðÿæåííûé äàííîìó (e, f ,g), åñòü (e∗, f∗,g∗). Ñîïðÿæåííûå öèêëû èìå-

þò ïðîòèâîïîëîæíûå ïîðÿäêè: åñëè îäèí èç íèõ åñòü ïðÿìîé, òî ñîïðÿæåííûé åìó

åñòü îáðàòíûé. Â ýòîì íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, âçÿâ êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå oò îáåèõ

ñòîðîí óðàâíåíèÿ (9.4):

(e ∗ f ∗ g)∗ = 1 ⇔ g∗ ∗ f∗ ∗ e∗ = 1 (10.1)
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî åñòü êðèòåðèé îáðàòíîãî öèêëà (9.5).

Ïîìèìî ñîïðÿæåíèÿ ñóùåñòâóåò äðóãîå ïðåîáðàçîâàíèå (òàêæå íå ëîðåíöåâî),

ïåðåâîäÿùåå öèêëû ïðîòèâîïîëîæíûõ ïîðÿäêîâ, èëè ïî-äðóãîìó áàçèñû ïðîòèâî-

ïîëîæíîé îðèåíòàöèè, äðóã â äðóãà: îòðàæåíèå, ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè êîòîðîì êàæ-

äûé âåêòîð v ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé åìó ïî çíàêó −v. Ïîä äåéñòâèåì îäíèõ

íåïðåðûâíûåõ óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ò.å. áåç ñîïðÿæåíèé è îòðàæåíèé) ëþáîé

áàçèñ áóäåò ïåðåõîäèòü â áàçèñ òîé æå îðèåíòàöèè, èëè öèêë òîãî æå ïîðÿäêà.

Â [7] (ðàçäåë 7.2) ðàññìàòðèâàþòñÿ ëîðåíöåâû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïñåâäîåâêëèäîâà

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà è ïîêàçûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ëþáîãî áàçè-

ñà â ëþáîé äðóãîé òîé æå îðèåíòàöèè, êàêèõ ñóùåñòâóåò âñåãî ÷åòûðå. Â ñóæåííîì

÷èñòî âåêòîðíîì êîìïëåêñíîì âàðèàíòå, ðàññìàòðèâàåìîì íàìè, îðèåíòàöèé áàçè-

ñîâ ñóùåñòâóåò âñåãî äâå.

Òåîðåìà 3. Ëþáûå äâà öèêëà îäíîãî ïîðÿäêà ìîæíî ïåðåâåñòè äðóã â äðóãà

íåêîòîðûì íåïðåðûâíûì óíèòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Ïîñòðîèì êîíêðåòíóþ ïðîöåäóðó ïðåîáðàçîâàíèÿ, íåïðåðûâíî ïåðåâîäÿùåãî íåêî-

òîðûé öèêë â ëþáîé äðóãîé öèêë òîãî æå ïîðÿäêà. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âñåãäà

ñóùåñòâóþò ïîâîðîòû, ïåðåâîäÿùèå äâà îðòîíîðìàëüíûõ áàçèñà âåùåñòâåííîãî (åâ-

êëèäîâà) ïðîñòðàíñòâà îäíîé îðèåíòàöèè äðóã â äðóãà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé ìî-

íîâåêòîðíûé áàçèñ ïåðåâîäèòñÿ ïîâîðîòàìè â ëþáîé äðóãîé. Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû,

êàê ìû âèäåëè âûøå, ëþáîé ñìåøàííûé áàçèñ ìîæíî ïåðåâåñòè â ìîíîâåêòîðíûé ñ

ïîìîùüþ ïðîäîëüíîãî áóñòà. Íàêîíåö, ëþáîé áèâåêòîðíûé áàçèñ ìîæíî ïåðåâåñòè

â ñìåøàííûé èëè ìîíîâåêòîðíûé. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü áóñò, ïðîäîëü-

íûé ïî îòíîøåíèþ ê îäíîìó èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îí ïåðåéäåò â

ìîíîâåêòîð. Íåîáõîäèìàÿ ñåðèÿ óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðèâåäåííûõ âûøå, è

áóäåò íåïðåðûâíûì óíèòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ïåðåâîäÿùèì îäèí öèêë â ëþáîé

äðóãîé öèêë òîãî æå ïîðÿäêà. �
Èòàê, êàê ìû óâèäåëè, êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî àíàëîãè÷íî âåùå-

ñòâåííîìó ðàçáèâàåòñÿ íà äâà êëàññà áàçèñîâ ïðîòèâîïîëîæíûõ îðèåíòàöèé, èëè

äâà êëàññà öèêëîâ ïðîòèâîïîëîæíîãî ïîðÿäêà. Áàçèñû îäíîé îðèåíòàöèè ñâÿçàíû

ìåæäó ñîáîé íå òîëüêî ïîâîðîòàìè, êàê â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå, íî òàêæå è ïîñòó-

ïàòåëüíûìè äâèæåíèÿìè (áóñòàìè).

11. Áèâåêòîðíûå ýëåêòðîìàãíèòíûå ñòðóêòóðû

Àëãåáðà êîìïëåêñíûõ âåêòîðîâ òåñíî ñâÿçàíà ñ ðåëÿòèâèñòñêîé ôèçèêîé è òåîðè-

åé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîñëåäíåå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîìïëåêñíîãî âåêòîðà

Ðèìàíà-Çèëüáåðøòåéíà [6].

Íàøå èññëåäîâàíèå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âàæíûå âûâîäû äëÿ àêñèîìàòè÷åñêîé òåî-

ðèè ïîëÿ. Çàìêíóòîñòü ïðîñòðàíñòâà êîìïëåêñíûõ âåêòîðîâ îòíîñèòåëüíî óíèòàð-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, íàëè÷èå ñâîåãî áàçèñà è öèêëîâ äà¼ò îáîñíîâàíèå âåêòîðíî-

ãî õàðàêòåðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ýòîãî ïîëÿ îêàçûâàåò-

ñÿ íåíóæíîé ñêàëÿðíàÿ êîìïîíåíòà, äå-ôàêòî ïðèñóòñòâóþùàÿ â áèêâàòåðíèîííîì

ïðåäñòàâëåíèè ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Ýòà êîìïîíåíòà ïîëÿ, åñëè áû îíà ñóùå-

ñòâîâàëà, áûëà áû ïîëíîñòüþ îòîðâàííîé îò âåêòîðíîé ÷àñòè. Èññëåäîâàííûì íàìè

öèêëàì-áàçèñàì ôèçè÷åñêè îòâå÷àþò ðàçëè÷íûå ñèñòåìû îòñ÷åòà, êîòîðûå ìîãóò
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áûòü ñâÿçàíû ñ ÷àñòèöàìè èìåþùèìè ìàññó ïîêîÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, íà ýòîì îñíî-

âàíèè âîçìîæíî ïîñòðîåíèå àëüòåðíàòèâíîé òåîðèè ñïèíà.

12. Âûâîäû

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ñîâìåñòíî ñ íàøåé ïðåäûäóùåé ðàáîòîé ïî äàííîé òåìàòèêå [1]

ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå êîìïëåêñíûå âåêòîðû ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà òðè âèäà: íóëüâåêòî-

ðû, ìîíîâåêòîðû è áèâåêòîðû. Êàê áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî âûøå, ìîíîâåêòîðû

è áèâåêòîðû ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïîñðåäñòâîì ëîðåíöåâûõ ïðåîáðàçîâàíèé òèïà

áóñòà.

Íàìè áûëî ïîëó÷åíî è èññëåäîâàíî ïîíÿòèå ïîâîðîòà îêîëî êîìïëåêñíîé îñè,

îáîáùàþùåå îáû÷íûå ïîâîðîòû â R3 ïðîñòðàíñòâå.

Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé íàøåãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ, íà íàø âçãëÿä, ãåîìåòðè÷åñêàÿ

íàãëÿäíîñòü è îòñóòñòâèå ÿâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðàçìåðíîñòè è êîîðäèíàòíîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ, íà êîòîðûõ îñíîâûâàåòñÿ ìàòðè÷íûé ìåòîä [3]. Ýòî óêàçûâàåò íà óíè-

êàëüíîñòü òðåõìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà (êàê âåùåñòâåííîãî, òàê è êîì-

ïëåêñíîãî) â îòíîøåíèè òàêèõ ñâîéñòâ, êàê ñóùåñòâîâàíèå öèêëè÷íûõ ñòðóêòóð è

öèêëè÷íîñòü áàçèñà.

Êëþ÷åâîé âûâîä äàííîé ðàáîòû äëÿ ôèçèêè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ïîñòðî-

åíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ åãî áåçìàññîâûìî ñòðóêòóðàìè (ôîòîíàìè) è ñòðóê-

òóðàìè, îáëàäàþùèìè ìàññîé (çàðÿæåííûìè ÷àñòèöàìè), äîñòàòî÷íî òðåõìåðíîãî

êîìïëåêñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. ×åòâåðòàÿ ñêàëÿðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îêà-

çûâàåòñÿ èçëèøíåé, ÷òî è îïðåäåëÿåò èçâåñòíûé ôàêò âåêòîðíîñòè ÝÌÏ.

Ïðèëîæåíèå 1. Ïîëèëèíåéíûå òîæäåñòâà äëÿ êîìïëåêñíûõ âåêòîðîâ.

Â ðàáîòå [2] (ðàçäåë 1.2) ïðèâåäåíî îäíî èç ãëàâíûõ ïðàâèë äëÿ èçó÷åíèÿ êîì-

ïëåêñíûõ âåêòîðîâ:

Ëåììà 11. Âñå ïîëèëèíåéíûå òîæäåñòâà, ñïðàâåäëèâûå äëÿ âåùåñòâåííûõ

âåêòîðîâ, òàêæå âåðíû è äëÿ êîìïëåêñíûõ âåêòîðîâ.

Ïîä ïîëèëèíåéíîé ôóíêöèåé ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ F(a1, ...,an) íåñêîëüêèõ âåê-

òîðíûõ àðãóìåíòîâ, ëèíåéíàÿ ïî êàæäîìó èç íèõ, à ïîëèëèíåéíîå òîæäåñòâî èìååò

âèä: F(a1, ...,an) = 0. Ïðèìåíÿÿ ýòî ïðàâèëî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ÷èñëå ïðî÷èõ

êîìïëåêñíûe âåêòîðû íàñëåäóþò îò âåùåñòâåííûõ ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

a× [b× c] = b(a · b)− c(a · b) (1.1)

u · [v ×w] = v · [w × u] = w · [u× v] (1.2)

[uv]2 = u2v2 − (uv)2 (1.3)
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