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Fig. 0.1 En hommage a Mr. J. Commiot : en plus de sa facon d’enseigner, il avait
une belle écriture comme le montre ses annotations sur la premiére page du ma-
nuscrit de mon projet de cartographie mathématique que je lui avais présenté (voir
https ://vixra.org/pdf/1512.0369v1.pdf).
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Fig. 0.2 Photo récente du premier auteur.






PREFACE

L’idée de cet ouvrage de cartographie mathématique revient a l’absence de
livres récents en la matiere destinés aux utilisateurs francophones des cartes
topographiques et similaires, expliquant les fondements mathématiques des dif-
férentes représentations ou "projections" planes.

A ce sujet, nous sommes revenus au manuscrit du cours que nous avons suivi a
I’Ecole Nationale des Sciences Géographiques (ENSG) dans les années 80 en-
seigné par 'Ingénieur Géographe Général JEAN COMMIOT.

L’ouvrage Cours de Cartographie Mathématique a I’Usage des Ingénieurs repré-
sente en partie I’essentiel du cours manuscrit de JEAN COMMIOT. A cet égard,
nous avons associé JEAN COMMIOT comme co-auteur du présent ouvrage dédié
a sa mémoire.

Ce cours de cartographie mathématique est destiné a la formation d’ingénieurs
en sciences géographiques et peut étre aussi un document pour un cours aux
techniciens en géomatique.

L’ensemble de I'ouvrage comprend douze chapitres. Son organisation est faite
comme suit :

- Le premier chapitre introduit la cartographie mathématique et 1’objet du
cours et fait un rappel sur la géométrie des courbes, le repere de Frenét, la



théorie des surfaces, la premiere forme fondamentale, et les théoremes liés aux
rayons principaux de courbure d’une surface de R3. Enfin, quelques éléments
sur les surfaces isothermes ont été ajoutés.

- Le deuxiéme chapitre concerne la représentation d’une surface sur une autre.
On donne les définitions des différents termes qui seront utilisés par la suite dans
I’étude des différentes représentations planes tels que ’altération, le module
linéaire, ’indicatrice de Tissot,...

- L’objet du troisieme chapitre est I’étude des représentations planes en carto-
graphie.

- Le quatrieme chapitre traite le lien mathématique entre les représentations
planes et les fonctions analytiques.

- Le cinquiéme chapitre concerne les représentations planes conformes d’une
surface.

- La représentation d’un ellipsoide sur une sphére est étudiée dans le sixiéme
chapitre.

- Le septiéme chapitre est consacré aux représentations planes coniques.

- On traite en détail dans le huitieéme chapitre, la représenation Lambert uti-
lisée en Tunisie qui était la représentation cartographique officielle jusqu’a son
remplacement par la représentation U.T.M. suite a la publication de ’arrété
du 10 février 2009 paru dans le Journal Officiel de la République Tunisienne et
qui a fixé le systeme national de référence unifié de la géodésie, la nouvelle re-
présentation cartographique et le systeme national de référence du nivellement
de précision.

- Dans le neuvieme chapitre, on parlera des représentations cylindriques. En
hommage & mon professeur de Géodésie lors de mes études a 'ENSG, 1'Ingé-
nieur Géographe JEAN LE MENESTREL, j’ai inséré tout le chapitre XVII relatif
a la représentation plane U.T.M. du fascicule 3 - Géodésie Géométrique Bidi-
mensionnelle - de son cours de Géodésie [9]. J’ai en ajouté aussi & la fin du
chapitre quelques remarques et compléments sur la représentation U.T.M.

- Le dixiéme chapitre fait ’objet de ’étude d’une représentation mériconique
équivalente a savoir la représentation de Bonne qui a été utilisée en cartographie
(type ancien) pour les échelles 1/50000,1/100000 et 1/200000 en Tunisie et
en Algérie.

- Nous avons présenté une introduction aux représentations dites quasi-conformes
dans le onziéme chapitre.
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- Enfin, nous avons collectionné en plus des exercices et problemes ajoutés dans
certains chapitres, d’autres sujets dans le douzieme chapitre.

Nous espérons que le lecteur trouve cet ouvrage " Cours de Cartographie Mathé-
matique ", répondant a ses attentes. Pour toute remarque ou proposition, priere

de nous écrire a I'adresse " abenhadjsalem@gmail.com

et merci d’avance.

Tunis, Abdelmajid Ben Hadj Salem, Dipl.-Ing.
Octobre 2021 Ingénieur Général Géographe
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CHAPITRE 1

GENERALITES

He who understands geometry may understand anything in this world.

Galileo Galilée (1564 - 1642)

1.1 Introduction

La cartographie mathématique est ’étude des représentations mathématiques

d’un modele de la terre (ellipsoide ou sphére) ou d’une planéte quelconque sur
une autre surface (plan le plus souvent).

Avant de passer en revue les représentations les plus courantes, I’étude portera
sur les principes généraux de la représentation d’une surface sur une autre,
lanalyse des déformations (ou altérations) et les caractéristiques des représen-
tations planes.
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Une représentation fidele d’un modele sphérique est donnée par un globe : en
égard des dimensions réalisables, 'aplatissement peut étre négligé (aplatisse-
ment est de l'ordre de 1/300 : soit une différence entre les deux demi-axes de
Pordre de 2mm, pour un demi grand-axe de 0.60m). Mais les dimensions pos-
sibles pour une telle réalisation (et les difficultés mémes de celle-ci) en limitent
I'intérét : en dehors des préoccupations d’ordre décoratif, cette représentation

est réservée a des fins pédagogiques élémentaires.

On peut imagier une infinité de représentations planes de la terre, mais le
modele (sphere ou ellipsoide) n’étant pas une surface applicable, toutes les
représentations entrainent des déformations, qu’il convient de savoir définir et

analyser.

Pour de nombreux besoins, notamment - bien que cela ne soit pas absolument
nécessaire - pour les calculs géodésiques, le choix se porte sur les représentations
conformes - D’autres utilisateurs ont besoin de conserver le rapport des surfaces
et font appel aux représentations équivalentes - Pour étudier des phénomeénes
plus ou moins liés a la latitude, il peut étre commode d’utiliser des représenta-
tions ol les images des paralleles sont des droites (représentations cylindriques
ou méricylindriques). D’autres impératifs conduiront éventuellement a adopter
des solutions différentes.

Enfin de nombreux cartographes ont imaginé des représentations (auxquelles ils
attachent leurs noms...) d’une grande diversité, soit pour définir une construc-
tion simple (pas toujours) du canevas, soit pour obtenir un résultat estimé
esthétique.

Historiquement, les premiéres représentations planes d’une sphere ont été éta-
blies par les géometres grecs : ceux-ci, en particulier, pour les cartes du ciel,
ont étudié des perspectives ou encore projections. Plus tard, ces perspectives
géométriques n’ont pas suffi pour les besoins de la cartographie; elles ont été
remplacées par des représentations planes, définies comme des correspondances
analytiques entre les points du modele et ceux du plan, mais la tradition aidant,
le terme ” projection ” a subsisté : mal adapté et souvent mal compris, ce mot
est source de confusion et il n’y aucune raison de le conserver. Dans la suite

de ce cours, il ne sera utilisé que lorsqu’il correspond exactement a son sens
mathématique propre (représentations perspectives).

On donne ci-apres un rappel sur les courbes planes et gauches et la théorie des
surfaces.
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1.2 Courbes Planes - Courbure

Définition 1.1 Une courbe plane (1) est une application de R = R? entiére-
ment déterminée par la donnée d’une fonction vectorielle M(t) d’un paramétre
t €I un intervalle de R :

teICR— (z,y) € R?/OM(z,y) = z(t).i+y(t).j

ot (%,j) la base orthonormée du plan XOY .

1.2.1 Longueur d’un arc de la courbe

L’élément élémentaire de longueur d’un arc est la quantité ds telle que :
ds® = da® + dy? = (2/* +y/?).dt* = dM.dM = ||dM]|?
avec 2’ et y' désignent les dérivées de xz(t) et y(¢) par rapport a la variable t,

ds =+/(x24+y2).dt

Soit pour t =tg € I, My le point origine de ’arc, d’ot en intégrant s, on obtient :

t dM t
= —||dt = 124 y2) dt = F(¢,t 1.1
o= [ |5 #= [V eiae=pen) (L)

d’ou :

t

dM

l'application s définit par: t € I — s(t) = / —
to

d’origine My. De ’équation (1.1]), on peut exprimer ¢ en fonction de s. On peut

alors adopter comme parametre ’abscisse curviligne soit la longueur d’un arc

de (u) d’origine My et de considérer la courbe définie par M(s).

’ dt est dite abscisse curviligne

1.2.2 La Tangente

Au point M, la courbe admet une tangente définie par le vecteur unitaire T :

dx
dM ds

p— M _ | ds (1.2)
ds dy

ds
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(v

v
b

0

Fig. 1.1 Courbe plane

1.2.3 Normale et Courbure

Définition 1.2 La dérivée de T par rapport a s (lorsqu’elle existe et n’est pas
nulle) définit une direction orthogonale d la tangente portant le vecteur unitaire
N dite la normale au point M. On a alors :

1dT
N=—— 1.3
a ds (1.3)
avec .
daT 1
=& == 1.4
“ H ds| R (14)

R est appelé rayon de courbure au point M.

Probléme 1.1 Soit lellipse (E) définie par les équations paramétriques :

T = acosu
M < y = bsinu
avec a>b>0
On pose :
62:a2_b2, 6/2:a2_b2
a? '’ b2

1. Calculer la position sur l'aze des abscisses des deuz points F et F' appelés
foyers tels que MF + MF' = 2a.
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2. Montrer que le produit des distances des foyers a la tangente a l’ellipse en
M est indépendant de u.

3. Donner l’expression de ds.

4. Déterminer les expressions des vecteurs unitaires T et N et en déduire le
rayon de coubure de [’ellipse.

5. Montrer qu’il passe par M deux cercles tangents en ce point d la courbe et
centrés sur Ox,0y respectivement (appelés cercles surosculateurs).

6. Que deviennent ces cercles lorsque M est un sommet de l’ellipse.

1.3 Courbes Gauches

1.3.1. Triédre de Frenétl]- Courbure-Torsion

Définition 1.3 Une courbe gauche (1) est une application de R =R enti¢-
rement déterminée par la donnée d’une fonction vectorielle OM(t) d’un para-
metre t € I un intervalle de R :

teICR= (z,5,2) €R3 /OM(z,y,2) = | y =y(t) (1.5)

1.3.2. Longueur d’un arc de la courbe

L’élément élémentaire de longueur d’un arc est la quantité ds telle que
ds®> = dM.dM = ||dM||* = da? + dy? + d2* = (2"* + > + 2'%).dt?

avec ',y et 2’ désignent les dérivées de z(t),y(t) et z(¢) par rapport & la
variable ¢, d’ou :

1. Jean Frédéric Frenét (1816-1900) : mathématicien, astronome et météorologue
frangais.
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t
S:/ /$/2 +y/2+212dt
to

Soit pour t =tg € I, My le point origine de ’arc, d’ot en intégrant s, on obtient :

s = F(t,to) (1.6)

t
l'application s définit par : t € I — s(t) = / o
to

ligne d’origine My. De I’équation (|1.6)), on peut exprimer ¢ en fonction de s. On
peut alors adopter comme parametre 'abscisse curviligne soit la longueur d’un
arc de (p) d’origine My et de considérer la courbe gauche définie par M(s).

‘dt est dite abscisse curvi-

1.3.3. La Tangente

Au point M, la courbe admet une tangente définie par le vecteur unitaire T .

dx

ds

dM dy
ds ds
dz

ds

1.3.4. La Normale - Courbure

Définition 1.4 La dérivée de T par rapport a s, lorsqu’elle existe et n’est pas
nulle, définit une direction orthogonale d la tangente portant le vecteur unitaire
N dite la normale au point M. On a alors :

1dT
N=—— 1.8
a ds (1.8)
avec :
dT 1
=== 1.9
“ H ds| R (1.9)

R est appelé rayon de courbure .
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aT
Eneffet, |T|=1=T.T=1= 2T.d— =0. Donc : le vecteur T est orthogonal
s
T
A

(v)

X

Fig. 1.2 Le Triedre de Frenét

1.3.5. Binormale

Définition 1.5 La binormale est la droite passant par le point M et de direc-
tion le vecteur B défini par :
B=TAN (1.10)

On a évidemment : | B|| = 1. Le triplet (T,N,B) est direct et forme un triedre
dénommé le triedre de Frenét (Fig. [1.2)).

Définition 1.6 Les plans définis par les vecteurs (T, N), (N, B) et (B, T) sont
appelés respectivement plan osculateur, plan normal et plan rectifiant.
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1.3.6. Torsion

On calcule la dérivée du vecteur B par rapport a s, on obtient :

dB dT dN
22 P AN T A
ds ds AN AEA ds

dN dB
car T et — sont colinéaires, par conséquent Is est orthogonal a T. Comme
s

dB dB
B est unitaire, — est aussi orthogonal a B, donc o est colinéaire a N. On
S S

pose :

dB -1
— = @N (1.11)

Définition 1.7 Le réel 1/7(s) est appelé torsion de () au point M(s).
On calcule la dérivée du vecteur N. Comme N = BA T, on obtient :

— N
— =—AT+BA—=—-NAT+BA—

1
ds ds ds  7(s) R

donc :

dN -T B
ds ?+@ (1.12)

Les trois relations exprimant les dérivées premieres des vecteurs du repere de
Frenét peuvent s’écrire sous forme matricielle :

1
0 — 0
d T 1 R 1 T
*\B 1 7 B
0O — 0

Probléme 1.2 Soit la courbe (C) définie par les formules :

x = at?
M y:at3
2= —at* avec a>0

16
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1. Calculer labscisse curviligne s d’un point M quelconque de cette courbe
lorsqu’on prend pour origine des arcs l’origine des coordonnées et qu’on prend
pour sens des arcs croissants celui des y croissants.

2. Déterminer au point M les vecteurs unitaires du triédre de Frenét.

3. Calculer le rayon de courbure et les coordonnées du centre de courbure.

1.4 Surfaces

Définition 1.8 Une surface (o) de R? est une application d’un domaine D C
R? = R3 a (u,v) € D C R? fait correspond un triplet (z,y,2z) € R® ot z,y,2
sont des fonctions continues des deux paramétres (u,v) :

x = x(u,v)
(u,v) €D = (z,9,2) € R3/ OM(u,v) = | y=y(u,v) (1.14)
z = z(u,v)

Les parameétres (u,u) sont appelés coordonnées curvilignes sur (o).

Donc (u,v) € D = (z,y,2) € (0).

Si la fonction OM (u,v) est dérivable dans le domaine D, on peut définir en
tout point de (¢) un plan tangent et une normale.

: / ! S .
Soient M, et M, les deux vecteurs dérivées au point M avec :

or or

ou ov

00OM . , oy ) 00OM . , oy
50 (u,v) =M’, = 50 | 5 (u,v) =M’, = 3y (1.15)

0z 02

ou ov

Alors I’équation du plan tangent est définie par :
MP.(M,,AM.)=0

P est un point courant du plan tangent. Le vecteur tangent MP s’écrit :
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MP = o.M, + 3.M,, (1.16)
ou «, 8 € R. On pose :
M, AM!
"= A M (1.17)
u v

c’est un vecteur unitaire porté par la normale & la surface (o) au point M.

Une courbe tracée sur la surface est définie par une relation g(u,v) =0 ou par
u=wu(t); v=1u(t) avec t un parametre réel. En particulier, les courbes u =
constante et v = constante sont dites les courbes coordonnées.

1.5 La Premiére Forme Fondamentale

L’élément linéaire ds sur la surface (o) est la distance de deux points infiniment
voisins, le carré de ds est le carré scalaire de dM soit :

ds? = dM.dM = dM? = ||dM||? (1.18)
Or:
z(u,v) dx = x},du+ z,dv
OM (u,v) | y(u,v) | = dM = M du+ M dv= | dy =1y, du+y,dv
2(u,v) dz =z, du+ 2, dv
Par suite :
dM? = ds®> = M,. M, du® + 2M’,. M, dudv + M',. M, dv*
On pose :
E=M!.,. M,
F:M%.M/; (1.19)
G=M,M,
alors ds? s’écrit :
ds? = E.du® + 2.F .dudv + G .dv? (1.20)

(1.20]) est dite la premiére forme fondamentale, elle définit la métrique de la
surface (o).
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1.5.1 Ecriture matricielle de la premiére forme
fondamentale

On appelle g = (g;;) la matrice carrée 2 x 2 telle que :

g1 =F
gi2=go1 =F
g2 =G
Soit :
g11 912 E F)
= = 1.21
g (921 922> (F G (1.21)

Alors I’équation (1.20)) s’écrit sous la forme :

ds? = (du, dv).g. (31;) — (du,dv). (? Z) . (2;‘) (1.22)

La matrice g s’appelle la matrice du tenseur métrique.

1.5.2 Angles de deux courbes coordonnées et Elément
d’aire

*Ona:F=M,M,=|M,|.|M,|cosa, doi :

F _F _F
MM VEVG VEG

et en considérant « € [0, 7] :

F? E.G—F?
sina:\/lcosazz\/lEG:\/ ¢

E.G

cos =

On pose parfois :

H=+/E.G—F?=h?u,v) (1.23)

soit :
H = || M, A M, || = || M, ||| M, || sina (1.24)

Par suite, le vecteur unitaire normal n a pour expression :
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" M., A M, _ M AM,
| M, A M| H

(1.25)

* En considérant maintenant le parallélogramme curviligne de sommet M (u,v)
et de cotés les vecteurs M’ du et M. dv, alors I'élément infinitésimal d’aire d.A
a pour expression :

dA=||M.,dunM,dv||=||M,]||.|M,||du.dv.sina = \/ E.G — F2dudv = Hdudv

On le note aussi :

dA =+ E.G—F2duNdv= HduAdv (1.26)

1.5.3 Coordonnées Orthogonales et Coordonnées
Symétriques

Les coordonnées (u,v) sont dites orthogonales si F' = M, .M. = 0, soit
cosa =0, donc «a est un angle droit.

Les coordonnées orthogonales sont dites coordonnées symétriques si de plus
E = G. Alors la premieére forme quadratique s’écrit :

ds* = Edu® + Gdv® = E(du® + dv?) = H(du? + dv?) = h?(u,v) (du® + dv?)
Exemple :

On considére une sphere de rayon R qu’on note (o), elle est paramétrée par :

RcospcosA
OM | RcospsinA
Rsing

avec ¢ € [=5,+%],A € [0,42n[. Les courbes coordonnées de (o) sont les mé-
ridiens \ = constante et les paralleles p = constante. On remarque qu’elles se
coupent en un angle droit. On calcule la premiere forme fondamentale de la

sphere :
— RsingcosA —Rcospsin
OMZP = | —Rsinpsin)\ , OM) = | Rcospcos\ (1.27)
Rcosp 0

D’ou :
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E=O0OM,.OM, = R’
F=O0M,.OM) =0
G = OM).OM', = R*cos*p

F =0 justifie ce qui a été dit ci-dessus sur 'orthogonalité des courbes coordon-
nées. Ces dernieres sont orthogonales mais non symétriques. En effet :

d 2
ds? = R%d¢? + R%cos®pd\? = R%cos’p ( 4,02 + d)\2>
cos?y

La variable L telle que :

d
dL = =2 (1.28)
cosp
forme avec A un couple de coordonnées symétriques, car :
ds® = R%cos*p(dL* +d)\?) (1.29)
L est appelée latitude croissante ou latitude ou variable de Marcatorﬂ
On pose :
t= 192 — cosp— 1L
=195 cosp = 7 e
d’ou : J ot
¥
dt=(1+t3) L =dp=—">
(1+)5 T 1re
De (1.28)), on obtient L vérifiant L(0) =
? dw 95 2dt 1442 [ 2dt
L — — 5" 3 = 72 (130)
0 Ccosw 0 14t 11 0 1-t¢

On se restreint & ¢ € [—p1,+¢1] ot 0 < @1 < m/2. L’équation (1.30) s’écrit :

L [7 dw 9% i 9E dt Lo Lt tog
7/0 coswi/o 1+t+/0 1—t[0g l—t}0 n

Log‘tg (% + %)’ = Logtg (% + %) (1.31)
car tg (%—I—g) > 0, donc :
o 7
L = Logt (7 f) 1.32
ogtg (5 + 7 (1.32)

2. Gerhardus Mercator (1512-1594) : cartographe, astronome et ingénieur belge. Son
nom était donné a la représentation cylindrique conforme proposée par lui-méme.
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tg (% + g) =exp(L) = L

Soit Iexpression de la latitude ¢ en fonction de L :

L>7f

o =2Arctg(e 5

Exercice 1.1 Soit (T') la surface paramétrée par (u,v) dans R? telle que :

X =u(1—u?)cosv
M (u,v){ Y = u(l—u?)sinv
7 =1—u2

1. Calculer Uexpression de ds®.

2. Montrer que l’équation cartésienne de (T) est :

22 4+9? = (1-2)22

1.6 La Deuxieéme Forme Fondamentale

On calcule maintenant le vecteur d2M la différentielle seconde de OM. On a
alors :

®M = d(dM) = d(OM',.du+ OM,.dv) = dOM,.du+dOM,.dv
=(OM, .du+ OM! .dv).du+(OM. .du+ OM., dv)dv

soit :
d*M = OM",.(du)? +2.0M!,.du.dv+ OM.., .(dv)?

car OM', = OM.,,. On peut écrire 'équation précédente sous la forme :

2M 2M M
J du2+2‘9 dudv—i—a

2ar
"M = Ou? Oudv Ov?

dv? (1.33)

Soit () une courbe tracée sur la surface (o), définie par v = u(s),v =v(s) ol
s désigne I’abscisse curviligne. Soit n le vecteur normal a la surface et N le
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vecteur unitaire porté par la normale principale a la courbe (7). Si T est le
vecteur porté par la tangente a () au point M (u,v), d’apres les formules de

Frenét, on a :
iT_N
ds R

1
ol = est la courbure de () au point M. Or dM = Tds, par suite :

d(dM) = d*M = d(Tds) = ds.dT = ds. (Nd;) (1.34)

On multiplie vectoriellement ’équation (1.33|) par le vecteur normal unitaire
n, on obtient :

0’M 0? 0?’M
207 2 2
n.d“M =n. 52 du +2n.auavdudv+n. 902 dv (1.35)
On pose :
M
Oudv
*M
(1.35) s’écrit alors :
n.d* M = Ldu? + 2Mdudv + N dv? (1.37)

On multiplie aussi I’équation (1.34]) par le vecteur n, d’ou :

ds ds?
A*M=nds. | N— ) =n.N—
n n.ds ( R) n 7
Soit # I’angle formé par n et N, d’ou :
ds®  cosf
A*M =n.N—— = ——ds? 1.38
n n.N— 7 s (1.38)
Comme (|1.37) est égal & (1.38]), on obtient :

0
%dﬁ = Ldu? +2Mdudv + Ndv? = ®(u,)

soit :
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cost) Ldu? 4+ 2Mdudv + Ndv?

R ds?
ou encore :
cos  Ldu?+2Mdudv+ Ndv?  II(u,v) (1.39)
R Edu?+2Fdudv+Gdv? — I(u,v) '
avec I(u,v) la premitre forme fondamentale et 1’expression :
| 11(u,v) = Ldu® + 2Mdudv + Ndv* = ®(u,v) | (1.40)

est appelée la deuxiéme forme fondamentale. D’ou :

Théoréme 1.1 Le produit de la courbure en un point donné d’une courbe tra-
cée sur une surface dans l’espace d trois dimensions par le cosinus de [’angle
entre la normale a la surface et la normale principale da la courbe est égale au
rapport de la deuxieme et la premiére formes fondamentales du vecteur tangent
a la courbe en ce point.

cost

Définition 1.9 La quantité

méme vecteur tangent T en un point donné est dite la courbure normale de
la surface en ce point.

invariante pour toutes les courbes ayant

Proposition 1.1 Sila courbe est la section d’une surface par un plan normal,
on a :

l _ Ldu? 4+ 2M dudv + N dv?
R Edu?+2Fdudv+ Gdv?

0=00uf=m=cosd =+1= =+ (1.41)

Probléme 1.3 On définit une surface (¥) par les équations :

X = a.cosu.cosv
M(u,v){ Y = a.cosu.sinv
Z = b.sinu

avec a,b deux constantes positives.
1. Calculer les composantes des vecteurs OM,, et OM,,.

2. Calculer les coefficients E,F,G de la premiére forme fondamentale de la
surface (X).

3. En déduire Uexpression de ds>.
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4. Les coordonnées (u,v) sont-elles orthogonales ¢ symétriques ?
5. Calculer un vecteur unitaire normal n de (%).

6. Calculer les vecteurs :

oM, OM! .  OM/,
On pose :
L=nOM,,, M=nOM,, N=nOM,,

7. Calculer les coefficients L, M et N.

1.6.1. Triédre de DarbouzP - Ribaucourd

Soit () une courbe tracée sur une surface (o) pour laquelle on sait définir en
un point donné M le repére de Frénet (T, N, B).

Définition 1.10 On appelle repére de Darbouz - Ribaucour (T, n,g) le repére
orthonormé formé par les vecteurs T, n et le vecteur g= T A n.

La position relative des deux reperes est donnée par I’angle :

—

§=N,n (1.42)

1.6.2. Section Normale

Définition 1.11 Soit la courbe () tracée sur (o) et définie comme intersec-
tion de (o) et du plan passant par le point M et de directions m et T, alors (vy)
est appelée section normale de (o) en M dans la direction T.

La normale principale de () est la droite portée par le vecteur n. Si R, est le
rayon de courbure de () au point M, on a par définition :

3. Jean Gaston Darboux (1842-1917) : mathématicien francais.
4. Albert Ribaucour (1845-1893) : ingénieur et mathématicien francais.
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dT n
ds R,
par suite :
ar 1
s T R,
or (1.34]) donne :
AT — d*M
 ds

d’ou :

aT

n.—

soit :

ds

n.
ds?

M 1 1I(u,v)
R, I(u,v)

1 Ldu®+2Mdudv+ Ndv?  II(u,v)

R,  Edu?+2Fdudv+ Gdv?

I(u,v)

(1.43)

En comparant 1’équation ci-dessus avec I’équation (|1.39)), on obtient :

D’ou le deuxieme théoreme de Meusnierﬁ :

(1.44)

Théoréme 1.2 Le rayon de courbure R d’une courbe () tracée sur une surface
(o) et ayant méme tangente de direction T est égal au produit de Ry, rayon de

courbure de la section normale par le cosinus de l’angle 0 entre les vecteurs n

et N.

1.6.3. Indicatrice de Dupin[

On considere le repere orthonormé R au point M défini par les vecteurs :

1 oM
VE Ou

L oM
VG v

Définition 1.12 L’indicatrice de Dupin est I’ensemble des points P du plan

tangent en M vérifiant :

MP=+/R, T

(1.45)

5. Jean Baptiste Meusnier (1754-1793) : militaire, géomeétre et mathématicien fran-

cais.

6. Charles Dupin (1784-1873) : ingénieur et mathématicien francais.
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quand T varie autour de M.

Soit un point P(a,3) dans R, on a alors :
_ oM p oM
VE Ou /G Ov
M M
MP = R, T = /R, (oM v 0
ds Ou  ds Ov

MP

d’ou :

du__a o odv_
ds /ER, ds  /GR,

En utilisant la deuxiéme forme quadratique, on a :

2 2
1:L(d“> +2MdUdU+N(dU) =

R, ds ds ds ds
1 a? af B2
— =1L +2M +N
R, ER, R,.VEG GR,
ou encore :
L , M N o
—a" +2——=af+ =5 =1 1.46
C’est I’équation d’une conique (ellipse, parabole, hyperbole) suivant le signe du
M?—-LN
discriminant —mc o M? — LN respectivement (négatif, nul ou positif).

1.6.4. Les Directions principales

On suppose que M? — LN < 0.

Définition 1.13 On appelle directions principales les directions des axes de
symétrie de l'indicatrice de Dupin.

Définition 1.14 On appelle les rayons de courbure principauxr R; et R les
rayons de courbure normale dans les deux directions principales.

Les directions principales sont orthogonales.
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1.6.5. Formule d’Euler[]

En supposant que l'indicatrice de Dupin est une ellipse d’équation :

oL (1.47)

a? = b2

ou a,b sont les 2 rayons de courbure normale principaux, on peut écrire :

MP = /R, T = i\/Ry,cosy + j\/ Rysiny

avec P = f,\i, or : MP = ai+ 3], avec I’équation 1) on obtient alors la
formule d’Euler :
R, cos%y n R, sin%1) I cos®yp  sin?y

=12 —
a? b2 R, a? b2

D’ou :

1
Théoréme 1.3 (Formule d’Euler) :La courbure de la section normale —

n
en un point donné est égale d :

1 cos®yp  sin?i
= 1.4
R, a? + b2 (1.48)

a2
surface entre le vecteur tangent a la section normale et la direction principale

correspondante.

sont les courbures principales au point considéré et ¥ l’angle sur la

Définition 1.15 Le produit des courbures principales est la courbure de Gausslﬂ
ou courbure totale de la surface et la courbure moyenne la somme des courbures
principales.

Pour la premiére forme fondamentale ds?, on a déja noté (1.21)) :
_(E F
I9=\r ¢

et concernant la deuxiéme forme fondamentale ®(u,v) donnée par 1'équation
(1.40)), elle peut s’écrire sous la forme :

7. Leonhard Euler (1707-1783) : mathématicien et physicien suisse.

8. Carl Friedrich Gauss (1777-1855) : mathématicien et géometre prussien, fondateur
de la théorie des surfaces.
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q>=q>(u,v)=(du,dv).<AL4 %)(33) (1.49)

ou par abus de notation, on a noté par ® la matrice ci-dessus.
Alors, on annonce les deux théorémes suivants sans les démontrer (B. Doubro-

vine - S. Novikov - A. Fomenko, [1]) :

Théoréme 1.4 La courbure totale K en un point d’une surface est égale au
rapport des déterminants de ses deuxieme et premiére formes fondamentales :

_ Dé® LN -—M?

- — 1.50
Détg  EG— 2 (1.50)

et :

Théoréme 1.5 La courbure moyenne H en un point d’une surface est égale a
la trace de la matrice g=1.® :

(H="Tr(g".®)] (1.51)

Exercice 1.2 Soit la surface d’EnnepeTﬂ :

X=u——+uw

M (u,v) Y:v—v——l-qu
3
7 = u? —v?

1. Montrer que :
ds® = (1+u? +v2)%.(du® + dv?)

2. Calculer un vecteur unitaire normal a la surface.

3. Montrer que la surface d’Enneper est de courbure moyenne nulle en chaque
point.

Exercice 1.3 On suppose que la métrique d’une surface donnée est :

ds®* = A%du® + B2dv®, A= A(u,v), B = B(u,v)

9. Surface paramétrée par le mathématicien allemand Alfred Enneper (1830-1885).
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1. Montrer alors que l’expression de la courbure totale est :

1

K=-78

AN B\’
(B)ﬁ(A)u

" désigne la dérivation partielle.

1.7 Les Surfaces Isothermes

1.7.1 Introduction

Soit F une surface définie dans R®, paramétrée par la fonction vectorielle

OM = F(u,v) telle que :

x = F1(u,v)
F(u,v) |y = Fa(u,v)
z = F3(u,v)

F est dite une paramétrisation conforme de F si on a les conditions suivantes

[ :

OF OF _OF 0F _ o

ou ou v dv  ©
oror _
ou v

u,v)

C’est-a-dire que la premiere forme fondamentale de F s’écrit :

ds? = da® + dy? + dz* = 2 (du? + dv?)

Le vecteur normal unitaire est donné par :

oF oOF
_ _awNow

R

avec :

(1.52)

(1.53)
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oF

—,——,n) est un repére
ou’ v’ )

Quand le point M varie sur la surface F, le repere (

mobile.

La deuxieéme forme fondamentale de F est définie par [6] :

n.d?>F = Ldu® + 2Mdudv + Ndv?

1.7.2 Présentation des Surfaces Isothermes

Définition 1.16 Si cette deuziéeme forme fondamentale s’écrit sous la forme :

du?  dv? )
- + -
P1 P2

—n.d?F = () ( (1.54)

alors, la paramétrisation de F est dite isotherme.

Dans ce cas, p1,p2 sont les rayons de courbure principaux de la surface F, et
les courbes u = constante et v = constante sont les antécédents des lignes de
courbure du modele.

Définition 1.17 Une surface qui admet des coordonnées isothermes est dite
isotherme.

Exemple : soit la sphére définie par :

x = RcospcosA
M = |y = RcospsinA R>0

z = Rsiny
On a alors :
2 25 2 2 .2 2 2 .2 dg* 2
ds® = R*dy” + R*cos”pd\” = R*cos”¢ 5— T dA
cos?y
Posons : p
ALy = - — Lar = Logtyg (f+f) (1.55)
cosp 4 2

L est la variable de Mercator, ds? s’écrit :
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ds? = R%cos®p(dL3; + dN2) = e®EMA) (L3, 4+ dN?) (1.56)

avec PN = (P(EM) = R2co520 (1.57)
Comme : - -
= 4+ = Lamy_
Ly = Logtg (4 + 2) = p =2Arctg(e~M) 5

ce qui donne (p €] —7/2,+7/2[,cosp > 0) :
®(Lys) = 2LogR + 2Logcosp = 2LogR + 2Log(2sin(Arctge“M))  (1.58)

De (1.56)), la sphére paramétrée par (Lpr,A) est conforme. Calculons mainte-
nant la deuxiéme forme fondamentale. On a :

COSPCOSA
n = | cospsin (1.59)
sty

dF1 = —RsinpcosAdy — RcospsinAdA
dF = |dFy = —Rsinpsin\dy + RcospcosAdA (1.60)
dF3 = Rcospdyp
et :

d?Fy = —RcospcosAdg? + 2Rsingsin\dpd\ — RcospcosAdN\?
d*F = | d?Fy = —Rcospsin\dg?® — 2Rsinpcos dpd\ — ReospsinAd\? (1.61)
d’F3 = — Rsinpdp?

D’ol Pexpression de n.d?F' la deuxiéme forme fondamentale :
n.d?F = cospcosA.d2Fy + cospsin\.d>Fy + sing.d? F3 = —Rdp? — Reos®od)\?

Soit :

d£2 2
—n.d*F = Rd(p2 —l—Rcosz(pd)\Q = @CD(LM) <M + d/\>

R R

On retrouve I'équation (|1.54)) avec : p1 = p2 = R, donc la sphére est une surface
isotherme.

On laisse a titre d’exercice pour le lecteur d’étudier le cas de l’ellipsoide de
révolution. En général, les surfaces de révolution de IR3 sont des surfaces iso-
thermes.
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1.7.3 Les Equations de Gauss- Weingarten et
Gauss-Codazzi

1.7.3.1 Les équations de Gauss-Weingarten

F OF
Considérons la base du repéere mobile (a—, a—,n) et exprimons les dérivées
u’ Qv
0 0
partielles 70 et — des vecteurs de cette base dans la méme base, en tenant
U U

compte que la surface est isotherme c’est-a-dire qu’on a ’équation ([1.54)) :
2 2
—n.d?F = ¢®uwv) <du + dU)
P1 P2

or de [0], la deuxiéme forme fondamentale s’écrit aussi :

n.d*F = L.du® + 2Mdu.dv + N .dv? (1.62)
avec :
0*F
0*F
M=n.
" oudv
0*F

L=<
P1
M=0
S
P2
F
Commengons par calculer 2 (8) Posons :
u \ Ju
oF
=— 1.63
T B ( )
oF
= — 1.64
2= B0 )
e3=n (1.65)

On écrit :
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F 2F
g (8 ) _9 =q.e1 +b.eg+c.e3 (1.66)

u\ou) oul
Il faut déterminer les coefficients, a,b et ¢, d’ou en utilisant (1.52)) et (1.53) :

A*F

€15, 7 = a-1.€1 +b.er.ea+cer.es =a.e®+0+0=aq.eP®?) (1.67)
Or:
2 1 2 1 P(u,v)
el.a F - 19 (oF - ,Egb(u,v) _¢ M (1.68)
ou?  20u \ Ou 2 Ou 2 ou
Par suite :
10®(u,v) P,
a== ="
2 Ou 2
De méme :
2F F 2F
eg.a— =a.es.e1+b.es.eatceses=0+b.e®+0+0= b.e®() — p= e_q)a—.a—
ou? Oov Ou?
(1.69)
Commme 0 (OF 0 0*F 0 oF 02
F OF F OF F F
A (i o - 1.
ou (au 81}) 92 o + Ou Oudv 0 (1.70)
Et:
& (OF\® _OF 0*°F 0 4 OF 92F 1
— =] =2—. = =29 =29 1.71
ov <8u) Bu Budv  Bv O VT Bududy  2° v (L.71)
D’ou : oF o2 )
F 0°F -1 -
pe @ O ol o g v
©C wawr "¢ 2T 2
Enfin :
0%’F O%’F e®
e3.—— = a.ez.e1 + b.eg.ea+c.e3.e3=04+04+c=—=c=n.—5=L=——
Ou? Ou? 3
(1.72)
Finalement :
O (OF\ _0F _ @, o,
gul\ou) a2~ 2T 2@ p1 s
On a aussi :
0 (OF 0’°F @ P!, e® P, D! e®
(%(811) Ov? 2 @79 p2€3 261+ 2 p263 (173)

Et:
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9 (OF 0’F OF 0°F o 1 o
81{/(81}) —m—a1.€1+a2.62+a3.€3:>aiu.m—ale —56 '®’U

(1.74)
!
Par suite : a1 = 7”, d’une part :
OF O°F _ = o
v Budy ¢
Comme : ) )
o (OF OF 0°F @
— =] =2—. =% 1.
ov (81}) v duu  C Y (175)
/
Ce qui donne : ag = 7”, d’autre part :
0’F 0*F
. — . g = M = ]..
“ Oudv " oudv 3 0 (1.76)

Pone: o (OF\ o (OF\ &, @

0 (m) = 9 (a) —patge (L.77)
. , . On n 5 on

Maintenant, on va déterminer — et —. Comme n.n=n*=1=—=n.— =0

ou ov ou

c’est a~dire qu’on peut écrire :

on
— =by. . 1.
7 by.e1 + bs.eo ( 78)
Alors : OF &
or on _ o @
au 8’[1, b1.6

Or :

Lo PE _OF On OF On OF 9 ( OF\_ 0n OF _ On OF _
T ou2 T T ou?  Oudu Oudu du \ du Au du  Ou du

Soit : ®

on OF e
———=—-L=— b= — 1.
ou’ ou PR (1.79)
Maintenant :
OF on _ bo.e®
ov ou &

Or :

O%F O?F On OF On OF 0 oF on OF on OF

M=n——=—n—">—— " —="—[n—|-—— —=—— — =

oudv oudv Ou Ov Ou Ov Ou ov ou Ov ou Ov

Soit :
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on OF o
%.%—O—bQ.e ﬁbQ—O
Donc :
on_ 1
ou Plel
. on 1
et de méme — = —ey
v p2

En résumé, on peut écrire sous forme matricielle :

/ ! (o]
A

/ = /
F > - F!
0 / /
S| B = % % o .| 7 (1.80)
n 1 0 0 n
p1
De méme : o o
E, 3 3 E,
! / (o]
82 F | = _% % N Y 2 (1.81)
v p2
n 0 S 0 n
P2

Les relations ((1.80]) et (1.81]) sont appellées les équations de Gauss—WeingartenlE

Posons : )
Fu

o= | F!

n

Alors, Les relations (1.80)) et (1.81]) peuvent étre écrites sous la forme :
o, =Aoc (1.82)
o, =B.o (1.83)

ou A et B sont les matrices 3x3 ci-dessus.

1.7.3.2 Les équations de Gauss-Codazzi

Comme 2(0’;) = aﬁ (o1, on obtient :
u

ov

10. Julius Weingarten (1836 - 1910) : mathématicien allemand.
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Alo+ Aol = Blo+ B.ol, (1.84)
soit en tenant compte des relations ((1.82)) et (1.83)) pour tout o # 0 :
Al —Bl,+AB-B.A=0 (1.85)
Qu’on écrit sous la forme :
Al —B,+[A,B]=0 (1.86)
avec : [A,B] = A.B— B.A. L’ensemble des équations de (1.85) constitue les

équations dites de Gauss—CodazzilE

Calculons [A, B], on obtient :

. S a1
o pP1P2 2 P1 P2
/
¢ 0 _%©<1+1> (1.87)
p1P2 2 p1 P2
¢2<11) ¢L<11) 0
2 \p1 p2 2 \p1 p2

Par suite, I’équation (1.85) donne apres calculs les équations suivantes de

Gauss-Codazzi :
92d 92 e®
+2

=0
du? v pips
2 0py 0D ( 1 1 >
- —=——--—————1]=0 1.88
p3 du  du \p2 pi (1.88)
23m3¢<1 1)_0
p dv v \p2 m
Dans le cas de I'exemple étudié, on a :
e® = RZcosyp
pr=p2=R
et d
w= Ly ALy = —
Cosp

On vérifie facilement les trois équations ci-dessus. On laisse au lecteur d’écrire
ces équations pour l'ellipsoide de révolution.

11. Delfino Codazzi (1824 — 1873) : mathématicien italien.
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1.7.4 Les Surfaces Isothermes Discrétes

Dans cette section, on va présenter les surfaces isothermes discretes. On consi-
deére le cas de Dellipsoide de révolution. Soit F(a,e) un ellipsoide de révolution
de parametres a et e respectivement le demi-grand axe et la premiere excentri-
cité.

Un point M (p,\) est défini par ses coordonnées tridimensionnelles dans un
référentiel 3D donné par :

X = NcospcosA
Y = Ncospsin (1.89)
Z = N(1-e?)sing

On considére que (p,\) € [O,g] x [0,7]. Soient l,q deux entiers positifs non

nuls, on pose :

T
¥i= o i=0,1,...,1 (1.90)
A = % j=0,1,....q (1.91)

On note le point M; j = M (i, Aj).

Définition 1.18 Un quadrilatére Q; ; de la surface discréte de ellipsoide est
formé par les sommets telsqu’on a le chemin fermé suivant :

M j— M ji1— Mg j11— M, — M 5.

Miy1,5(4) =— M;y1,41(3)

i T

M; j(1) —— M; j+1(2)

Définition 1.19 La surface discréete de ellipsoide est formée par l’ensemble
des quadrilatéres Q; ;.

Etudions la position du quadrilatere Q; ; par rapport a la surface de I'ellipsoide
E. Le quadrilatere Q;; est un morceau de plan passant par les quatre sommets
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du quadrilatere ou encore passant par M;; et engendré par le vecteur M;; M; ;11
et le vecteur M;;M; 1 ;. Pour simplifier les notations, appelons :

M; ;= M (1.92)
Mi7j+1 = M> (1.93)
M1 =M,y (1.94)

Le quadrilatere Q;; est engendré donc par les vecteurs MMy et My My, leurs
composantes sont :

Xo—Xy X4—Xq
M1M2: YQ—Yl ; M1M4: Y4—Y1 (195)
Zo— 71 Zy— 21

1.7.4.1 Equation du plan passant par Q;;

Soit P(X,Y,Z) un point quelconque du plan en question, son équation vecto-
rielle s’écrit :

X-X=a(Xo—X1)+B(Xs—X1)
MP=|Y-Y; :Oé(YQ—Yl)—f—ﬁ(YZL—Yi) (196)
Z—Z1v=a(Za—21)+B(Zs— Z1)

L’équation du plan est obtenu en disant que les vecteurs My P, M1 Ms, My My
sont coplanaires, donc le déterminant ci-dessous est nul :

X-X1 Xo—-X1 Xu—-Xi
Y-V Yoa-Vi Yi-V; |=0 (1.97)
Z—70 Zo—71 Zi—74

ou encore :
X—-X1 AXi2 AXu
Y-Y, AYis AYy |=0 (1.98)
Z—7Z7 AZiyz AZyy
avec :
AX12:X27X1; AX14:X47X1 (199)
AYlg = Y2 — Yl; AY14 == Y4 - Y1 (1100)
AZ12 = Zg - Zl; AZ14 - Z4 - Zl (1.101)

L’équation du plan sera de la forme :
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AX+BY+C.Z=H (1.102)

ou les coefficients A, B,C, H dépendent des A(.); ci-dessus.

Soit un point T'(p,A) de Dellipsoide de coordonnées (Xr,Yr,Zr), avec ¢p; <
@< i1 et Aj <A< Ajy1. La distance de T au plan du quadrilatére est donnée

par :
|H—-AX-BY -C.Z|

A2+ B2+ C?

Dist(T,Q) = (1.103)

1.7.4.2 Recherches de la distance maximale

Quand le point T'(¢,\) se mouve sur la portion de Iellipsoide avec @; < ¢ <
wir1 et Aj <A < Ajy1, on veut chercher le maximum de la distance du point
T au quadrilatere Q;;. Pour cela, on étudie la fonction :

(o, A) — g(p,\) = (H-AX-BY —-C.Z)? (1.104)
Calculons g— et %
dg 0X aY 0z
H-AX-BY-CZ)(-A——-B.— —C.—) =0 (1.105
o = (A ~B.S-—C.50) =0 (1103
dg 0X oY
gy =20H—AX —BY —C.2)(-A. 55 ~B.50) =0 (1.106)
Comme T ¢ Q;; donc H—A.X —B.Y —C.Z # 0, par suite, on a :
0X oY 0z
A— — 1.1
9o +B Do +C. 9 (1.107)
0X )4
A ST+ Boe =0 (1.108)
Rappellons que :
d(Ncosyp) = —psinpdyp
Donc :
X
6&0 = —psSinecosA (1.109)
Y
ZSD = —psinpsinA (1.110)
7
02 = pcosy (1.111)

Oy
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0X

— =-N ) 1.112

X cospsinA ( )
Y
— =N 1.11
Y COSPCOSA (1.113)

Les équations (|1.107)) et (1.108]) deviennent :

B A
tgh = — = 0S8\ = ———== 1.114
A=A TN TEr e ()
tgp = %cos)\ (1.115)

D’ou :

C
tgp = ———== 1.116
W TE (410)

Note historique : La théorie des surfaces élaborée par Gauss était surtout

influencée essentiellement par son travail comme géomeétre topographe dans le
Royaume de Hannover au Nord de I’Allemagne durant la période 1821-1825.
En 1822, il présenta son mémoire intitulé " General solution of the problem
of mapping parts of a given surface onto another given surface in such a way
that image and pre-image become similar in their smallest parts', a la Société
Royale des Sciences a Copenhague (Danemark) ot il recevait un prix officiel.

Ot se réside donc I'importance de son mémoire ? Ce dernier concernait I'étude
du probléme de cartographier une surface sur une autre en satisfaisant certaines
propriétés. C’est le probleme de base de la cartographie. Parmi les représenta-
tions planes dites abusivement projections sont celles qui conservent les angles
ou représentations conformes. Elles ont un aspect pratique pour la navigation
maritime. Ainsi, Gauss avait réussi a trouver une procédure pour déterminer
toutes les représentations conformes localement pour les surfaces analytiques.
11 ajouta dans le titre de son mémoire cette phrase en latin :

Ab his via sterniture ad maiora.

soit " De la, le chemin de quelque chose plus importante est préparé
". En effet, Gauss présentait en octobre 1827 une théorie générale des sur-
faces a travers son papier " Disquisitiones generales circa superficies curvale g
(Investigations about curved surfaces). L’important résultat de son papier est
le théoréme egregium dit encore le théoréme merveilleux. Ce dernier dit que la

courbure de Gauss est une propriété intrinséque pour les surfaces de dimension
2. La courbure de Gauss dépend des composantes g;; du tenseur métrique et
de ses dérivées partielles premiéres et secondes par rapport aux coordonnées

12. Voir aussi (P. Dombrowski, 1979).
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locales. (E. Zeidler,[10])

1.8 Exercices et Problémes

Probléme 1.4 On définit une surface (S) par les équations :

X =u?+v
M(u,v){ Y = u+0?
Z =uv

1. Calculer les composantes des vecteurs OM,, et OM,,.

2. Calculer les coefficients E,F,G de la premiere forme fondamentale de la
surface (S).

3. En déduire lexpression de ds>.
4. Les coordonnées (u,v) sont-elles orthogonales ¢ symétriques ¢

5. Calculer un vecteur normal de (S).

Probléme 1.5 On considére la surface (T') définie par les équations :

X = sinu.cosv
M (u,v) Y = sinu.sinv
Z = cosu—{—Logtg% +1(v)
avec (v) est une fonction définie de classe C* de v.
1. Donner le domaine de définition de la surface (T).

2. Montrer que les courbes coordonnées v = constante constituent une famille
de courbes planes de (T') et que leur plan coupe (T') sous un angle constant.

3. Calculer les composantes des vecteurs OM,, et OM,.

4. Calculer les coefficients E,F,G de la premiére forme fondamentale de la
surface (T).

5. En déduire lexpression de ds>.
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6. Les coordonnées (u,v) sont-elles orthogonales ¢ symétriques ?

7. On suppose pour la suite que ¥ (v) =0, calculer un vecteur unitaire normal
n deT.

8. Calculer les vecteurs :
oM, OM,!  OM),

On pose :
L=nOM M =n.OM/

uu? uv?

9. Calculer les coefficients L, M et N.

N =n.OM,,

10. En déduire l’expression des courbures moyenne et totale.

Probléme 1.6 Soit la surface (T') définie paramétriquement par :

X =thu.cosv
M (u,v) Y =thu.sinv
’ 1 u
Z = — + Logth—
chu +hog 2
avec chu et thu sont respectivement le cosinus et la tangente hyperboliques
définies par :
eu+67u o eu+efu

chu = —5 thu =

1. Donner le domaine de définition de la surface (T).

eu — e—u

2. Calculer les composantes des vecteurs OM,, et OM,.

3. Calculer les coefficients E,F,G de la premiére forme fondamentale de la
surface (T).

4. En déduire Uexpression de ds?.
5. Les coordonnées (u,v) sont-elles orthogonales ¢ symétriques ?
6. Calculer un vecteur unitaire normal n de (T).

7. Calculer les vecteurs :

oM, OM,,h6 OM,,

On pose :
L=nOM M =n.OM/

uu uv?

N =n.OM,,
8. Calculer les coefficients L,M et N.
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9. Déterminer les coubures moyenne et totale.

Probléme 1.7 Soit (L) une surface de R? paramétrée par OM (u,v) telle que
sa premiére forme fondamentale s’écrit : ds®> = Edu® + 2F dudv + Gdv?

1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

oF 0G
i) - —=—=0,
ov  Ou
2
i) - le vecteur est paralléle au vecteur normal N d la surface,
udv

iii) - les cotés opposés de tout quadrilatére curviligne formés par les courbes
coordonnées (u,v) ont méme longueurs.

2. Quand ces conditions sont satisfaites, on dit que les courbes coordonnées
de (X) forment un réseau de Tchebychev.E Montrer que dans ce cas, on peut
paramétrer la surface par (i,7) telle que ds® s’écrit :

ds® = di?® + 2cosfdadd + dv?

ot 0 est une fonction de (@,9). Montrer que 0 est Uangle entre les courbes
coordonnées i, .

3. Montrer que ’expression de la courbure totale est donnée par :

1 0%
K= .
sinf OQudv
4. On pose :
U4=1u+
D=10—7

Montrer que d52 s’écrit avec les nouvelles variables (4,0) :
)
d52 = COSQWdQQ + SZ-’I’LQUJd’l’)2

avec w=10/2.

13. Pafnouti Tchebychev (1821 - 1894) : mathématicien russe.



CHAPITRE 2

REPRESENTATION D’UNE SURFACE SUR UNE AUTRE

2.1 Définitions

Définition 2.1 Représenter une surface sur une autre, c’est établir une cor-
respondance entre un point a d’une surface ou portion de surface (o), appelée
modéle et un point A d’une surface ou portion de surface (¥), appelée image.

Le but poursuivi (cartographie mathématique) permet de restreindre I’étude
aux cas ol les hypotheses suivantes sont réalisées :

a - la surface modele est sans points singuliers; la correspondance peut intro-
duire des points singuliers (ou points critiques), mais en dehors de ceux-ci, elle
est bijective;

b - en tout point ou la correspondance est bijective, elle est continue (donc
respecte les relations de voisinage).

Dans ces conditions, et mis a part les éventuels points critiques sur la surface
image, représenter (o) sur (X) consiste & définir une bijection B de (o) sur (X),
dans les cas particuliers ot :

- la surface o est sphérique ou ellipsoidique ;

- la surface £ est sphérique ou plane.

37
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2.2 Eléments correspondants

Représenter la surface o sur X consiste a définir une bijection B de 0 = X
(Fig. :

am(u,v) € (o) = M(U,V) e (X) avec :

(u,v) EDCR?, U=U(u,v), V=V(u,v) et OM = B(om) avec (U,V)€QC

R2. C’est aussi équivalent de définir une bijection B de D sur Q. On suppose
que lapplication B est différentiable et de jacobien non nul.

Fig. 2.1 Représentation plane

(u,v) les parametres qui définissent la surface (o) et U = U(u,v),V = v(u,v)
sont ceux de la surface (X).

Les points m(u,v) et M (U,V) sont appelés points correspondants. Si le point
m décrit une courbe () sur (o), son image M décrit une courbe (T'), on dit
que les courbes () et (T') sont dites courbes correspondantes.

De méme, on appelle tangentes correspondantes, les tangentes a deux courbes
correspondantes en deux points correspondants (Fig. @ L’angle de deux

d
A
; Z () @

Fig. 2.2 Tangentes correspondantes
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tangentes & deux courbes sur (o) et I'angle des tangentes correspondantes sont
dites angles correspondants (Fig. [2.3]).

(o) )

Fig. 2.3 Angles correspondants

2.3 Canevas

Les représentations sont différenciées par deux aspects qui sont :

- la nature des courbes coordonnées du modele et celles de I'image qui défi-
nissent le caractere du canevas;

- le type de l'altération : longueurs et/ou angles et/ou surfaces.

Définition 2.2 On appelle canevas les images des courbes coordonnées du mo-
déle.

Pour passer au plan, on peut considérer le passage du modele ellipsoidique au
plan ou celui du modele ellipsoidique au plan via le modele sphérique :

Pellipsoide =—> au plan

Pellipsoide = a la sphére = au plan

Les représentations peuvent étre classées selon la nature des courbes coordon-
nées (u,v) et (U,V). Pour le modele sphérique, les courbes coordonnées (u,v)
déterminent toujours deux familles de courbes orthogonales, méridiens et pa-
ralleles ou pseudo-méridiens et pseudo-paralléles.
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Soit DD’ le diameétre de référence du modele, le point D est le pivot de la

représentation (Fig. .

La représentation est dite :
- directe, si le diameétre de référence est choisi sur la ligne des poles PP’ ;
- transverse si le diamétre de référence est perpendiculaire 8 PP’ ;

- oblique : les autres cas, le pivot n’est ni péles, ni sur I’équateur. Quant aux

P

e N
SEARS S &

(a) )] ©

Fig. 2.4 Types de représentation

courbes coordonnées de I'image plane, elles sont :

- soit deux familles de droites perpendiculaires; U,V sont alors les coordonnées
cartésiennes X et Y du plan;

- soit une famille de droites concourantes (Q)) et la famille de cercles orthogo-
naux (R) définissant des coordonnées polaires.

2.4 Les Représentations Cylindriques

Définition 2.3 Les représentations cylindriques sont définies par les représen-
tations ayant comme courbes coordonnées images les coordonnées cartésiennes
XY correspondantes aux courbes coordonnées du modéle.

Les représentations cylindriques quelconques ont pour équations sous la forme :
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X = X(u) <:)u:u(X)

Y=v@) T v=u(Y) (2.1)

Cas des représentations cylindriques directes : les parametres du modéle sont
©, A\ respectivement la latitude et la longitude et les équations de la représen-
tations sont de la forme :

X =X(»)
Y =Y())

¢ =p(X) X=X\ A= A(X)
A=A) M Y =Y(e) T e=0(Y)

Cas des représentations cylindriques transverses : les parameétres du modeéle sont

= (2.2)

les coordonnées de Cassini-Soldner (L, H) et les équations sont de la forme :

X:X(L)<:>L:L(X) o Y =Y(L) <:>L:L(Y) (2.3)
Y=Y(H) H=H(Y) X=X(H) H=H(X) '
En remplacant L et H en fonction de ¢ et de A, on obtient :

Y =Y(p,\) A=A(X,Y)

2.5 Les Représentations Coniques et Azimutales

Définition 2.4 Ce sont les représentations planes telles que les courbes co-
ordonnées images sont définies par les coordonnées polaires R,(). Les courbes
R = Constante et Q) = constante sont les courbes correspondantes des courbes
coordonnées u et v du modéle.

Les équations générales de ces représentations sont de la forme :

Q=0(u) u=u(Q)
R=R(v) = v=u(R) (25)

u = cte = () = cte = les images de u = cte sont des droites concourantes.

v = cte = R = cte = les images de v = cte sont des arcs de cercles concen-
triques.

Parmi les représentations coniques, on trouve un groupe particulier de repré-
sentations ou l'angle () est égal a I'angle du cercle méridien correspondant
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soit 'azimut de la tangente au méridien au pole D de la représentation, ces
représentations sont dites représentations azimutales :

O=Az <:>Az:Q (2.6)

R=R(v) v=uv(R) '
Les représentations coniques directes ont leurs équations comme suit :

R=R(p) _ ¢=¢(R) (2.7)

Q=00 " A=A(Q

~—

2.6 Les Altérations

2.6.1 L’Altération Angulaire

Définition 2.5 On appelle altération angulaire la différence des deuzr angles
correspondants soit :

00 (2.8)

2.6.2 Le Module Linéaire dans une direction ¢

Soit 4 la direction de la tangente en un point donné m du modele (o), s et S
les abscisses curvilignes sur les 2 courbes correspondantes (y) et (T).

Définition 2.6 On appelle module linéaire dans la direction & le rapport :

iy 48 _ MU V)| _ | V]
s = 55 = Tam(w )]~ [l (2.9)

ot V est limage du vecteur v unitaire dans la direction §.

En utilisant les éléments de la 1ére forme fondamentale des surfaces (o) et (Q),
on a alors :

o <dS> > dS?  EdU?+2FdUdV +GdV?
2

ds) T ds? T edu?+ 2 fdudv + gdv?

soit :
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EdU? + 2FdUAV + GdV?
m5:\/ U2+ 2FdUdV +GdV 2.10)

edu? + 2 fdudv + gdv?

2.6.3 L’Altération Linéaire

Définition 2.7 On appelle altération linéaire dans la direction § la quantité

sans unité :
)

2.6.4 Le Module aréolaire

Soient da(c) et dA(X) des aires de domaines limités par des contours corres-
pondants, alors :

Définition 2.8 Le module aréolaire ou rapport des aires est donné par :
dA(Z EG-—F?

Mg = (Z) = ¢ (2.12)
da(o) eqg— f?

2.7 Indicatrice de Tissot

Le Lemme de Tissotl]

Lemme 2.1 En 2 points correspondants, il existe au moins deux 2 vecteurs vy
et vy orthogonauz sur (o) admettant deuz vecteurs Vi et Vo correspondants

orthogonauz sur (£) (Fig. [2.5).

Le couple de directions correspondantes orthogonales a la fois sur la surface
image (L) et sur la surface modéle (o) sont appelées directions principales (au
sens de Tissot).

1. Nicolas Auguste Tissot (1824 - 1897) : cartographe francais.
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Fig. 2.5 Les directions principales

Soient 47 et do les directions principales sur (¢). Les modules linéaires dans les
directions 97 et d2 sont dits modules principaux :

ms1 =ma

Mmeg2 = M2

Indicatrice de Tissot : Soient a un point de (o), dans le plan tangent a (o)
au point a et le repére orthonormé (a,du,dv) de vecteurs unitaires vi et va.
Soit b un point voisin de a tel que [|abl| = 1. Au repére (a,du,dv) correspond
le repere orthonormé (A,dU,dV) sur la surface X, et au point b correspond le

point B (Fig. [2.6]).

B

du

Fig. 2.6 Indicatrice de Tissot

Par définition, on a :
_AB| _

5= = [lAB]|
|ab]
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et :
| V1]
1= =V
v1]|
Va
[|va]|

Par les définitions des modules linéaires mi et mo, on peut écrire :

|AB|cosQY  mgscosQ)
mi = =

= m1cosw = mgcos()

|ab||cosw  1.cosw
(2.13)
|AB||sinQ)  mgssinQ) , ‘
mg = - = - = masinw = mgsin{)
||abl|sinw 1.sinw
Les coordonnées du point B dans (A4,dU,dV') sont donc :
dU cosQ) = mg.cosQ) = mq.cosw (2.14)

dV = ABsinQ) = mg.sin{) = msy.sinw

Théoréme 2.1 (Indicatrice de Tissot) Quand le point b varie c’est-d-dire
w wvarie, le point B image de b décrit une ellipse d’équation :

2 2
doz | avz_ (2.15)
my ma

Cette ellipse est appelée indicatrice de Tissot.

Elle est 'image du cercle de rayon unité dans le plan tangent au point a de (o).
Les longueurs des demis grands et petits axes sont les modules principaux mj
et ma. La longueur d’un demi-diameétre est le module linéaire dans la direction
4 soit myg.

Dans le cas général, il existe un seul couple de vecteurs orthogonaux corres-
pondants.

Corollaire 2.1 S’ y’a une infinité de couples de vecteurs orthogonauzx cor-
respondants, l’indicatrice de Tissot est un cercle quelque soit la direction 6 et
le module linéaire est indépendant de la direction :

| mg =m1=my=m] (2.16)
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L’indicatrice de Tissot est entierement déterminée par les modules principaux
et 'une des directions principales (placée par rapport & I'une des lignes coor-
données). Elle peut étre définie par la donnée (en grandeur et en position) de
deux demi-diameétres conjuguées, images de deux directions rectangulaires sur
le modele. Si par exemple (u,v) sont des coordonnées orthogonales, les mo-
dules correspondants m,, et m, correspondent a deux diametres conjugués de
Iindicatrice ; 'angle des deux demi-diameétres est @¢ avec :

EF G2
s$in®g = {| ————— (2.17)
ef
On obtient les modules principaux & partir du théoreme d’Apollonius :

E G
m%+m§:mi+m?}:z+g (2.18)

EG—F?2
M. My = My MypSIn®g = | ———— (2.19)

€g

Démonstration du théoréme d’Apollonius :

Lemme 2.2 Deuz diamétres d’une ellipse sont conjugués si leurs projections
sur le grand axe coincident avec les projections de deux diametres perpendicu-
laires entre eux (ou conjugués) du cercle décrit sur le grand aze comme dia-
meétre. La réciproque est vraie.

Considérons une ellipse de parametres (a,b) (Fig. qu’on note FE(a,b).
Soient les deux demi-diamétres OC et OD de l'ellipse. L’angle nOm est droit,
alors les triangles OPC et DQO sont égaux, d’ou OP =nQ et OQ = Pm. On
veut calculer OC? +0OD? :

2 2
OC? =0P*+ PC? =0OP* + %sz’, OD? =0Q*+QD* =0Q”+ %QnQ

a

Par suite :
OC? +0D* = OP? + 15 Pm? + 0Q* + 2 Qn* —
OC?+0D? = OP? + by Pm? + Pm? + %0P? = (145 ) (OP? + Pm?) —

0C?+0D? = (141 a? = >+ —

|0C?+0D% = a? + 12| (2.20)

D’ott le théoréme d’Apolloniusf :
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v

Fig. 2.7 Théoréme d’Apollonius

Théoréme 2.2 (Théoréme d’Apollonius) : La somme des carrés des demi-

diamétres conjugués d’une ellipse FE(a,b) est constante et vaut a® + b2.

2.7.1 Altération Angulaire

L’altération angulaire est donnée par () —w. Or d’apres les coordonnées de B
données par les équations (2.13)), on a :

tgQ) = —tgw
1
On calcule :
T2 )¢
— = w
tgQ) —tgw my g mo —1Mmy
tgQ) +tgw (m2+1>t  mo4my
1
Or:

2. Apollonius de Perge (-262,-190) : mathématicien géometre grec, connu pour ses
travaux sur les coniques.
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tgQ—tgw  sin(Q—w)  mp—my

tgQ+tgw  sin(Q+w)  mo+my

Si laltération angulaire est nulle = Q—w =0= Q =w. D’ot mo = m; et
I'indicatrice de Tissot est un cercle. Par suite, on a I’équivalence :

Altération angulaire nulle & mgy = mj et pour touted ms = m = cte ‘
(2.21)

La représentation est dite dans ce cas conforme.

2.7.2 Directions et lignes automécoiques

Si les modules principaux sont tels que : mo < myq, il existe deux directions Aq
et Ay (resp. Dy et Do) telles que :

ma, =ma, =1 (2.22)

2

Ces directions sur le modele ou sur 'image sont dites automécoiques, ce sont
les diametres communs a l'indicatrice de Tissot et au cercle concentrique de
rayon unité, elles sont symétriques par rapport aux directions principales.

A2

D2
D1

Al

Fig. 2.8 Les Directions automocoiques
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Les courbes admettant en tout point une tangente portée par une direction
automécoique sont dites lignes automécoiques - les lignes automécoiques sur le
modele et sur 'image sont des courbes correspondantes. Sur 'une ou 'autre
des deux surfaces, elles sont les courbes intégrales d’'une équation différentielle
du premier degré.

En effet, soit I' une courbe sur le modeéle qui est automécoique donc
mr:1:>m12~:10r:

dS?  EdU?+42FdUdV +GdV?

2 —— =
M= s2 edu? + 2 fdudv + gdv?

avec U = U(u,v),V =V (u,v). Le numérateur de la derniére fraction
devient E'du? +2F'dudv+ G'dv? ot E' = E' (u,v), F' = F'(u,v) et G' =
G’ (u,v). Par suite, on obtient 1’équation différentielle :

(E' —e)du® +2(F' — f)dudv+ (G’ — g)dv®> =0

En éliminant les cas triviaux (du = 0,dv = 0), on obtient une équation
sous la forme :

(B —e) (jjj) +2(F'—f)fl—’;+(a'—g):o

Quand I’équation précédente a des solutions réelles, on arrive a une
équation différentielle du premier degré :

du

o H(v,u)

qu’il faut intégrer de fagon & avoir u = u(v).







CHAPITRE 3

LES REPRESENTATIONS PLANES EN CARTOGRAPHIE

Diverses représentations planes d’une sphére sont utilisées pour des buts non
cartographiques :

* les cristallographes se servent de la projection stéréographique pour repré-
senter de fagon commode les schémas cristallins ;

* la représentation directe de Littrow (voir|5.2.5)) est employée dans le compas
solaire Abramus;

* la représentation de Lecoq a été imaginée pour une résolution graphique
simple du relevement en navigation.

Les chapitres suivants sont plus particulierement consacrés a 1’étude des re-
présentations planes utilisées en cartographie. Avant de définir les critéres per-
mettant de classer les principales d’entre elles, il convient de préciser la notion
"échelle".

3.1 Echelle nominale

S’il s’agit de cartes, la notion d’échelle est essentielle dans la pratique. La dé-
finition élémentaire qu’on en donne est : rapport d’homothétie entre le modele

51
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(terre) et 'image (la carte), elle n’est correcte que pour un plan, c’est-a-dire
la représentation d’une toute petite portion de la surface terrestre, qu’on peut
légitiment assimilable au plan tangent a un modele sphérique, par exemple.
Sinon, la définition élémentaire n’est qu'une premiére - souvent grossiere - ap-
proximation. En effet, il n’y a pas homothétie entre le modele et I'image, si
ce n’est, dans certains cas, localement et pour des figures infiniment petites.
L’échelle n’est, en aucun cas, uniforme dans toute I’étendue de la zone représen-
tée (ou champ de la représentation), puisqu’il faut faire intervenir un rapport
proportionnel au module linéaire, lui-méme en général fonction non seulement
du point considéré, mais de la direction.

Mais deux cartes, établies dans le méme type de représentation et qui ne dif-
férent entre’elles que par P’échelle au sens ordinaire (et peu correct) du terme,
sont deux figures semblables : elles ont au point de vue des déformations, les
mémes caractéristiques. L’étude des déformations est donc indépendante du
choix de cette échelle.

Or il est toujours possible de faire subir & une carte quelconque une homo-
thétie telle que 1'échelle suivant une direction (automécoique) soit égale a 1/1,
au moins en un point, le plus souvent suivant une ou plusieurs lignes (auto-
mécoiques). Toute carte devrait donc mentionner de fagon explicite non pas
I’échelle mais 1’échelle nominale : c¢’est-a-dire le facteur par lequel il faut mul-
tiplier le modele de la terre pour que la correspondance entre le modeéle ainsi
modifié et la carte considérée présente au moins un point automécoique, ou une
ou plusieurs lignes automécoiques.

Il apparait donc que, pour I'étude des représentations, il suffit d’adapter comme
échelle nominale 1/1 : ¢’est ce que sous-entendu de fagon souvent peu explicite
I’expression souvent utilisée : les longueurs sont conservées sur telle ou telle
ligne du modele (il voudrait mieux dire : le long de telle ligne). L’expression
ligne d’échelle conservée " est un jargon peu admissible. Il apparait aussi que
pour une représentation plane, les dimensions du modéle sont indifférentes : on
pourra toujours considérer un modele ellipsoidique tel que a =1 ou un modele

n

sphérique de rayon unité, pour toute étude des déformations.
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3.2 Classification d’apreés les caractéres locaux

On désigne par caracteres locaux d’une représentation plane ceux qui sont
liés aux déformations, donc concernent le voisinage d’un point et peuvent étre
précisés par la seule indicatrice de Tissot. Les paragraphes suivants précisent
le vocabulaire utilisé.

3.2.1 Les Représentations conformes

les représentations conformes sont celles dans lesquelles I'altération angulaire
est nulle en tout point. La condition de conformité (condition nécessaire et
suffisante) s’écrit : m; = ma, égalité des modules principaux. Il faut noter que
le caractére de conformité concerne les tangentes et non les cordes : il s’agit
d’un caractére local, relatif a des figures infiniment petites (qui sont semblables
sur 'image a celles du modele) et non & des figures finies.

3.2.2 Les Représentations équivalentes

Les représentations équivalentes sont celles pour lesquelles le module aréolaire
est égal a I'unité; la condition d’équivalence (condition nécessaire et suffisante)
s’écrit : mymgo = 1. Le domaine limité par I'indicatrice de Tissot et le domaine
limité par le cercle ont des aires égales ou encore sont d’aires équivalentes.

Le caractere d’équivalence se conserve pour les domaines finis, dont ’aire est
la somme intégrale d’aires infiniment petites. Ainsi une représentation équiva-
lente d’une sphére de rayon unité est tout entiére comprise dans un domine
plan limité par un contour fermé et dont l'aire intérieure est 47 : la condition
est nécessaire mais n’est pas suffisante.

Une représentation d’ellipsoide sur la sphére ou d’un modele de la terre sur
le plan ne peut étre & la fois conforme et équivalence : la double condition
m1 =mg et mimg = 1 entraine m; = mg = 1 et ne peut étre réalisée que si les
deux surfaces sont applicables I'une sur 'autre.
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3.2.3 Les Représentations aphylactiques

Les représentations qui ne sont ni conformes ni équivalentes sont dites aphy-
lactiques (adjectif dont I’étymologie grecque donne la signification ne conserve
rien). Dans ce cas, I'indicatrice de Tissot peut étre une ellipse quelconque.

Certains caractéres locaux concernent les lignes automécoiques, une représen-
tation est dite :

- tangente si elle admet un parallele automécoique ;
- sécante si elle admet deux paralleles automécoiques.

(Plus précisément, la représentation est tangente si le paralléle automécoique
est double, limite de deux paralléles automécoiques).

Une représentation est dite équidistante si tous les méridiens sont automé-
coiques :
VAmy=1 (3.1)

Certaines représentations sont telles que tous les paralleles sont automécoiques
(représentation de Bonne, représentation polyconique du Coast and Geodetic
Survey - USA) :

Vo,my =1 (3.2)

Elles ne portent pas de nom particulier.

3.3 Classification d’apreés les caractéres globaux

3.3.1 Caractéres du canevas

Le canevas est, par définition, I’ensemble des images planes des méridiens et
des paralleles. Suivant la nature du canevas, on désigne la représentation par
les adjectifs indiqués dans le tableau ci-apres (Fig. : Le signe indique que
les images des méridiens ne sont ni des droites ni des arcs de cercle : ces images
sont omises sur les schémas ci-dessous : Les fleches = indique un caractere

d’inclusion, avec la signification : " contient comme cas particulier ".
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Images
Représentation Des paralléles Des méridiens
Cylindriques Droites paralléles A(p) Droites paralléles
perpendiculaires aux A(p)
Méricylindrique Droites paralléles ~
Conique Arcs de cercles de centre S Droites concourantes en S
Mériconique Arcs de cercles concentriques ~
Azimutale (ou zénithale) Cercles concentriques de Droitesissuesde S
Cas particulier: perspective centre S
(projection)
Polyconique Cercles non concentriques

centrés sur une droite, image
d'un méridien
-idem-

arcs de cercles
Cas particulier : circulaire

Fig. 3.1 Les caracteres globaux

Polyconique

Mériconique ' .
/ Conique u \ Circulaire

\ Azimutale

uC lindri
Méricylindrique / PR

u Perspective

Fig. 3.2 Les caracteres



56 3. LES REPRESENTATIONS PLANES EN CARTOGRAPHIE

3.3.2 Caractéres d’orientation

Lorsque le modele est une sphere, on peut définir un point a par deux coordon-
nées sphériques (z,y), le plus souvent désignées sous le nom de coordonnées
de Cassini-Soldner, & partir d’un grand cercle quelconque dit pseudo-équateur
et de 'un des poles, ¢ de ce grand cercle. Les grands cercles issus de ¢ sont dits
pseudo-méridiens, les petits cercles de pdle g pseudo-paralleles. Si le pseudo-

Fig. 3.3 Caracteres d’orientation

méridien de a coupe en a’ le pseudo-équateur, coupé en e par le pseudo-méridien
origine, les coordonnées de Cassini-Soldner sont par exemple :

—_

x = (ce,ca’), y=ca, ca) (3.3)

Le point g, les pseudo-méridiens et pseudo-paralleles peuvent jouer un réle ana-
logue au pole p et aux méridiens et paralleles considérés dans le paragraphe
précédent. On dit alors que ¢ est le pivot de la représentation. Dans le para-
graphe précédent 7 le pivot était implicitement I'un des pdles p ou p’

Suivant le choix du pivot, la représentation est désignée par I'un des qualifica-
tifs suivants :
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Pivot Représentation

- Un des pbles p ou p’ - Directe (ou polaire)

- Sur I’équateur - Transverse (ou méridienne)

- Quelconque - Oblique (ou sur I'horizon de tel lieu)

Tableau 3.1 Les types de pivot

On dit aussi aspect direct, aspect transverse, aspect oblique de telle ou telle re-
présentation. Dans I'aspect direct d’une représentation azimutale, les longitudes
sont conservées ; dans ’aspect oblique, ce sont les azimuts qui sont représentés
par des angles égaux : d’ou le nom d’azimutale.

Si le modele qu’on cherche a représenter est un ellipsoide, bien qu’on ne puisse,
comme pour la sphere, faire appel a un ensemble de courbes jouant le role
analogue aux méridiens et aux paralleles, on conserve néanmoins, par analogie,
les qualificatifs précédents, on peut d’ailleurs considérer qu’on se ramene au
cas de la spheére en imaginant une double représentation : représentation de
Iellipsoide sur la sphere, puis de celle-ci sur le plan.

3.3.3 Etude d’une représentation plane

Une représentation plane sera entierement déterminée par la donnée d’un cer-
tain nombre de caracteres compatibles choisis parmi les caractéres définis en

B2 et B3

On peut ensuite étre amené a considérer le champ de la représentation et impo-
ser d’autres conditions, par exemple une valeur maximale de la valeur absolue
de l’altération linéaire.

L’étude des représentations planes peut étre entreprise. On peut, par exemple :
a - fixer la nature du canevas, et ’orientation ;

b - imposer un caracteére local (conformité, équivalence,...) ;

¢ - préciser la ou les lignes automécoiques ;

ou bien :

d - fixer 'orientation et les lignes automécoiques;

e - en déduire le caractére local (conformité, équivalence,...) ;
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f - étudier le canevas.

A titre d’exemple, une représentation est entierement déterminée par les condi-
tions suivantes :

* elle est directe et mériconique ;
* un méridien est automécoique et a pour image une droite ;
* tous les paralléles sont automécoiques;

* 'image du paralleéle de latitude g est un arc de cercle et de rayon Ryp.

Ces conditions (compatibles) entrainent de fagon immédiate & la conclusion :
la représentation est équivalente. Il faut ensuite étudier les images des méri-
diens, préciser I'orientation de 'indicatrice de Tissot, les modules principaux,...

L’étude d’une représentation peut étre également faite & partir des données
initiales purement analytiques :

- on peut imposer par exemple X = X () et chercher a déterminer une fonction
f telle que si Y = f(¢p), la représentation présente tel ou tel caractére local ;

- on peut définir une représentation conforme en associant & tout point du
modele un affixe complexe z et son image 'affixe Z : toute fonction analytique
Z(z) définit une représentation conforme (voir 4¢me chapitre ci-aprés).

3.3.4 Cas particuliers des représentations conformes

Dans une représentation conforme, le module linéaire est indépendant de la
direction : il existe des courbes n’ayant aucun point d’intersection deux a
deux, telles que m = constante. Ces courbes sont dites lignes isométriques ou
isometres. Leurs trajectoires orthogonales sont dites isomorphes. On peut, natu-
rellement, définir le modele et 'image en utilisant ces deux familles de courbes
et leurs images comme lignes coordonnées. Par exemple : les isometres sont

les courbes u = constante, les isomorphes les courbes v = constante, alors le
module linéaire m est fonction d’une seule variable & savoir u. m(u) est es-
sentiellement positive, elle admet un minimum m(ug) correspond & u = uy.
L’isometre correspondant est dit isometre stationnaire c’est-a-dire :
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isomorphe (v)

isométre (u)

Fig. 3.4 Les isometres et les isomorphes

() - ”

Isometres et isomorphes étant sur les deux surfaces des courbes correspon-
dantes, les coordonnées (u,v) et (U,V) peuvent étre choisies de telle fagon

que :
v dv

du  dv
Il apparait alors qu’on obtient une autre représentation homothétique de la

(3.5)

précédente, en multipliant U et V par un facteur k; le module linéaire est lui-
méme multiplié par k.

Si, initialement, la valeur stationnaire du module était égale & 1, (donc m(u) >
1), et qu’on choisisse k < 1, la valeur absolue de l’altération linéaire est déter-
minée.

Par exemple, si le champ de la représentation s’étend de ug & upz, m(u) varie
de m(ug) =1 & m(ups) = M, on peut prendre :

k (3.6)

1
TV

Le nouveau module linéaire varie de a vM et Daltération linéaire est

minimisée en valeur absolue dans I’ensemble du champ.

k est souvent appelé facteur de réduction d’échelle, expression qu’on peut avan-
tageusement remplacer par facteur d’homothétie. Il revient au méme d’ailleurs
de considérer qu’on a multiplié les dimensions du modele par ce facteur k :
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ce procédé est souvent utilisé dans le cas de double représentation ; la sphere
intermédiaire sur laquelle on représente d’abord I’ellipsoide, est choisie avec un
rayon non plus égal & 1, mais a k < 1.



cHAPITRE 4

LES REPRESENTATIONS PLANES ET LES FONCTIONS
ANALYTIQUES

4.1 Rappels Mathématiques

On considére le plan complexe tel que & un point de coordonnées (x,y) € R?,
on associe le nombre complexe z = x 4 iy € C et on peut écrire :

2= |2]e%9) = |2| (cos(arg(z)) +isin(arg(z))) (4.1)
ou |z| est le module et arg(z) est 'argument du nombre complexe z défini &

2km avec :
ol = /a7 F 2
Y

tglarg(:)) =L, w0 (4.2)

4.1.1 Logarithme Complexe

Soit ¢ un nombre complexe donné, on cherche tous les nombres complexes z
tels que e* =t. Il n’en existe que si t # 0. Supposons t # 0, on a alors :
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r=atiy=e* =t — ¥ =t=|t|e" "I = x = Log|t| et y=arg(t)a 2kr prés

On a donc :
z=uxz+1iy = Log|t| +i.arg(t)

Par définition, on pose :

z = Logt = Log |t| +i.arg(t) ‘ (4.3)

Définition 4.1 On appelle détermination de Logt dans un ouvert connexe D
du plan compleze toute fonction g continue de t définie dans D et telle que :

VteD, edt) =1t (4.4)

4.2 Fonction analytique

A tout nombre complexe z = x 4 iy on peut lui faire correspondre un nombre
complexe Z = X +14Y par I'intermédiaire d’une fonction f. On note, en appelant
P et @ les parties réelle et imaginaire de f :

Cette correspondance entre z et Z définit une représentation d’un plan (p) sur
un plan (P) dans laquelle le point A d’affixe Z du plan (P) est 'image d’un
point a d’affixe z du plan (p). L’extension des propriétés concernant les limites

. a(Z) A(Z)

v

Fig. 4.1 Correspondance
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et la continuité, pour la fonction f, se déduit immédiatement des propriétés
analogues concernant les fonctions P et @ des deux variables (z,vy).
Pour étendre a la fonction f la notion de dérivée, il faut étudier la limite,
lorsque z — 0, du rapport s qui s’écrit :

z

dZ _dX +idY  Pidr+Pjdy+i(QLdr+Q)dy) (Py+iQl)dz + (P +iQ;)dy

dz  dx+idy dx +idy dx +idy

d
Ce rapport dépend en général de d—y, sa limite dépend de la maniére dont dz

tend vers zéro, ou encore de la facon dont le point a’ d’affixe z + dz tend vers
le point a d’affixe z : si a’ tend vers a en décrivant une spirale dont a est le
point asymptotique, par exemple, la limite n’existe pas.

dz
Mais le rapport — est une fonction homographique de (dz,dy). La limite

z
quand dz — 0, est indépendante de la fagon dont dz — 0, c’est-a-dire dont
dz et dy tendent (indépendamment) vers 0, si :

Pl + -/
Pl yiQ, = % (4.6)
1
C’est-a-dire si :
Pl = QgJ et P:; =-Q. (4.7)
ou en revenant & X et Y :
0X _0v
dr Oy
Conditions de Cauchy (4.8)
ox _ oY
dy  Ox

relations connues sous le nom de conditions de Cauchyﬂ Lorsque ces condi-
tions sont satisfaites, la fonction f admet, en tout point de son domaine de

définition, une dérivée notée :

d dz . )
1o)== _pyig,=q, P, (49)

La fonction f est dite analytique.

1. Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) : mathématicien frangais.
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4.2.1 Autre définition de la fonction analytique

Soit F'(x,y) une fonction complexe donc une application de R xR — C. On
suppose que F' soit différentiable entraine que :

dF (z,y) = dz +

OF (z,y) OF (z,y)
- o dy (4.10)

Y
On pose :

z=x+1y

Z=x—1y
qui sont 2 fonctions différentiables en x et y, d’ou :

dz = dx+1idy
dz =dx —idy

Par suite :
1
dz = - (dz +d) (4.11)
1
dy = —(dz—dz) (4.12)
2
On les remplace dans I’équation (4.10)), on obtient :

1 (0F(z,y) .OF(xz,y) 1 (OF(z,y) | .OF(z,y)\ ,_
dF (z,y) < 5 L 9y dz + 5 5 +1 By dz

2

En remplagant = par (z+2)/2 et y par (2 —2)/2i, F(z,y) devient une fonction
G(z,%), ce qui donne en posant :

o _1/9 .0
0z 2\ 0z Z(‘9y
9 _1(0 0
0z 2\ 0z Zay
dF (z,y) =dG(z,2) = 5‘Géz,2) dz+ 8G{(;,2) dz (4.13)

On consideére maintenant le cas ou la fonction F' est analytique. De I’équation
précédente, on a :

0G(z,2) st 0G(z,z)

dF (z,y) = dG(z,2) = — 3

dz=F'(2)dz

I
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C’est-a-dire :

0G(2,z)
5 =0 (4.14)
On vérifie bien si ce terme 1& est nul :
0G(z,z2) 1,90 .0 1/0G .0G
N I = = 4;Z= 4.1
0z 2(8m+28y>G 2(8:r —H@y) (4.15)

On introduit la notation suivante :
F(z,y) = G(2,2) = P(z,y) +iQ(z,y) = P+iQ

On a donc de :
0G(z,z) 1 (3G ,80)
== +

8z 2

ox Zaiy

1 <8(P—|—iQ) n ,3(P+iQ)> B
2 Ox ! oy N
1(813 0Q 0P 8Q>

o\ oz Tax Ty "oy

Comme la fonction F' ou G est analytique, et en utilisant les conditions de
Cauchy (4.7), on a finalement :

0G(z,2)

=0 (4.16)

S]]

Définition 4.2 Une fonction f(z,Z) est analytique en z si elle ne dépend que
de z soit :

af(z,72)
0z

=0 (4.17)

Avec les notations de 1'équation (4.5)), au point a du plan (p), quelle que soit
la direction du vecteur aga, d’affixe dz, on peut écrire :

dZ = f'(20)dz = |f’(z0)|ei‘argf/(20)dz

relation qui exprime que le vecteur AgA se déduit du vecteur aga par une
similitude, dont le rapport est | f'(z0)| et I'angle argf’(z).

La représentation du plan (p) sur le plan (P) est donc conforme. On peut
écrire :

dS =1dZ| et ds=|dz] (4.18)

Le module linéaire de la représentation est :
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|
ldz
oY
dz'\ _ oz | _
et arg(C&)—Arctg @ =«
ox

(4.19)

a angle de la tangente en Ag & I'image yo de la droite y = yo du plan (p) (Fig.
4.2). En effet, cette image est définie en fonction du paramétre x, par :

X = X(x’yO)
{ Y = Y (z10) (4.20)
AY Y 4 Lol
—> f
¥
’ 8(7) —— > e Ao(Z)
o

Fig. 4.2 Image de y = yo

E/ X

Les conditions de Cauchy données par (4.8)) se traduisent aussi en disant que les
fonctions P et Q sont des fonctions harmoniques, c’est-a-dire qu’elles satisfont

chacune I'équation de Laplace :

0?°X  0?°X
0x2  Oy?
e A
ox2  Oy2

On démontre les propriétés suivantes (J. Dieudonné?} [2]) :

(4.21)

- si f est une fonction analytique, elle admet des dérivées de tous les ordres :
elle est donc développable en série entiere en tout point de son domaine de

définition ;

2. Jean Dieudonné (1906 - 1992) : mathématicien francais.
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- une fonction analytique est déterminée dans tout son domaine d’existence,
si elle est définie dans une région, aussi petite qu’on la suppose, entourant un
point a ; ou méme tout le long d’un arc de courbe, aussi petit qu’on le suppose,
aboutissant au point a.

En effet, la connaissance de f au voisinage de a permet (théoriquement tout
au moins) de former la suite des dérivées de f au point a, donc, d’écrire son
développement en série de Taylor. Si b est un point intérieur au cercle de conver-
gence de cette série, on peut alors calculer les dérivées successives de f au point
b, et ainsi de suite. L’opération est dite prolongement analytique de f.

4.3 Exercices et Problémes

Exercice 4.1 Soit a un nombre compleze tel que |a| <1 et o € R.
1 - Montrer que la fonction homographique :

zZ—aQa

z—sw=¢e"“%=
az—1

est une représentation conforme du disque |z| < 1 sur lui-méme (montrer que
lw| <1).

2 - Quelle est l'image de a.

3 - Chercher les points fizes (w(z) = z) de la représentation suivant les valeurs
de a.







CHAPITRE b

REPRESENTATION CONFORME D’UNE SURFACE SUR
UNE AUTRE

Conformal mappings play also a fundamental role in modern physics, namely,
in string theory and conformal quantum field theory.

(E. Zeidler[[] [10])

5.1 Etablissement de la condition pour une
représentation conforme

La représentation d’une surface modele (o) sur une surface image (£) est définie
en établissant une correspondance entre les coordonnées curvilignes a(u,v) de
(o) et A(U,V) de (2) :
U=U(u,v) (5.1)
V =V (u,v) (5.2)

1. E. Zeidler (1905 - 2016) : éminent physicien allemand.
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Le module linéaire est alors :

dS?  EdU?+2FdU.dV 4+ GdV?

m(u,v) = ﬁémﬁ( W)= —— =
’ ds? edu? + 2 fdu.dv + gdv?

ds

En remplacant dU et dV en fonction de du et dv en utilisant (5.1)) et (5.2), on
peut écrire dS? sous la forme :

dS? = Edu® + 2Fdu.dv + Gdv? (5.3)
Soient le plan tangent & (¢) au point a(u,v), et deux courbes (1) et (v2)

passant par a dont les tangentes respectivement & (1) et (v2) appartiennent

au plan tangent. ( ) est une base du plan tangent.

ou’ Ov

Soit la direction de la tangente & (y1) de direction :

Oa Oa

De méme, soit la direction de la tangente & (y2) de direction :

8a da

La forme fondamentale de (o) est :
ds? = edu? + 2 fdu.dv + gdv®

En notant ) 'angle des deux tangentes en a, on a la relation :

(%dw ?dv) (?5% ?&;) - ||—du+ @d I ||—6u+ 825v||.c030
En posant :
ds = H%du—l— %dvﬂ = ds? = edu® + 2 fdu.dv + gdv*
ou Ov
et :
Oa
0s = H—5 +—5v|| = 05% = edu® + 2f6u.dv + gov?

Ce qui donne :

edudu + f(dudv + dudv) + gdvdv
dsds

cos() =

On pose :
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d
p:—v:dvzpdu
du

q:(s—vé&J:qéu
ou

D’ou :
_edudu + f(du.qgdu+ du.pdu) + g.pdu.q.0u

05Q) dsds

ou encore :
_edudu+ f(p+ q)dudu + gpgdudu

@)
08 dsds

En utilisant les notations p et ¢, on a :

ds® = (e+2fp+ gp®)du®
05?2 = (e +2fq+ gq*)ou?

On obtient finalement :

e+ f(p+q)+gpq
Ve+2fp+gp*e+2fq+gq?

cos() =

(5.5)

Sur la surface image (%), 'expression de dS? donnée par I'équation (5.3)) :
dS? = Edu® + 2F du.dv + Gdv®

Soit ) l’angle des tangentes correspondantes & (1) et (y2), on a a aussi :

E+F(p+a)+9pg
VE+2Fp+Gp?\/E+2Fq+Gq?

cosQ) =

(5.6)

Il y’a conservation des angles si Vp,q on a :

(5.7)

v
ou
c’est-a-dire, on prend () I'angle d’une tangente avec la courbe coordonnée v =

d
constante = dv =0 et cela suffit. Alors I’équation 1) devient Vp = d—v :
U

En particulier si :

q

e+ fp _ E+Fp
\/62+26fp+egp2 \/52+25]-'p+59p2

Elevant au carré, les deux membres de 1’équation précédente s’écrivent :
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f2p* —egp® Fp* —EGp*
e2+2efp+egp? E242EFp+ EGp?

En éliminant le 1 et simplifiant par p # 0, on obtient :

fQ—eg _ F2_&G
e2+2efp+egp?  E242EFp+EGp?
Sic:
fP—eg=0=>F?>-£G=0
On a donc :

cosQ) = cos () = +1
Maintenant on suppose que :
fPmeg#0=F2-EG#0
On doit avoir Vp le rapport :

e +2efp+egp?
E2+2EFp+EGp?

f2—eg
FZ_£G

Pour cela, il faudra donc Vp :

égal a

Ct2efpreg’  SPmeg o, (5.8)
212 Fpregy  F2-gg M\ '

Ce qui donne (avec p > 0) :

e?+2efp+egp? = p2E2 + 22 EFp+ p2EGp? = € — 2% + 2p(ef — n2EF)
+p*(eg — p?EG) =0

Soit :
o2

62—M252=0:>N2=§

ef—,u25‘7::02>u2:j

.7:
eg—u2<€g—0:u2—§“(§

2 _ f?—eg
F2-&G



5.1. ETABLISSEMENT DE LA CONDITION POUR UNE REPRESENTATION CONFORME 73

La condition (5.8]) est vérifiée si et seulement si :

la représentation est conforme
1
e _ £ =9 s 050 = cosQY = { et le module linéaire m = m(u,v) = ———
EF ¢ pi(u,v)
est indépendant de la direction
(5.9)

- Si les coordonnées (u,v) sont orthogonales (f = 0), les deux conditions pré-
cédentes a gauche deviennent :

F=0 et E: (5.10)

Q|Q

- Si les coordonnées (u,v) sont symétriques, alors e = g, les conditions de confor-
mité s’écrivent :

F =0, &=¢ =les coordonnéesU etV sont symétriques (5.11)
Or:
F=0=U/U +V!V.=0 (5.12)
E=G=UZ+V72=UF+V}? ‘
De la premiére relation de (5.12)), on tire en supposant V] # 0 :
U'u!
Vi=— 1‘*/71,” (5.13)
D’ou :
2 U1/12 12 12 12 2 12 12
Uu 1+W :Uv +V'u :>(Uu _VU )(Uv +Vv):O
v
Soit :
U, =4V, (5.14)

L’équation (|5.13)) donne :

o1

Les équations (5.14]), (5.15) sont, pour les fonctions U et V, les conditions de
Cauchy.

La correspondance entre le plan des (u,v) et celui des (U, V') est une représen-
tation conforme (G. Julia, [3]) et on peut poser :

Z=U+iV, z=u+w
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Toute fonction analytique f définit une représentation conforme de (o) sur (X).

(u,v) et (U,V) étant des coordonnées symétriques, les éléments linéaires ds et
dS s’écrivent :

ds® = h?(u,v)(du® +dv?®) ou ds=|h(u,v)||dz|

et :
dS? = H2(U,V)(dU?+dV?) ou dS=|H(U,V)||dZ|

Alors le module linéaire est donné par :

(5.16)

_|HWU.V) |4z
" ' h(w,v) Hdz

dz
L’argument de — s’interpréte d’'une maniere analogue a ce qui se passe dans

z
la représentation d’un plan sur un plan.

Si en particulier, la surface image est un plan :

dS? =dX?+dy?

et : ) iz
=|—||— 5.17
‘h(u,v) ‘ dz (5.17)
Si la surface modele est un modele de la terre, on a :
ds? = r?(d\* +dL?) (5.18)

- pour un ellipsoide : r = Ncosy et L est la latitude isométrique;

- pour une sphére : 7 = acosy et L est la latitude croissante ou latitude de
Mercator.

Pour une représentation plane conforme, le modele linéaire est :

dz

_1laz
dz

r

(5.19)

avec z=A+ilL et Z=X+iY ouz=L+i\et Z=Y +1X. Dans ce dernier

cas, on a :
dz 0y = .0X

Donc :
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0X
dz a1, dX
arg (dz) = Arctg ng}[/’ = Arctg (dY) (5.21)
oL
qui n’est autre que le gisement de I'image du méridien.

5.2 Exemples

Posons :

2= A+ilL (5.22)
Z=X+iy (5.23)

5.2.1 La représentation Z = kz

Elle définit toutes les représentations cylindriques directes. Le module linéaire

est :
1

, .

@
dz

= é (5.24)

5.2.2 La représentation 7 = ae””

On considere que le modele est une spheére de rayon a. La représentation Z =
ae’* définit une représentation plane conforme. Si on désigne par R et Q le
module et I'argument du nombre complexe Z, on a alors :
. . . . m .
Z = Re'? = ae'M ) = gLt = .ty (Z - %) e (5.25)
D'ou :

Q=X et R:a.tg(%fg)

Il s’agit de la projection stéréographique directe, perspective de la sphere a
partir du pdle p’ sur le plan de I’équateur. Le module linéaire s’écrit comme
suit :
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—dR 1 1

= = = 5.26
T e T 0s? (T-%) " Tting (5.26)
4 2
ou en appliquant ([5.19) :
tg(Z-%
ez t(5-5)
m= L4 2/ (5.27)
acosp | dz cosp 1+ sing

5.2.8 La représentation 7 = ke'*

Elle définit, pour 'ellipsoide une représentation azimutale directe, analogue a
la précédente, mais qui n’est pas une "projection " et qu’il préférable de ne pas
qualifier de stéréographique, comme pour la spheére.

5.2.4 Les représentations coniques conformes directes

Les représentations coniques conformes directes d’'un modele de la terre (sphé-
rique ou ellipsoidique ) peuvent étre définies par :

Z = C.e"* = R.et = Ce mLeinA (5.28)
Le module linéaire est donné par :

1
m=—.
T

az
dz

= l.nCe_"L = nE (5.29)
T T

L’argument de (dZ/dz) est n) : ¢’est au signe prés le gisement du méridien.

5.2.5 La représentation de Littrow

Comme modele, on considére la sphere $2, la représentation conforme de Lit-
trowE| est définie par Z = sin(z) = sinz. On laisse au lecteur 1'étude de cette
représentation (voir probléme ci-dessous).

2. En hommage & Joseph Johann Littrow (1781-1840) astronome autrichien.



5.2. EXEMPLES 77

5.2.6 La projection stéréographique d’une sphére

La projection stéréographique d’une sphere est la seule représentation plane
conforme qui couvre tout le plan. Pour la sphére S2, elle est définie par :

7 = e'* (5.30)
On peut définir une autre variable complexe :
(=¢* (5.31)

qu’on désigne par variable stéréographique. Alors toute fonction analytique de
¢ définit une nouvelle représentation plane conforme. Ainsi :

o)

définit toutes les représentations coniques conformes.

On peut aussi prendre pour f un polyndéme en ( et déterminer les coefficients
de ce polyndme en imposant a la représentation considérée certaines condi-
tions particulieres. A titre d’exemple, deux cartes (I'une de I’Afrique, autre
de ’Océan Pacifique) ont été réalisées de la fagon suivante :

- on définit une projection stéréographique sécante d’un modele sphérique, pro-
jection oblique de pivot g. Les isometres sont des cercles de pole ¢ sur la sphere,
de centre ) dans le plan; en particulier 'isomeétre m = 1. La variable ¢’ étant
définie par rapport & ¢’ et A’ pseudo-longitude et pseudo-latitude, comme ¢ est
définie par rapport a ¢ et A, on obtient une autre représentation conforme en
écrivant :

Z=C13 4ol (5.33)

On détermine les deux constantes C; et Co en imposant les deux conditions
suivantes :

* le module linéaire est égal & I'unité en deux points a et b choisis sur deux
grands cercles orthogonaux issus de ¢. Les isometres sont alors des ovales;

* sur la carte du Pacifique, par exemple, les coefficients sont déterminés pour

que l'isomeétre automécoique épouse sensiblement I’ensemble des cotes des conti-
nents qui bordent cet océan.
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Fig. 5.1 Les conditions requises

5.2.7 Les représentations polyconiques circulaires
conformes de la sphére

Définition 5.1 Une représentation est dite circulaire si le canevas est composé
de cercles ou d’arcs de cercles.

Une représentation circulaire conforme est nécessairement polyconique : en ef-
fet, les images des méridiens appartiennent au faisceau des cercles & points de
base P et P’ images des poles p et p’ de la sphére, I'un des méridiens a comme
image la droite PP’ et les images des paralléles sont centrées sur cette droite,
puisqu’elles appartiennent au faisceau & points limites P et P’.

Toute projection stéréographique (de pivot quelconque) appartient & cette fa-
mille de représentations. Or la projection stéréographique directe est définie
par :

Z=( (5.34)

Et la fonction la plus générale qui, a des cercles orthogonaux du plan des ¢
fait correspondre dans le plan des Z des cercles orthogonaux est la fonction
homographique la plus générale de ¢™ (n réel positif).

Donc les représentations polyconiques circulaires conformes de la sphére peuvent
étre définies par :

_ a<n+al

ol a,a’,b,b’ sont des parameétres complexes et n un réel positif.

On ne restreint pas la généralité en choisissant comme axe des Y l'image du
méridien origine (A = 0) et pour images P et P’ des pdles p et p’ les points de
cet axe d’ordonnées +1 et —1. Dans le plan des ¢, le pole sud p’ est rejeté a
I'infini ; dans le plan des Z, 'affixe de P’ est —i :
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(=00 et Z=—i=|-=—i (5.36)

Dans le plan des (, le pdle nord p a pour affixe ( = 0; dans le plan des Z,
laffixe de P est +i :

(=0 et Z=+i=| —=+i (5.37)

Les images des méridiens sont les cercles du faisceau a points de base P et P’;
laxe des X médiatrice de PP’, est donc I'image d’un cercle orthogonal & tous
les méridiens, donc I'image d’un parallele de latitude ¢g.

Alors l'origine est 'image du point (o = ¢, A = Ag), c’est-a-dire du point dont
l'affixe dans le plan des ¢ est (o = e "0 :

CL/

o= e nlo o 7= 00— E = 7(61 (5.38)

Finalement, les parametres a’,b et b’ sont liés & a et (o par les relations :
a=-alf, b=ai, b =aill (5.39)

Donc les représentations polyconiques circulaires conformes sont définies par :

L= -
7 = —. =1.
N e

= tgﬁ (z—20p)
2 (5.40)

avec (o= e Lo et zy=ily

Si en particulier, on choisit ¢g = 0, 'axe des X est alors I'image de 1’équateur,
et :

Z = tggz (5.41)

représentations connues sous le nom de représentations de LagrangeEI

Si n=1/2, 'ensemble de la sphére esr représenté a l'intérieur du cercle de
diameétre PP’

3. Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) : mathématicien frangais.
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Si n =1, la représentation est la projection stéréographique de pivot g(¢ =
0,A =0), perspective de la sphére & partir du point ¢'(¢ = 0,A = ) sur le plan
des méridiens A\ = +7/2.

Sin =2, la représentation est I’aspect transverse de la représentation de Littrow
(voir précédemment).

5.3 Aspect transverse des représentations conformes

La seconde propriété mentionnée (prolongement analytique) permet de déter-
miner trés simplement la fonction f définissant pour une spheére, une représen-
tation conforme transverse de tel ou tel type.

Fig. 5.2 Représentations conformes

* Ainsi, soit f la fonction analytique définissant la projection stéréographique
transverse (ou méridienne) , de pivot ¢(p = 0, = 0), c’est-a-dire la perspective
de la sphere & partir de ¢/(p = 0,A = 7) sur le plan des méridiens A\ = +m/2.

On adopte comme axes :
- QX image de I’équateur ;

- QY image du méridien A =0;



5.3. ASPECT TRANSVERSE DES REPRESENTATIONS CONFORMES 81

ot : Z=X+iY = f(A+iL).

Si ¢ =0, alors L =0 et on veut que Y =0, alors X = f(A). Or le point b de
I’équateur de longitude A a pour image le point B de I'axe QX , d’abscisse :

X =tg(\/2) (5.42)

La fonction f est ainsi déterminée par :

f(A) =tg (;) (5.43)

et la fonction stéréographique de pivot g est donc définie par :

7= tgg (5.44)

Autre méthode : tout point de longitude nulle, de latitude ¢, a pour image sur
laxe des Y, d’abscisse nulle X =0 et d’ordonnée ¢g(A/2). Or si A =0,X =0
donc 1Y = f(iL) et Y =tg(v/2) = th(L/2) relation qui permet d’écrire iY =
i.th(L/2) =tg(iL/2) et 1Y = f(i.L) ce qui donne :

Z = tgg (5.45)

La représentation considérée peut étre aussi définie & partir de la variable sté-
réographique (.
Z=f(Q)=fle " e?) (5.46)

L’équateur (o = 0) a pour image 'axe des X (Y =0). Or pour ¢ =0, e~ L = 1.
Donc pour tout point d’ordonnée nulle, on a :

X = f(e™)
1¢—1
. L St (5.47)
ix o ] et —1 i'C+1
B R NI |

D’une fagon analogue, 'image du méridien origine (A = 0) a pour image I’axe
des Y(X =0). Alors, pour tout point d’abscisse nulle, on a :

iy = f(e™)

1-=C
|l =i— 5.48
L1 x| %)

ZeL—l-l

L L
etY:tgg :thE ouiY:ith§ =
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* Une représentation cylindrique conforme transverse de la spheére, de pivot
q(¢ =0,\ =7/2) peut étre précisée dans le plan par 'un ou l'autre systéme

d’axes :
- (PX1) et (PY1) images des méridiens (A =10) et (A=7/2);

- (EX) et (FY) images de I'équateur et du méridien origine.

Si on pose Z; = X1 +iY1, 2z = A+iL ou encore ¢ = e* = e~ L e dans le

premier systéme (P, X1,Y1), on a :
A=0=Y =0= X1 = f(e %)

Le méridien origine est automécoique donc :

T X1 T™ @ _L
X =L o= tgt —¢ (f—f):
SRR A VY A

La représentation est alors définie par :

Z =2Arctg(¢) = 2Arctg(e'?)

Maintenant dans le deuxi¢me systéme : X +:Y = f(A+iL), on a :

A=0= X =0=iY = f(iL)

Le méridien origine est automécoique donc : Y = ¢ =i = f(iL), or :

%) L L L i 1L
g2 =ths = itg? = ith= = th( L) =tg( =
Jg Ty TNy T, (2) g(2>

La représentation est alors définie par :

z Tz
Z =2Arcth (tgi) ou Z = Logtg (Z + 5)

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)
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p
y (=m/2)
Ya
E Qalo

(=0)

Fig. 5.3 les représentations conformes

(»=0)

Qalw

X (§=0)






CHAPITRE 0O

REPRESENTATION D’UN ELLIPSOIDE SUR UNE SPHERE

6.1 Généralités

La représentation d’un ellipsoide sur une sphere intervient d’une part en car-
tographie, comme intermédiaire pour définir une représentation plane (double
projection), en particulier lorsque le pivot n’est pas I'un des pdles ; d’autre part,
dans les différentes questions de géodésie géométrique, en raison de la faible va-
leur de ’excentricité, le module linéaire d’une représentation sphérique reste
voisin de 'unité, les longueurs sur 'ellipsoide pourront étre facilement obtenues
a partir des longueurs calculées sur une sphere au moyen des formules finies de
la trigonométrie sphérique.

La notion d’échelle nominale d’une carte peut naturellement étre étendue a
une représentation sphérique, et les remarques du 3éme chapitre restent va-
lables dans ce cas. Pour ’étude d’une représentation plane, il est commode et
suffisant d’adopter comme unité de longueur, sur le modele et sur 'image, un
élément du modele : rayon de la sphére ou demi-grand axe de I’ellipsoide. Pour
I’étude d’une représentation d’un ellipsoide sur une sphere, il est préférable de
définir le modele par son excentricité et la longueur a du demi-grand axe de
Iellipse méridienne, I'image par son rayon R.

85



86 6. REPRESENTATION D’UN ELLIPSOIDE SUR UNE SPHERE

Une représentation sphérique quelconque est alors définie :
A - si on précise la valeur du rayon R de la spheére;

B - si on établit entre le point i(¢,A) du modele (ellipsoide) et le point I(¢,A)
de l'image (sphére) une correspondance de la forme :

d) = ¢(§0, )‘)
A=A(p,N\)

—
o o
N =
NN

Mais pour la résolution des problemes envisagés en géodésie ou en cartogra-
phie, il suffit de généraliser, de considérer les seules représentations sphériques
dans les quelles les méridiens et les paralleles ellipsoidiques ont pour images
respectivement les grands cercles de la sphére passant par un point et les petits
cercles orthogonaux leurs sont (méridiens et paralléles sphériques) autrement
dit, I’étude faite dans les paragraphes suivants se bornera a des correspondances
de la forme :

o= 9¢(p) (6.3)
6.4

Dans ces conditions, les directions principales sont sur les deux surfaces, les
méridiens et les paralleles ; et les modules principaux sont les modules linéaires
my (suivant les méridiens) et m,, (suivant les paralleles); avec les notations
précédentes, ceux-ci ont pour valeurs :

_ Rcospd\

Reos¢dA Rdg
¥ Ncospd

i (6.5)

m;=m et mo=m)=
C’est aux représentations conformes que le plus souvent, le géodésien donne la
préférence, le cartographe peut en outre, avoir besoin, pour définir une représen-
tation plane équivalente, d’une représentation intermédiaire sur une sphere, re-
présentation qu’il convient alors de choisir équivalente. Ces deux types de repré-
sentations ameénent a introduire deux nouveaux parametres : latitude conforme
et latitude équivalente. Mais d’autres types de représentations peuvent étre

envisagées : le plus simple est décrit dans le paragraphe suivant.
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6.2 La Représentation de Bessel

La représentation de Besse1E| utilise la sphere de rayon a tangente a ’ellipsoide
le long de ’équateur - la correspondance entre le modele et I'image est 1affinité
qui permet de passer de I’ellipse méridienne a son cercle principal.

Il apparait immédiatement que tous les paralléles sont automécoiques :
Vo, my =1 (6.6)

Le module linéaire suivant les méridiens a pour valeur :

ado
my = —— 6.7
oy (6.7)
avec :
a(1—e?) 1 dp V1—¢e?
= 55 3/2:a(1—62)—3 et —— = (6.8)
(1—e2sin?yp) w dyp w
W2 =1-e2sin’p (6.9)
D’ou

W
my = ——=V =+/1+e2cos? 6.10
= me VY ? (6.10

avec e’ la deuxiéme excentricité de I'ellipsoide de référence du modele.

6.3 Les Représentations conformes

Remarque importante : il convient de bien noter que la lettre ¢ est toujours
relative & une sphere, mais et ceci pour éviter de multiplier les notations que la
signification de ce symbole est propre a la sphére considérée. Dans le paragraphe
précédent, ¢ est la latitude réduite, déja utilisée. Dans ce paragraphe et les
suivants si ¢ est la latitude ellipsoidique du point i, ¢ est la latitude du point
correspondant I d’une sphére image qui sera précisée ultérieurement.

1. Bessel(1800 - 1890) : mathématicien anglais.
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6.3.1 Cas général

La condition de conformité m, = mj s’écrit :

Rd¢  Rcospd\ dA  Ncospdd

pde  Ncospd\ N T pcosopdp

(6.11)

Si on considére uniquement les représentations dans lesquelles A est fonction
de la seule variable A et ¢ fonction de la seule variable ¢, I’égalité précédente ne
peut étre réalisée que si les deux membres sont constants. n étant une constante,
la représentation conforme est donc définie par :

dA " do pdy
—_—=n =
dA ¢ cos¢ "N cosp

ou encore par :

dA=nd\ et dLs=ndLg (6.12)

en désignant par Lg la latitude croissante (sphere) et Lg la latitude isomé-
trique (ellipsoide).

Si on adopte comme origines des longitudes sur les deux surfaces deux méridiens
correspondants, 'intégration de ces deux équations différentielles conduit & :

A =n\ (6.13)
T ¢ T @\ [ 1l—esing e/2\"
et tg (4+2) :C<tg (Z+§) (1+esin<p> > (6.14)

. e/2\
T ¢\_1 T ¢\ (Ltesing
ou t9<4 2)_C'<t9<4 2)(1—esin<p) ) (6.15)

Les relations qui définissent ¢, ot C' est une constante d’intégration, montrent
que les poles sont des points correspondants. La place qu’y occupe la constante
n justifie le nom qu’on lui donne d’exposant de la représentation.

Enfin, le module linéaire, fonction de la seule variable ¢ a pour expression :

m(yp) = Feosp (6.16)

N nNcos<p

Si on considere les variables complexes :
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Zg=AN+ilLg
1
Zp=A+ilp (6.17)
Les résultats précédents sont résumés par la relation linéaire :
Zs—(Zs)o=n(Zg —(ZE)o) (6.18)

ou l'indice zéro correspond a la latitude ¢g sur la sphére et a la latitude g sur
Iellipsoide. Les carrés des éléments linéaires s’écrivent :

dS® = R*cos®(dA® +dL3) (6.19)

ds* = N?cos*o(d\? +dL%) (6.20)
| dZs

avec n = s (6.21)

On retrouve ainsi la valeur du module linéaire par la méthode indiquée précé-
demment.

La représentation dépend de trois parametres R,n et C. Dans tous les cas, les
poles sont des points correspondants : ce sont en général, puisque A =nA, des
points singuliers sauf si n = 1. Les équateurs ne sont des courbes correspon-
dantes que si C = 1.

Suivant les valeurs de n, 'image du parallele ellipsoidique de latitude ¢ est un
arc de cercle d’amplitude inférieur & 27 (n < 1), égale & 27 (n = 1) ou supérieur
a 2w (n > 1), dans ce dernier cas, la représentation de la surface totale de l'el-
lipsoide présente sur la sphére un recouvrement partiel. S’il existe un parallele

Ellipsoide Sphére
SINONONNSD
n<1
(@) (9) ) @

Fig. 6.1 Etude des cas

automécoique (pg) sur Pellipsoide, son image est un paralléle (p) de la sphere
(qui peut se présenter sous l'une des trois formes précédentes) g et ¢p étant
liés par :
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Rcosgpg

=1 6.22
nNcoscpg ( )

Relation satisfaite également pour les latitudes correspondantes (—¢q) et
(—¢0)- Donc §'il existe un parallele automécoique, il en existe nécessairement
deux, de latitudes opposées : la représentation est dite sécante.

Les deux paralléles automécoiques ne peuvent étre confondus que si g =0 et
¢o = 0, c’est-a-dire si les équateurs sont des courbes correspondantes. Dans ce
cas, C'=1 et Ny = a entrainent :

n.R=a (6.23)

La représentation est dite tangente.

6.3.2 Représentations de Soldner

Les représentations les plus simples sont obtenues pour n =1 : les longitudes
sont conservées A = .

Si les paralléles automécoiques ont pour latitudes (yg) et (—pg) et qu’on pose

Yo = ¢g, de la relation :
Reosgo.

Nocospg
on tire :

R=N, (6.24)

C’est la représentation conforme sécante sur la sphere de rayon Ny ou sphére de Soldner.

Sin=1et C =1, les équateurs se correspondent : ¢ =0 = ¢ =0.

Si, en outre, la représentation est tangente (équateur automécoique), po =
do=0¢et (Ls)o= (Lg)g. On obtient la représentation conforme tangente sur
la sphere de Soldner de rayon a, définie par :

A=)\
(6.25)
LS = LE ou ¢) = Pe
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e étant la latitude conforme définie par :

dge d
B R (6.26)
cosp.  Ncosp
ou :
1o (T4 50) g (T4 B) (A coime o 627)
INGT 2 ) =9\G T2 ) T v esing '

La latitude conforme, ou plus exactement, la différence ¢ — @, est tabulée (O.
Adams,[4]) pour les différents ellipsoides utilisés, & partir d’un développement
qui s’écrit (en négligeant les termes en €%) :

€2 5et Het
o= | | sin20 — | 2 4| sindp + ... 2
©—pc {2+24+ }sm@ {48+ ]S“”HPJF (6.28)

La différence ¢ — ., toujours positive, est nulle pour ¢ =0 et ¢ = 90°; sa
valeur maximale, pour ¢ = 45° est environ 11'30”.

On appelle latitude géocentrique ¢4 I'angle que fait un demi-diametre de I'el-
lipse méridienne avec son grand axe. La différence ¢ — ¢, peut s’écrire :

e 6et . et .
p—pg = [24-244—..} sin2p — [84—..} sindp+ ... (6.29)
La partie principale de la différence ¢4 — . est donc :
4
24

4

+ } sin2p — {e + } sindp + ... (6.30)

%%:{ 48

dont la valeur maximale n’excede pas 0.5”.

La représentation conforme de I'ellipsoide sur la sphére de rayon a peut donc
étre considérée sensiblement comme une perspective de ’ellipsoide sur cette
sphere a partir de son centre.

Remarques : Les spheres de Soldner sont souvent appelées sphéres tangentes le
long de tel parallele. Pour éviter toute faute d’interprétation, il serait préférable
de dire simplement sphere de Soldner ou sphere de rayon Ny.

L’épithete 'tangente’ risque d’entrainer une confusion avec représentation tan-
gente. Dans la (Fig. [6.2)), si le cas (a) met en évidence le rayon de la spheére,
il semble plus correct de schématiser la représentation par le cas (b).
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/¢0 ,Q Po o
90 b/-% e

(@ )

Fig. 6.2 Sphere de Soldner

Il convient aussi de noter que I'expression ” représentation sécante ” doit étre
comprise avec la signification donnée : la qualificatif résume simplement le fait
que la représentation admet deux paralleles automécoiques. Il ne s’agit, bien
entendu en aucune maniere de la sphere coupant 1’ellipsoide suivant les deux

paralléles (pp) et (—@p).

La représentation de Bessel (affinité) et la représentation conforme tangente
de Soldner utilisent 1'un et l'autre une sphere de rayon a. mais le point [
correspondant au point ¢ de latitude ellipsoidique ¢ est défini :

- sur la sphere de Bessel par la latitude réduite ¢ ;

- sur la sphere de Soldner par la latitude conforme ..

6.3.3 Représentation conforme a déformation minimale
- sphére de Gauss

On peut chercher a déterminer les trois parametres R,n,C dont dépend la
représentation pour que le module linéaire reste aussi voisin que possible de
I'unité.

Soit g la latitude du parallele automécoique et ¢g la latitude sphérique cor-
respondante. Ces deux quantités et les trois parametres R,n,C sont liées par :

m(po) =1 == nRcospo = Nocospo (6.31)
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(T2 Z (4 (W#DO) - esingo ) 77" (6.32)
9 4 2 ) g 4 2 14 esinpg '
On peut donc encore imposer deux conditions, on obtiendra une représentation

& déformation minimale comme suit :

a - si le module linéaire est stationnaire pour ¢ = g, c’est-a-dire si :

(®).-@)- e

b - si on peut également (sous réserve que ces deux conditions soient compa-
tibles) annuler pour ¢ = g la dérivée seconde du module linéaire c’est-a-dire :

2 2
(‘(Zi ”;) _ (Z ”;) —0 (6.34)
7/ =0 ¥ /o

Puisque, m(pp) =1, il revient au méme de chercher a annuler les deux premiéres
dérivées de Logm(ip). Le module linéaire a pour valeur :

Rcosgp chosqS _ Rd¢

= = 6.35
m(p) "N cosp r pdy ( )
Donc :
dp _p r -
— = Zncos¢p or — = —psin
de r do pstne
Les dérivées premiere et seconde de Logm s’écrivent :
dL d 1d
CZ?m = ftgqbﬁ - ;é = —= (nsing — siny)

4
T
dLogm __ d. (2) (nsing - sing) - £
dyp? de '

<ncos¢d¢ — coscp) -
T de

d’L d 2
% =i (g) (nsing — sing) — % ( 20052¢— ;cosga) (6.36)
Et:
dL
( ogm) =0 = nsingg = sinyg (6.37)
dy 0
d2L N,
(02977’L> :0:>n26082¢0 — 700052300:‘/020082@0 (638)
de 0 0
soit :

ncospg = Vpcospg (6.39)
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Des équations (6.37)) et (6.39)), on tire :
n? = V020082<,00 + sin2g00 =n?>=1+ 6’20054ch (6.40)

avec ¢’ la deuxiéme excentricité de ellipsoide et V02 =1+¢€"cos?pg. Les deux
conditions sont compatibles, et la représentation est déterminée par :

- n, la relation (6.40)) montre que, sauf pour pg = 7/2, n est supérieur a 'unité :
n > 1, il y a donc recouvrement (Fig. [6.1));

- la relation (6.37) :

singog

singg = (6.41)
a une solution en ¢g, puisque |pg| < /2 et |sinpo|/n < 1;
- O n,pp et ¢g étant déterminés, la relation donne C';
- R, de la relation , on tire I’expression de R :
_ Nocospg (6.42)
ncoseq

expression dans laquelle ncosgpg = Vhcosyg. Le rayon de la sphere est donc :

Ny C |[C C
S VO V02 VO %3 V Lo po ( )

Cette sphere, dont la courbure est égale a la courbure totale de Dellipsoide
est dite sphére de Gauss ou spheére de courbure totale (abusivement sphére de
courbure moyenne).

On obtient le premier terme non nul du développement de m (@) — 1 en fonction
de (p— ) en calculant la dérivée troisitme pour ¢ = g de Logm(y). En

utilisant (6.36]), on obtient :

d3Logm > /p d /p do
ereg & (P ind — sinw) —2— (£ &y _
a0 7 ( ) (nsing — siny) a7 (7‘) <ncos¢d(p cosga)

r
d d
P ( (8) 2cos?p— Qansm¢cosq§—¢ + simp) (6.44)
r \dp \r r dy

Pour ¢ = g, les deux premiers termes sont nuls. Pour le troisieme terme, on
a:

pP__pr i 1 N d (B) _ sing(1+ 3e%cos?p) (6.45)

r  Ncosp VZ2cosp = dp \r Vicos2p
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do p ncoseo
v _F = 6.46
dp rnCOS(b VZ2cosyp (6.46)
et pour ¢ = g, on a en tenant compte que ncospg = Vycosyy :
d¢> 1
— ) == 6.47
(d‘P 0 VO ( )
En reportant ces valeurs et en tenant compte de (6.37)) et (6.39)), il vient :
d3Logm\ _ singog (14 3e’2cospq 1 1) = _46’25incpocosg00
de® ), Vicospo Vi Vi N Vi
(6.48)
On peut donc écrire :
2¢e/? sinpgcospg 3 4
m(¢) =1—-——0——(¢—0)" + 0" (¢ —¢o)
ou : o
e'“sin2pg
m(p) = 1—T(¢—¢0)3+04(S@—9@0) (6.49)
0

6.4 Cas particuliers

Pour ¢ =0 et |po| = 7/2, on obtient des représentations particuliéres, et il
est intéressant de comparer, dans ces cas limites, les représentations sur une
sphere de Gauss, d’une part, et sur une sphere de Soldner, d’autre part.

Dans le cas général, sur ces deux spheres, la représentation est définie par :

A=n\ et Zs—(Zs)o=n(Zg—(ZEg)o)

et elle est entierement déterminée si on fixe ¢g, d’ott ¢, R,n et C' = (Lg)o—
n(Lg)o. La relation entre les latitudes peut s’écrire aussi, en utilisant la latitude
conforme ([6.26|) :

™ ¢c "
(T4 ) = (tg( T4+ %)) =tg(T4 2 (i) (6.50)
4 2 4 2 4 2 tg (% + ¢§o)
Le module linéaire est : Reosd
cos
m(yp) = (6.51)

N nNcoscp
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Sur la sphere de Gauss :

; t
R=+/Nopg, n=+1+¢€?cos*pgy, singy= SIP0 tgpo = g0 (6.52)
n

Vo
et :
tg <4 + %
C= 20 - (6.53)
m Pc)o
((3+5"))
Sur la sphere de Soldner :
1+ esin e/2
R=Nyg, n=1, @o=¢9, C= <1—esin:jg> (6'54)

6.4.1 Cas o9=0

La représentation ne peut étre tangente que si les équateurs se correspondent
dans ces conditions :

wo=¢0 = (¢c)o, C=1,Yn
On obtient alors :

- sur la sphere de Gauss :

1
R=b, n=<= =1+e¢2 (6.55)
b 1—e2
_ )\ TOY 2 (g (T e )
A=A, tg<4+2)—(tg(4+ 2)) (6.56)
et : beoso p
a beos acos
miy) = b Ncosp  Ncosp (6.:57)
- sur la sphere de Soldner, on a :
R=a, n=1 (6.58)
_ 0N (T e _
A=), tg<4+2>—t9<4+2>:>¢—90c (6.59)

et :
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acoso

m(p) = Ncosyp

(6.60)

Les modules linéaires ont, dans les deux représentations, la méme expression
littérale, simplement parce que les latitudes sphériques sont désignées par la
méme lettre ¢ mais ¢ n’st pas la méme fonction de ¢ dans les deux cas.

m
6.4.2 Cas |po| = 3

A . . . 7T . ~
Les pdles sont toujours des points correspondants si g = 5 ce qui entraine

™ o . P P .
oo = 5 les poles sont les deux seuls points automécoiques de la représentation.

On obtient alors :

- sphere de Gauss :

a a 1+4e e/2
R=c=—= =aV1l+e?, n=1 C= (6.61)

a? a 1+e e/2
= = — = = 1 2 = 1 = .
R=c b i avV1l+e?, n=1, C <1—e> (6.63)
A=x tg(T42 :C<tg(ﬁ+&)> (6.64)
’ 4 2 4 2
Les deux représentations, dans ce cas limite, sont identiques. Le module linéaire
est : &
c.cos
= 6.65
m(P) = Noos - (6.65)
6.5 Les Représentations équivalentes
La condition d’équivalence mi.mo =1 s’écrit :
R2cos¢ do dA 1 dA  pNcospdyp (6.66)

pNcosp dp dX dN T RZcospdg
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Le méme raisonnement qu’au paragraphe conduit, n étant une constante,
a:

% . A=nA

dA — . (6.67)
2 _ nR?sing = / pNcostdt + K

nR*cospdp = pN cospdyp 0

ou K est une constante. L’intégrale précédente se calcule facilement :

® ® 2 1— 2 1 [% dle.sint
/ chostdt:/ (a(e)costdt :a2(1762)7/ : (e.sint)
0 0 o

1—e2sin?t)? e 1—e2sin?t)?
(6.68)
D’ou l'on tire :

. 1 1+esing 2esing
R*sing =a*(1—€*)— (L K  (6.69
nlsing =a”(1-¢7) 4e \"9\1Z esing + 1—e2sinZp + (6.69)

On peut faire un raisonnement analogue & celui du paragraphe [6.3.1] au sujet
des paralleles automécoiques, et choisir les constantes g, ¢g,n, K et R comme

au paragraphe

Le cas le plus simple correspond aux conditions suivantes :
- les longitudes sont conservées : n=1;
- les équateurs se correspondent : g =0=¢9 =0, d’ou K =0;

- les pdles se correspondent : ¢ =7/2= ¢ =m/2 (ce qui entraine ¢ = —7/2 =
¢ = —7/2). Le rayon de la sphére prend alors une valeur A : R = A telle que :

1 1+e 2e a2 1—¢€2 1+e
A2 =ad?(1-e)— (L — | =—=1 L
a”( 6)46 I\1=¢ +1—62 2 * 2 9\ 1-¢
(6.70)

qui peut s’écrire :

1 1 1
A2—a2(1—362—3X5€4—5X7€6—...> (6.71)

On peut alors écrire ¢ = ¢, g étant la latitude équivalente, définie par :

A%cosppdor = pNcospdy

ou :

. 1 1 14esing sine
2 2
singp = a”(1=¢’) <2Log (1—esin<p) 1—625in2<p> (6.72)



6.6. EXERCICES ET PROBLEMES 99

0.S. Adams [] a déterminé un développement de la différence ¢ —pg. La va-
leur maximale de |¢ — pg| est environ 740”.

La représentation est bijective : donc l'aire de 'ellipsoide est égale a laire de
la sphere soit 4mA2. L’aire totale d’un ellipsoide de révolution de demi-grand
axe a et de premiere excentricité e est finalement :

1—e? 1
Aire de Uellipsoide = 2ma* <1 + 66 Log <1+Z>) (6.73)

6.6 Exercices et Problémes

Probléme 6.1 On considére comme modéle la sphére S2. Soit la représenta-
tion conforme définie par Z = sinz, avec z = A+1iL,Z = X +1iY, L la latitude
de Mercator.

1. Préciser le canevas, l'image de ’équateur, celles des méridiens.
2. Vérifier que les points f et [’ (o =0,A==xm/2) sont des points singuliers.

3. FEtudier les images plans des cercles de diamétre ff' et des petits cercles
orthogonauz.

4. Soit s le point (¢ = po, A =0). On appelle segment capable sphérique [’en-
semble des points b tels que ’angle (@) = «. Quel est l'image plane de cette
courbe dans la représentation de Littrow ?(application : relévement radiogono-
mélrique en navigation).







CHAPITRE [

LES REPRESENTATIONS CONIQUES

Seul I'aspect direct des représentations coniques est couramment employé. Il
n’existe gueére qu’'un exemple d’utilisation d’une représentation conique oblique
d’une sphere, elle-méme représentation conforme d’un ellipsoide (Tchécoslova-
quie). L’étude suivante se borne & considérer les représentations directes.

Pour définir de fagon commode les coordonnées planes d’une représentation
conique directe, il suffit de faire appel aux coordonnées polaires, en effet, les
images des méridiens sont des droites concourantes en un point S, celles des
paralleles des arcs de cercle de centre commun S. Cette condition entraine que
les coordonnées polaires de I'image I du point i(p,A) sont de la forme :

ST = R(p) (7.1)
(Su,5T) = Q(\) (7.2)

Su étant 'image du méridien origine. R est souvent appelé rayon graphique
(de 'image) du paralléle.

Les images [p] et [A\] du paralléle et du méridien sont orthogonales donc les
directions principales sont I'image du méridien et la tangente a l'image du
parallele et les modules principaux mq et mo sont :

101
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u.ey

[%=0]

Fig. 7.1 La représentation conique

my = my = —9F
L=mA= s
(7.3)
e — L — RdQO)
2 " Ncospd\

avec p et N les deux rayons de courbure de 'ellipsoide.

7.1 Les Représentations coniques équidistantes

Par définition, tous les méridiens sont automécoiques, par suite VA, my =1,
donc :

dR = —pde = —dB () (7.4)

avec 3(y) la longueur de 'ellipse méridienne donnée par :

Bp) = /0¢d5 = /(fpdtz a(l—62)/(f(1—e28m2t)_3/2dt (7.5)

La fonction Q)(\) peut étre choisie arbitrairement. On convient de choisir la
fonction la plus simple (fonction linéaire), on obtient alors :

R(p) =C—=p(p)
{Q(f\) =nA ! (7.6)
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et :
mip=my =1
nR nR (7.7)

Ncosyp T

m2 =my =

Les deux constantes introduites (C' et n) seront déterminées en imposant deux
autres conditions.

7.2 Les Représentations coniques équidistantes sécantes

Si on impose a la représentation d’admettre deux paralleles automécoiques de
latitude @1 et o, on peut écrire :

nR1 TLRQ
oy ="y =" 73)
avec R1=C—p1, Ro=C-[ (7.9)
i To  To—Tq

Douontire: n=— = — et C =Ry -+ 1, mais R{ =r1/n, dou:

Ri Ry Ro—Ry

C—Ry+py =+ L= Bira=for
n To —T1
Soit :
ro—T1 Bire — Bary
2T o AT hn 7.10
" Ro— Ry ro—11 ( )

Remarquons que n > 0 car ro > 11 = (B2 < 51. Le rayon graphique de I'image du
parallele est R(p) = C — (). Si C # B(% ), 'image du pole est un arc de cercle.
L’image du pole P est un point (le point S) si et seulement si C' = §(7/2). Or

C est déterminé par :
! T2

C—B C-p,

(7.11)

1 2

B(x/2) =B B(x/2)— B

sont les rayons des paralléles, les dénominateurs des arcs de 'ellipse méridienne.
L’image du pole n’est donc un point que si B2 = 3(7/2) c’est-a-dire si le pole
est lui-méme automécoique.

est impossible, en effet, les numérateurs

L’égalité
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7.2.1 Cas de la sphére de rayon unité

Nous avons : R=C —¢ et Q()\) =nA. Si les paralleles ¢1 et @9 sont automé-
coiques, alors :

o COSP27COSP1 o P1COSPa — PaC0sPy

= , (7.12)
Y1 — P2 COSp2 — COSY1

C n’est égal a /2 que si pg = 7/2, c’est-a-dire si le pole est automécoique.
Dans ce cas, le pdle est automécoique et le parallele ¢ est automécoique :

R(p)=3 -9

avec n =

oS8P

— n<1 7.13
7T/2—(p1 ( )

Q(\) =nA

7.3 Les Représentations équidistantes tangentes

On obtient une représentation tangente en écrivant que le parallele automé-
coique de latitude ¢g est un paralléle automécoique double c¢’est-a-dire en fai-
sant simultanément tendre o1 et @2 vers ¢ :

) ) ro—7T1 dr
LMy pp—spoT = llmwm%—Wom = <_dﬁ> (7.14)
p=p0
mais @ = —siny, par suite :
n=singy, et C=R(po)+B(vo) (7.15)
r
avec  R(po) = ;O = N(0)cotg(po) (7.16)

L’image du péle est un arc de cercle de rayon :

R(n/2) = N(po)cotg(wo) + B(po) — B(m/2)

On peut également raisonner en disant que le parallele automécoique est sta-
tionnaire, c’est-a-dire :

mgo) =1 et CZZ)WPOZO (7.17)
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. n nRy 0 .

mais mcp:Témwo zwzlﬁn:R—o, par suite :
i,dm(@) _1ldr_1dr _ (1 sing (7.18)
m  dy R dp r dy R r

et : p

(dm) =0= singpg = ;—O (7.19)
¥/ o=w0 0
D’ou :

. T
n=singo et R(po) == N(po)cotg(w0)

7.4 Les Représentations coniques conformes (Lambert)

La condition de conformité (m; =msy) s’écrit my, = my, soit :

—dR  RdQ N —NcospdR _ dQ)
pde  Ncospd\ Rpdy  d\

La derniére égalité ne peut étre réalisée (le premier membre contient la seule
variable ¢, le second la seule variable A) que si chaque membre est égal a la
méme constante n ce qui donne :

o
ax — _
— {Q_”(’\_M’\O) (7.20)
—NcospdR R=Ce
Rpdy

avec e la base du logarithme népérien = 2.7182818 et L la latitude isométrique

T P e 14esing
L = Logt (— —) —-L —_— 21
o9t 4+2 2 Og(l—esimp) (7.21)

donnée par :

ou e est la premiére excentricité de lellipsoide (modele). On peut calculer le
module linéaire m par :

—dR nR

L’image du pdle p(p = 7/2) est le point S(R = 0), Pautre est rejeté a I'infini.
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7.5 Les Représentations coniques conformes sécantes

Les deux constantes n et C' de ((7.29)) seront déterminées par deux conditions :
par exemple en imposant deux paralléles (1) et (p2) automécoiques. Alors :

R R
n—t —pn2 = 1, avec Ry =Ce ™F1, et Ry=Ce "2

1 T2

D’ou : Lo
1 9 79 Rs e 2
= = == — = — =
K R1 Rs 71 Rq <€L1>
Soit :
L
n= 7051(7;2221)7 C = Rye™t = Ryel2 = %e”Ll (7.23)

C = R(0) le rayon graphique de 1’équateur.

R(p) sécrit :

R g (T4 2) (Lesine T (7.2
n VIR 1 —esing '

forme qui justifie le nom d’exposant donné a n.

7.6 Les Représentations conformes tangentes

Dans ce cas, le paralléle automécoique (yg) est double, m(¢g) =1 et :

1 T2 ro—T1
M _T2_ T27n 7.25
"T R TRy, Ro—R, (7.25)

C’est-a-dire en faisant simultanément tendre 1 et @2 vers ¢ :

N e g T2 (A
¥1 0, P2 %o TR dR),_,,

Or d’apres (7.22) :

1 /—dR dr .
m(po) =1=— | —— ,oet | — = —posingo
po\ AP /iy Ll

Par suite, on trouve :



7.8. LES REPRESENTATIONS CONIQUES EQUIVALENTES 107

(20

On peut alors écrire :

R(p) = R(ipg)e*meoll ko)
(7.27)

T
avec  R(po) = ZO = N(po)cotgeo

7.7 Les représentations sécantes et tangentes de méme
exposant sont semblables

En effet, soit une représentation conique conforme sécante d’exposant n in-
férieur & 1. 1l existe une valeur g = Arcsin(n) c’est-a-dire n = sinpg. La
représentation tangente de méme exposant n ne differe de la représentation
sécante que par la valeur de la constante C :

- représentation sécante : R(ps) = Cse "L

- représentation tangente : R(¢p;) = Cre "L ;

- et les angles polaires sont égaux : Qg =y = nA.

L’une des représentations se déduit de 'autre par une simple homothétie :
on obtient la représentation sécante, par exemple, en multipliant R(p;) par
la constante k = Cs/Cy (facteur d’homothétie, souvent désigné par facteur
d’échelle).

On peut ainsi établir une représentation sécante & partir d’une représentation
tangente. Le module linéaire vaut m(¢) = n.R/r en choisissant k <1 , on
obtient m(pg) =k < 1 ce qui diminue la valeur absolue de I’altération linéaire
dans le champ de la représentation considérée.

7.8 Les Représentations coniques équivalentes

La condition d’équivalence mymo = 1 s’écrit :
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—d dQ dQy —pN d
7R.7R = ou _—= 7p COSSO 90 (7.28)
pdy  NcospdA dA RdR
L’égalité ne peut avoir lieu que si et seulement si :
dQ)  —pNcospdyp n
d\  RIR
n étant une constante, on obtient alors :
dQ) Q=mnA
"
=91 @ (7.29)
2 _
nRAR = —pNcospdyp §nR - _/(p0 pNcospdy
Définition 7.1 On appelle latitude équivalente la quantité :
® ¥ a?(1—-¢€?)
Leg = /0 pNcospdyp = /0 mcaswdg& (7.30)
Elle s’écrit sous la forme :
® 1 1+ esing 2esing
“ /0 pNeospdip =a*(1-e )4e< Og<l—esin4p) 1—e2sin?p
(7.31)

Les équations (7.29)) sont les équations de la représentation courante pour les
cartes civiles du continent nord-américain (dite représentation d’Albers [I4],[15]

avec deux parallélles automécoiques).

7.8.1 Cas de la sphére avec un rayon unité

Dans ce cas, les équations ([7.29)) deviennent :

Q=n)\

1
inR2 =C —singy

(7.32)

Les deux parametres n et C' peuvent étre déterminés en imposant deux condi-

tions.
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7.8.1.1 La représentation sécante

Si @1 et o sont les latitudes des parallelles automécoiques, alors on a :

R R
Mgy =My =1=n—— =p—> =1 (7.33)
cosp1 co5p2

Par suite :

coSp1  COSp2 9 cos?p1 —cos’p1  n sinpy — sine;
n= = n* = =—

Ry Ry R?— R% 2" sinps — sing:

d’ou :

p = SPLT Singy ;5”“02 (7.34)

1 cos®py nR2 — 1+ singp1sings

1
C = —nR? + sinp; = — 7.35
2n L simg 2 ! Sinp1 + sinps ( )

7.8.1.2 La représentation tangente

o étant la latitude du paralléle automécoique double, en faisant tendre ¢ et
o Vers g, on obtient :
n = sinyYo
7.36
o 1+ sin%pg (7.36)
~ 2singy
R(¢0)
=l=n——F-=R = cot 7.37
Mg, " oson (0) = cotg(¢o) (7.37)

La représentation est ainsi définie par les deux équations :

avec :

Q= Asingg
(7.38)

1 sin 1/2
R(y) = <1+ —2 “p)

sin2pg  sinpg
On obtient alors :

) R(p) cosp
M = 5120 cosyp A R(y)singg (7.39)
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L’expression de R(y) montre que le rayon graphique du paralléle de latitude
¢ est égal & la longueur du segment S joignant le point i(¢) et le point S
sommet du cone tangent a la sphere le long du parallele ¢g. L’image du pdle p

i (@)
o (o)

Fig. 7.2 La représentation tangente

est un arc de cercle de rayon :

R (z) _ 1 —.singoo
2 $1n@o

Il suffit de remplacer p = 7/2 dans U'expression de R(p) dans (7.38).

7.8.2 Représentation ou l’image du pdle est un point

* Si on impose comme premiére condition : I'image du pole est ponctuelle, ¢’est-
a-dire C'=1, on ne dispose que d’une autre condition pour déterminer n. Quelle

1 1
que soit C, on peut écrire : 5”R2(7T/2) = C — sin(m/2) soit inRQ(ﬂ'/Q) =
C —1, d’ou 'expression de R :
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101~ (5)+ 2000 1 () o 55

Si I'image du péle est un point donc R(n/2)=0< C =1, d’ou :
2 4 . om
R*(p) = —sin (— - —) (7.40)

* Si on impose (cas des atlas anglais et allemands) la condition supplémen-

R(¢)

os )

taire : le parallele g est automécoique (simple) : or my, =n

R(¢0) cospy . (T po T %o
B 1 e (5 2) o (-3)
n c05(20) Vn 5 sin( 73 cos (7=

Par suite :

= Mgy =

.
T_ gy Lbsing a1

2
n=cos’|———

( 4 2 2
(Résultat qu’on obtient immédiatement, d’apres|7.8.1.1fen disant que la repré-
sentation admet comme paralleles automécoiques le parallele g et le parallele

de rayon nul c’est-a-dire le pole).

* Si on impose (cas Lambert) la condition supplémentaire R(q) = cotg(po),
alors on obtient :

i = COZSOO sin (% _ %) = 2tgppsin (Z — %) (7.42)

n n’est pas égal a sinpy comme dans la représentation tangente. Le pole est
automécoique et il existe un parallele automécoique de latitude ¢ tel que :

Vn = cos (% — %) (7.43)

7.9 Exercices et Problémes

Probléeme 7.1 Soit S? une sphére de rayon a comme modéle de la Terre. On
considére Uaspect direct de la représentation de Lorgne [16] définie par :

7=A
2
MeS —>m(fy,R)€g:Py/{R_Qasm(z_g;)

1 - A partir de la valeur de l’angle PP’ M, montrer que PM =R = 2asin (% — g) .
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Y

Mk, @) ——p mxy)/ Pm=2=PM

Fig. 7.3 Aspect direct de la représentation de Lorgne

2 - En déduire que les coordonnées cartésiennes (x,y) de m image de M sont :

T = 2asin (% - g) COSA

y = 2asin (% — %) SinA

3 - Calculer le carré du module linéaire K2 (X, p).

4 - Donner les expressions des modules linéaires K, le long d’un méridien et IC)
le long d’un paralléle. En déduire le type de la représentation plane de Lorgne.

On étudie maintenant Uaspect transverse de la représentation de Lorgne.

M(h,q) —» mixy)/ gm=Z=gM

angle g’ M=o

Fig. 7.4 Aspect transverse de la représentation de Lorgne
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5 - A laide des formules de la trigonométrique sphérique dans le triangle sphé-
rique qPM , déterminer les relations liant \,p avec Z,w.

6 - Montrer que les coordonnées de l’image de M sont :

w sinwsinz
= 2asin—.sinZ = av/2 - ———
v 1+ cosw
L w sinwcos”Z
y = 2asin—.cosZ = a\/2

V14 cosw

7 - Montrer que les coordonnées (x,y) s’écrivent en fonction de A et p comme
sugt :

v — a3 COSPSINA
vV 1+ cospcosA

SLTp
Y R
4 V14 cospcosA

8 - Montrer que les images des méridiens (A = constante) sont des courbes
f(z,y,A) =0 de 4éme degré.

9 - Montrer que les images des paralléles (p = constante) sont les courbes
g(z,y,0) telles que :

g(z,y,0) = (2a2sin?p —y?)? 4+ 22y2sin®pcos®p — ytcos* o = 0







CHAPITRE 8

LA REPRESENTATION PLANE LAMBERT TUNISIE

8.1 Définition et Propriétés

La représentation plane Lambert est une représentation conique, conforme et
directe d’'un modele ellipsoidique :

- conique : on utilise les coordonnées polaires R et )
- conforme : conservation des angles ou 'altération angulaire est nulle;
- directe : les coordonnées polaires sont des fonctions de la forme :

ot (¢,A) sont les coordonnées d’un point sur le modele ellipsoidique de réfé-
rence.

Pour la Tunisie, il a été choisi le cas de la représentation tangente c’est-a-dire
on utilise un seul paralléle origine. Dans ce chapitre, on va étudier en détail le
cas de la représentation Lambert en Tunisie.

Une interprétation de la représentation plane Lambert est comme suit :

115
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Fig. 8.1 Interprétation géométrique

- on considére un cone (C) (Fig. de sommet S tangent au parallele origine
de latitude ¢q de l'ellipsoide de référence £. A un point M (¢, ) de &, on lui
fait correspondre son image m sur la demi-droite d’origine S tangente a la
méridienne de longitude A et au paralléle origine.

- on développe le cone (C) sur le plan, on obtient I'image d’une portion de
Pellipsoide (Fig. |8.2]). Les images des paralléles sont des arcs de cercles concen-

Yy
S
[]
m [0=00]
0, \ “ Xy
pen M

Fig. 8.2 Images des paralléles et des méridiens

triques de centre s, 'image du sommet du cone (C'), celles des méridiens sont
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des droites concordantes passant par s (Fig. [8.2).

Les courbes coordonnées ¢ = constante et A = constante sur le modeéle sont
orthogonales et leurs images le sont aussi dans le plan.

8.2 Indicatrice de Tissot

D’apres la propriété précédente des courbes coordonnées, on déduit que les di-
rections principales sont les tangentes au méridien et au paralléle passant par
le point.

La représentation est conforme, par suite I’altération angulaire est nulle, I'in-
dicatrice de Tissot est un cercle et le module linéaire ne dépend pas de la
direction, mais seulement du point et on a ’équivalence :

Altération angulaire nulle & m, =my < V0, ms =m

ou ¢ désigne ’la direction’.

8.3 Calcul des modules principaux

On commence par le calcul du module m,,. Par définition :

dS
mip:%

avec dS pris sur 'image de la méridienne et ds sur la méridienne du modéle,
or ds = pdp et dS = —dR, le signe - provient du fait que les déplacements
infinitésimaux dR et dy sont de signes contraires. On note par p le rayon de
courbure, d’ou :

m _dS _ —dR
¥ ds  pdy

Maintenant on calcule le module principal my, on a :

. _ 45 _ RdQ
AT ds  rdh
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avec 7 = N.cosp le rayon du parallele de latitude ¢.

8.4 Etablissement des Formules R(p) et Q)(\)

Comime on a :
mx =My
d’ou :
RdQ) —dR dQ)  —rdR
= — > — =
rd\ pdy d\  pRdyp

Le terme & gauche est une fonction de A seulement car ) ne dépend que de X,

le terme a droite est fonction de ¢ seulement, donc 1’égalité est toujours vérifiée
que si les deux termes sont constants, on appelle n cette constante, d’ou :

0
ﬁ =N

-rdR

pRdp "

Par suite, en intégrant la premiere équation et prenant Q(Ag) = 0 avec Ag la
longitude du méridien origine, on obtient :

| Q=n(2-))] (8.1)

La deuxieme équation différentielle s’écrit sous la forme :

dR _ —npdp _ —npdp

= —ndL 8.2
R r Ncosp " (82)
avec : p
pap
dL = —— 8.3
Ncosyp (8:3)
La variable L appelée la latitude isométrique donnée par la formule :
) e 14esing
L(yp) = Logt (— —) —=L —_— A4
() °9t9 4+2 2 09(1—esingo) (84)
pdp

En effet, calculant une primitive de en considérant ¢ n’atteint pas les

~ 7T .
valeurs extrémes :|:§, soit :
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pde _/ (1—e?)dyp _/(1—628in2tp—€20082tp)d(p_
Necosp | cosp(1—e2sin2p) cosp(1—e2sinp) N

/ dy / ecospdyp oot (71' n <p) / du
— =Lo —+=)—e =
cosp 1—e2sinZp PING T 1—u?

LA 14+u (E f)ff 1+esing
Logt9<4+2) gLogy—, = Logta\ g+ 5 ) —gloar— G, T¢

ou on a fait le changement de variables suivant u = esiny avec |u| < 1. Par
suite en prenant l'intégrale entre la latitude origine ¢ = 0 et la latitude ¢ et
que L(0) =0, on retrouve la formule donnée par ou e est la premiere
excentricité de 'ellipsoide de référence.

On revient a ’équation (8.2) :

dR _ —npdp _ —npdp —

R r Ncosp

En posant :
Lo = L(go)

ol g est la latitude du paralléle origine, l'intégration de (8.2]) donne :

LogRE = —n(L—Lo) =>| R = Roexp(—n(L — Ly)) = Roe "L~ | (8.5)
0

8.5 Détermination des Constantes Ry et n

Pour déterminer les constantes Ry et m, on impose que le paralléle origine soit
un isometre automécoique et stationnaire, c’est-a-dire :
m(po) =1

et (illm> =0
¥/ =9

soit le module linéaire admet un minimum égal & m(pg). Comme :

m=my,=m —dR
= = )\ == ——
v pdep
et : d
pap
dR = —nRdL = — .
R nR nRNCOSg) (8.6)
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D’ou 'expression du module linéaire :

R Roe—n(L—Lo)
m= v = e (8.7)
Ncosp Ncosyp
Pour ¢ = ¢g, on a :
nRy
=1= =| nRy = N 8.8
m(eo) Nocoszo nRy = Nocospo (8.8)
On pose :
r = Ncosp
dr
Le calcul de — donne :
dip
d
é = N cosp — Nsing (8.9)
come :
N = a(1—e%sinp) /2
on obtient :
+ e2Nsingpcosp
N,=—FF—F—
@ 1—e2sin2p
On a alors :
ﬂ _ eQst'ngo'coszga _ Nsing = Nsing e%os?gp 1
dp 1—e2sin2p 1—e2sin2¢p
dr  —(1—e*)Nsinyp
de  1—e2sin2yp
Or:
_ (1-€*)N
P=1z e2sin2yp
Par suite :
d
é = —psing (8.10)

On revient a I'équation :m=nR/r et en prenant sa différentielle loga-
rithmique, d’ou le résultat :

dm _dR _dr

m R r

En utilisant les équations et (8.7), on obtient :
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dm  —npdy  psinedp . pdy
— = + = (n—sinp)——
m r r r
Soit : p
% = (n—simp)? (8.11)

Et pour ¢ = (g, on a :

dm - m(po)po
— =0=(n—sinpg) ——~— =
do . ( %0) ~(20)

12

0
D’ou :

L’équation (8.8]) s’écrit donc :

[ Ro = N(go)cotgipo = Nocotgoo| (8.13)

d’ou les équations de la représentation plane Lambert :

Q= (A—Xo)sinpo

(8.14)
R= Nocotgwge_Si”W(L_LO)
avec : . .
T P e + esing
L(y) = Logt (— —) —=L —r
(p) =Logtg (3+5) 3 09(1—esing0>
L’expression du module linéaire est égale a :
inpoR
m(p) = ZPORP) (¢) (8.15)
N(p)cosp

8.6 Expression des Coordonnées Cartésiennes

Dans ce paragraphe, on va décrire les coordonnées cartésiennes en fonction de
(Q, R). Soit un point M (¢,\) ayant pour coordonnées polaires (Q, R).

On considére un systéme d’axes (O,z,y) qu'on nomme repére origine, tel que
I'axe Oz est la tangente a 'image du parallele origine au point O dirigé vers
IEst et Oy est porté par 'image du méridien origine dirigé vers le Nord (Fig.
. Soit le point S de Oy avec OS = Ry, on a alors :
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zpr = RsinQ)
ym = Ro— RcosQ)

ou encore :

Fig. 8.3 Le repere origine

xp = Rsin((A— o) singo)

.1
ym = Ro — Reos((A— Xo)singo) (8.16)

avec A comptée positivement a ’Est du méridien origine des longitudes.

8.7 Passage des Coordonnées (R,()) aux Coordonnées
(z,9)

Ayant (¢,)) et ¢o, Ao , on calcule :

Q= (A= Xo)sinpg

%) e 1+esing
—) Log———
2 2 1 —esing
Ry = Nocotgpo

R = Roexp(—singo(L — Lo))
x = RsinQ)

y = Ro — RcosQ)

L(p) = Logtg(
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8.8 Passage des Coordonnées (z,y) aux Coordonnées

(R,Q)

On donne g et Mg et ayant (x,y), on calcule :

Ro = Nocotgpo
RcosQ)=Rg—y

Comme :
x = Rsin()
d’ou : -
tgQ) =
g Ro—y
Par suite :
T
Q= (\N—Xgy)singpg = Arct
(A=Xo)sineo g ( o _y)
D’ou :
A= Ao+ —— Aretg (=~ (8.17)
= rc .
O singo I\ Ry -y
De :
y = Ry — Rcos()
on obtient :
cosQ)
Et de :
. R )
R = Rpexp(—singpo(L—Lg)) = LogR— = —singpo(L — Lo)
0
d’ou :
1 Ry
L=Lo+——Log— 8.18
o+ singo og R ( )

Le probléme devient a calculer ¢ a partir de la donnée de la latitude isométrique
L. Ce calcul se fait par itérations comme suit :
1. Ayant L, on calcule ¢y telle que L = Logtg (% + %)

1+est
2. On calcule s telle que L+ ELog M = Logtg (E + ﬂ)
2 1—esinp; 4 2
3. On réitere le processus jusqu'a ce que |@;+1 — ¢i| < @ ol @ une petite
quantité fixée a ’avance.
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8.9 Etude de ’Altération Linéaire

L’altération linéaire est définie par :
e=m—1 (8.19)
ou m est le module linéaire. Le développement limité du module linéaire au

voisinage de g s’écrit :

m — 2 2m
mle)=mlgn)+(o—g0) (57)  +EZPE () solle-a))

Or :

m(pp) =1et (cim) =0
¥/ e=p0

car le parallele ¢ = est un isometre automécoique et stationnaire, d’ou :

mie) =1+ EZ2E () o) 620

On est amené a calculer la valeur de la derlvee seconde de m pour ¢ = ¢g. Or

I’équation (|8 donne ’expression de m . On dérive mw

d*>m dm; d tmp mp ) d /rmp
— = | (sino— == —n)— [ — 21
i o dso{ " (sinp n)} " cosp + (sing —n) dgo( . ) (8.21)

d’ou : )
(d T;l) _ cospom(o)p(po) _ po (8.22)
d(p p=p0 T((po) No
car n = singg et m(pp) = 1. (8.20) devient :

(¢ —¢0)* po 3 (p—v0)* pd 3
=1 -_— — =1 AL, _
m(p) =1+ 5 No +o((p—w0)’) =1+ 5 pONO‘f‘O((Sﬁ ©0)”)

En posant :
Ap=p—po
on a alors :
1
=1 Ap)? +o(Ap? 8.23
m(p) =1+ SNop (PoAp)” +0(Ap?) (8.23)

Or poAy = po(@ — o) la distance approchée du point M (¢, ) au parallele
origine ¢ = g, d’ou 'expression de ’altération linéaire :
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62

(PoA@)* = 3 Noro (8.24)

e=m—1

~ 2Nopo

ou / est la distance du point au parallele origine.

8.9.1 Calculs numériques

On considére comme exemple numérique le cas de la représentation Lambert
Nord Tunisie ayant comme parallele origine g = 40.0 gr et 'ellipsoide de réfé-
rence est celui de Clarke Francais 1880.

On a donc les valeurs numériques du module et ’altération linéaires comme
suit :

m(po) =1=¢€=0
m(42.5gr) = 1.000775720 = ¢ = 7.75720 x 10~*
m(37.5gr) = 1.000760827 = ¢ = 7.60827 x 10~*

Soit une distance de 1000m sur le parallele origine, elle se transforme a 1000m
sans altération. Une distance de 1000m sur le parallele ¢ = 42.5 gr devient une
distance de 1000.776 m sur le plan, de méme une distance de 1000m sur le
parallele ¢ = 37.5gr devient une distance de 1000.761m sur le plan.

Pour réduire les altérations linéaires, on multiplie le module linéaire par un
coefficient k dit facteur de réduction de ’échelle. Le module linéaire devient
alors :

hoinpoR()
~ N(p)cosyp

/

m' =k.m (8.25)

Par suite, les modules linéaires et les altérations correspondantes deviennent
(Cas de la Tunisie, le facteur k = kx est égal 4 0.999625544) :

m’ (o) = 0.999625544 = ¢ = —0.000009460
m’ (42.5gr) = 1.000400974 = ¢ = 40.400974 x 103
m’ (37.5gr) = 1.000386086 = ¢ = +0.386086 x 102

Sur le parallele ¢ = 42.5gr, D'altération linéaire pour 1000m est passée de
+0.776m a +0.401m, d’ou réduction des altérations.
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- Alt= +40.1 ecm/km
i . U s d el | ASTEN
RESEAU GEODESIQIIE PRIMORDIAL e e i

oL RESEAU GEODESIQUE PRIMORDIAL

#5

e

Al 374 bk

Alt=+37.4 h/kim _ =
: . Al +38.6

Alt= +38.

Fig. 8.4 Les variations de laltération linéaire pour les représentations Lambert Nord
Tunisie (d) et Sud Tunisie (g)

Avec l'introduction du facteur de réduction de ’échelle, les formules (8.16)) des
coordonnées rectangulaires (z,y) s’écrivent :

zp = kRsin((A— Xg)singg)

ym = k(Ro — Reos((A— Xg)singg)) (8.26)

Pour obtenir des coordonnées rectangulaires positives, on définit un repere
(0", X,Y) tels que O'X et O'Y soient dirigés respectivement vers I'Est et le

Nord (Fig. [8.5)) et que :

X = Constante X +x g

Y = ConstanteY +ypy (8.27)
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O Constanteen Y

Constanteen X

Fig. 8.5 Le repere (O',X,Y)

Les quantités Constante X et Constante Y sont respectivement les constantes
de translation en X (Fst) et en Y (Nord) exprimées en meétres.

8.9.2 Expression des Coordonnées Cartésiennes
Translatées (X,Y)

Les expressions des coordonnées cartésiennes (X,Y") des représentations planes
Lambert Tunisie (Nord et Sud) dites coordonnées translatées se different des
formules (8) et (7) par un facteur d’échelle k et une translation, comme suit :

X =500000,00+ k.Rsin((A— Xo)singo) (8.28)
Y =300000,00+ k.(Ro — R.cos((A— Xo)singo)) (8.29)

Nous donnons ci-dessous les éléments de définition des deux représentations
planes Lambert Tunisie.
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8.9.3 Les Eléments de définition du Lambert Nord
Tuniste

Ellipsoide de référence = ellipsoide Clarke Frangais (a = 6378249.200m,b =
6356515.000m et e? = 0.0068034877)

Latitude parallele origine = g = 40gr = 36°,

Longitude méridien origine = Ay = 11 gr Est Greenwich = 9°54’,

Facteur d’échelle = kyxy = 0.999625544,

Constante translation X = 500000.00m,

Constante translation Y = 300000.00m,

Amplitude de la latitude = 37.5gr < ¢ < 42.5¢gr.

8.9.4 Les Eléments de définition du Lambert Sud
Tunisie

Ellipsoide de référence = ellipsoide Clarke Frangais (a = 6378249.200m, b =
6356515.000m et e? = 0.0068034877)

Latitude parallele origine = g = 37gr = 33°18’,

Longitude méridien origine = \g = 11 gr Est Greenwich = 9°54/,

Facteur d’échelle = kg = 0.999625769,

Constante translation X = 500000.00m,

Constante translation Y = 300000.00m,

Amplitude de la latitude = 34.5gr < ¢ < 39.5gr.

8.9.5 Calcul de la réduction de la corde

Sur le terrain, on observe une direction AB, la visée AB est tres voisine de la
géodésique AB. Sa transformée sur le plan de la représentation n’est pas une
droite, mais une courbe tournant sa concavité vers I'image du paralléle origine

(Fig. [8.6).

On observe la direction AB c’est-a-dire 'arc ab. Pour passer de l'arc ab a la
cordre ab, on apporte une correction & la lecture de la direction AB ou ab. Cette
correction est appelée la correction de réduction a la corde. Elle est donnée par
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B

A

[P=¢o]

Fig. 8.6 Réduction a la corde

la formule :

Dv="2r (S> (8.30)

S
ou S représente la longueur AB, T 3) est la courbure de la transformée de

la géodésique AB prise au 1/3 de la distance de A vers B.

En utilisant la formule de Schols-Laborde[l] donnant la courbure de la transfor-
mée d’une géodésique, on démontre que :

| Doldmar) = i | (8.31)

avec d\ égale a la différence de longitude en km des 2 extrémités de la visée
AB et K vaut :

_ 1 (Ro—R)iys
2 N(0)p(p0)sinl”

ou (Rg—R), N(wo) et p(vo) en km.

K (8.32)

8.10 Convergence des méridiens

Pour passer de I'azimut géodésique sur le modele ellipsoidique de la direction
M1 Ms au gisement mims sur le plan de la représentation, on a la formule
algébrique :

G=Az—~v+Dv (8.33)

1. Jean Laborde : colonnel de 'armée francaise et géodésien cartographe. Il a défini
la représentation plane qui porte son nom (représentation conforme cylindrique oblique).
Celle-ci a été appliquée pour le Madagascar.
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avec 7 le gisement de 'image du méridien avec son signe positif ou négatif. Or
I'image d’un méridien est une droite qui coupe 1'axe Ox (du nord) sous 'angle
Q= (A— \g)singg, par suite :

‘ v=0Q= (A= \o)singpg = convergence des méridiens ‘ (8.34)

8.11 Exercices et Problémes

Exercice 8.1 En un point A de coordonnées géodésiques ¢ = 40.9193gr et
A=11.9656 gr a I’Est de Greenwich, on vise un point B.

1. Calculer les coordonnées planes Lambert du point A, sachant que pg =
40.00gr et Ao = +11.00gr.

2. L’azimut géodésique de la direction AB est Azg = 55.7631¢gr. Sachant que
Dv =1.52dmgr, calculer G le gisement de la direction AB.

8. La distance AB réduite a [’ellipsoide de référence est D, = 5421.32m. Sa-
chant que Ualtération linéaire dans la région des points A et B vaut —9cm/km,
calculer la distance AB réduite au plan.

Exercice 8.2 D’apres les coordonnées de deux points A et B wvous trouvez la
distance AB = 5427.380m. Sachant que :

a - Ualtération linéaire de la représentation dans la région de AB vaut +8.1075 ;

b - les altitudes des points A et B sont : Hx = 1000.00m et Hg = 1200.00m.
Calculer la distance suivant la pente Dp entre les points A et B matérialisés
sur le terrain.

Probléme 8.1 On désire étudier les variations du module linéaire m de la

représentation Lambert tangente en fonction de la latitude ¢ € [0,+g].
1. Donner Uexpression de m(p).

2. Montrer que m(0) est une quantité finie positive que l’on calculera.

™ . Y , . s
3. Montrer que pour ¢ = +§, m devient une forme indéterminée qu’on préci-
sera.

4. On pose ¢ = g —0 et m(p) = M(0). Donner expression de M(6).
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5. Montrer qu’on peut écrire M (0) = A(0).u ot A est une fonction de 6 prenant
une valeur finie positive non nulle quand 0 — 0T et u donnée par :

. 0
exp smgpoLogtgi

u= -
sinb

avec g la latitude du paralléle origine.

0
6. On pose t = tgi. Montrer que u s’écrit :

1+¢2
2t1—singg

et que lim;__,g+u = +00.

7. En déduire la limite de m(p) quand ¢ — g

dm
8. Donner l’expression de To et présenter le tableau de variation de m(p) pour

le cas ou wg = +40gr.

Probléeme 8.2 On a mesuré une distance suivant la pente entre les points
A(H4 =1319.79m) et B(Hp =1025.34m) avec Dp = 16483.873m.

1. Calculer la distance D, distance réduite a ['ellipsoide de référence par la
formule rigoureuse, on prendra le rayon de la Terre R = 6378 km.

2. Calculer la distance D, réduite a la représentation plane Lambert si l'alté-
ration linéaire de la zone est de —14em/km.

8. La direction AB a un azimut géodésique Azg = 297.56225¢gr. Donner [’ex-
pression du gisement G de AB en fonction de Azg,vy la convergence des mé-
ridiens et Dv la correction de la corde, sachant que la représentation plane
Lambert utilisée a comme @y = 37gr, \g = +11.00gr que le point A est au
nord du paralléle origine.

4. On donne Dv = —13.7dmgr et A =9.3474734 gr la longitude de A, calculer
G.

5. En déduire les coordonnées (Xp,Yp) de B si X4 = 363044.79m et Y4 =
407020.09m.

6. Déterminer les coordonnées géographiques (¢,\) de B.

On rappelle que : a = 6378249.20m et e = 0.0068034877.
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CHAPITRE 9

LES REPRESENTATIONS CYLINDRIQUES

9.1 Les Représentations cylindriques directes

Les images des paralleles sont des droites paralléles a ’axe des X par exemple;;
celles des méridiens des droites paralleles a ’axe des Y. Les coordonnées rec-
tangulaires de I'image I du point (¢, \) sont donc de la forme :

X=X\
{Y=YW) ©-1)

Les directions principales sont, dans le plan, paralleéles aux axes des coordon-
nées et les modules linéaires principaux sont :

XX
e " Ncospd\  rd\
(9.2)
dy dY
mo =M, — — — ——
2T pdp — dp

133
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[l

0 > (o]

[%o] [A]

Fig. 9.1 La représentation cylindrique directe

9.1.1 Représentations cylindriques directes équidistantes

Par définition, tous les méridiens sont automécoiques, c’est-a-dire VA, my = 1.
Donc dY =df =Y = — y. Pour la sphére de rayon unité, on obtient ¥ =
w— o et X est une fonction arbitraire de A. On peut choisir la fonction la plus
simple (fonction linéaire), on a donc :
X=A\— o) (9.3)
Y =¢—¢o

Par suite, I'expression du module linéaire m,, :

dX A A 9.5)
m = mi1 = = = — .
v ! Ncospd\A  Ncosp 1
Pour la sphere :
A
my = (9.6)
cosp

*Si A < 1, la représentation de la sphere est sécante : elle admet deux paralleles
automécoiques pg = Arccos(A) et —gyq.

* Si A =1, la représentation est tangente (équateur automécoique).
Les conclusions sont identiques pour ’ellipsoide.

La représentation tangente est dite " carte plate carrée ", la représentation

sécante est dite " carte plate rectangulaire ".

Les poles sont singuliers : leurs images sont des segments de droite.
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9.2 Les Représentation cylindriques directes conformes
(Mercator)

9.2.1 Condition de conformité

La condition de conformité est donnée par mi = mo = m, = mj soit :

ax__av
Ncospd\  pdyp

ou encore :

dX  NcospdY

d\  pdy
L’égalité ne peut étre réalisée que si les deux membres sont égaux a une méme
constante k, alors :

X =k(A—X)

Y = k(L(¢) — L(go)) = k(L — Lo) ©8)

L est la latitude isométrique donnée par (7.21)). Le module linéaire est fonction
de ¢ seulement (les isometres sont les paralleles) :

_ k _ k
~ Ncosp ()

m(y) (9.9)

Pour le cas de la sphére (de rayon unité) :

k
m(p) = cosp

* Si k<1, les paralleles @1 et —p7 tels que cosp1 = k sont automécoiques, la
représentation est sécante.

* Si k=1, la représentation est tangente (I’équateur est automécoique).

Mais le choix de k est indifférent pour ’étude des altérations. En effet, toute re-
présentation cylindrique directe conforme se déduit d’une quelconque autre par
une similitude, il suffit donc d’étudier la représentation tangente particuliere
avec Lo =0 et \g =0 et d’écrire :

X=2A (9.10)
Y=L (9.11)
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soit 'axe des X est I'image de I’équateur et 'axe des Y est I'image du méridien
origine.

9.2.2 Les Courbes de Favé

La représentation cylindrique directe conforme est couramment utilisée pour
les planispheres, et a rendu de grands services a la navigation maritime. Elle
est connue sous le nom de représentation de Mercator.

Pour les planisphéres (a échelle nominale petite) ou les cartes maritimes, il suf-
fit de considérer la terre un modele sphérique. Dans ces conditions, les images
planes des courbes tracées sur la spheére sont des courbes dont il est aisé de
déterminer les équations.

En effet, entre la latitude ¢ et la latitude croissante £, on établit facilement les

relations : 1
chl =
cosp
shL =tgp
(9.12)
thl = sinp
L @
th= =tg~
2~
T P c T, e\ _ Lt+tg(e/2) .
1 = L — — = — — = — . 7
Rappelons que L 0gtg(4+2) =e tg(4 2) 1—tg(¢/2) soit
L
L —
tg(p/2) = JE Ou encore :
L L/2 —L/2
e~—1 e~ —e sh(L/2
tg(p/2) = = _ shLr2) _ th(L/2)

T Ll L4 L2 T ah(L]2)

On laisse au lecteur a titre d’exercice la démonstration des trois premieres for-
mules de ((9.12)).

Soit e le point de I'équateur de longitude nulle (Fig. [9.2)), le point i(y,\) de
la sphére de rayon unité, peut étre aussi déterminé par s et Ze avec :
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- s : arc de grand cercle ei;

- Ze : azimut équatorial de ce grand cercle.

En ¢, Pazimut du grand cercle issu de e, orienté, est désigné par Z. les cinq
angles p,\,Z,s et Ze sont liés par des relations simples (application de la
trigonométrie sphérique & un triangle rectangle), par suite :

sin\ =tgZe.tgp
cos(s) = cosp.cosA (9.13)
sing = cotgZ .tg\

D’ou 'on tire, puisque X =\, Y =L :
- équation des grands cercles issus de e d’azimut Ze :

sinX =tgZe.shY (9.14)
- équation des petits cercles de pdle e(s = constante) :

cosX = cos(s)cosY (9.15)

- équation des trajectoires sous l'angle Z des grands cercles issus de e (isoclines
des images) :
tgX = tgZ.thy (9.16)

Ces courbes sont dites les courbes de Favé.

Toutes les courbes analogues définies & partir d’'un point quelconque e’ de
I’équateur se déduisent sur la sphere par une rotation d’angle A,/ autour de
pp’, donc sur le plan par une translation X, = A/ le long de I’équateur. Les
courbes de Favé, tracées sur un calque, permettent de résoudre les problemes
suivants :

- détermination de 'orthodromie (chemin le plus court, ¢’est-a-dire grand cercle
de la sphere) ;

- distance de ces deux points;;

- azimut en un point quelconque de I'orthodromie.

En navigation, on distingue la navigation orthodromique (adoptée pour d’évi-
dents raisons d’économie) et la navigation loxodromique (une loxodromie est la
trajectoire sous angle constant des méridiens : la navigation loxodromique est
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p
Z
Ze 1
5 P
A
e my

Fig. 9.2 Courbes de Favé

dite & cap constant). La conformité montre immédiatement que I'image d’une
loxodromie dans une représentation cylindrique directe conforme est une droite.

En navigation, si on considére un arc d’orthodromie (O) joignant deux points
A et B, la corde AB est un segment de loxodromie, et I’angle entre 'arc AB
de (O) et la corde (1) est dit : " correction de Givry ".

9.3 Les Représentations cylindriques équivalentes

La condition d’équivalence mimo = 1 conduit a écrire :

7dX d—y =1= 7dX = pdfgp d—X = 7choscpd<p = constante =n
Ncospd\ pdp Ncospd\  dY ax dY B N
(9.17)
soit :
X = n()\ - )\0)
(9.18)

1 ¢
Y=- / pN costdt
nJo

Sur la sphere S2, en prenant Ag = 0, on obtient :
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Fig. 9.3 Correction de Givry

(9.19)

et :

= = — 9.20
e cosp My ( )

- Sin <1, la représentation est sécante, les paralléles automécoiques ayant pour
latitudes ¢ et -7 telles que cosp; = n.

- Sin =1, lareprésentation est tangente, elle dite représentation isocylindrique :

X=X
{ Y = sing (9:21)

Cette derniere peut étre définie géométriquement de fagon simple : I'image [
d’un point 7 de la sphere est la projection orthogonale de i sur la génératrice du
cylindre circonscrit a la sphere le long de ’équateur, génératrice ayant méme
longitude que 7. Cette correspondance géométrique ne peut étre généralisée
a la représentation sécante, on peut envisager une représentation par projec-
tion orthogonale sur les génératrices d’un cylindre de rayon n < 1, mais cette
représentation est aphylactique.
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Si on fait appel a un cylindre intermédiaire, la représentation équivalente admet
comme paralléle automécoique le paralléle 1 de la sphére avec o1 = Arccos(n) ;
I'image de ce parallele est un cercle du cylindre de méme rayon, mais non
confondu avec le cercle intersection du cylindre et de la sphere, en effet n =
cosp1, on a donc :

X =Xcospy et Y = sing (9.22)

cosp1

L’ordonné de I image de i de latitude 1 est donc tgy;.

Ces remarques montrent que le schéma simpliste d’une représentation sécante
en introduisant une surface cylindrique intermédiaire est dangereuse. Toute re-
présentation plane peut étre définie sans faire appel & un cylindre (ou un cone)
intermédiaire : cette facon d’exposer les questions relatives aux représentations
est plus dangereuse qu’utile et devrait étre abandonnée, méme pour des repré-
sentations élémentaires.

9.4 Les Représentations cylindriques transverses

9.4.1 Les Représentations cylindriques transverses
équidistantes

L’aspect transverse de la représentation cylindrique équidistante a été utilisée
par Cassini pour sa premiére carte de la France a ’échelle 1/86000 : il s’agit
d’une représentation de l’ellipsoide dans laquelle le méridien central est auto-
mécoique et représenté par une droite et toutes les géodésiques de ’ellipsoide
orthogonales & ce méridien (ou dont le vertex est sur ce méridien) sont auto-
mécoiques.
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9.4.2 La Représentation U.T.M. (Universal Transverse
Mercator)

En hommage a mon Professeur de Géodésie
Jean LEMIENESTREL, Ingénieur Géographe Général

9.4.2.1 Définition

Définition 9.1 La représentation U.T.M. est une représentation :

- conforme,

- cylindrique,

- transverse,

- d’un modeéle ellipsoidique.

Le type de raisonnement utilisé jusqu’ici pour étudier ces représentations n’est
plus applicable; en effet il ferait intervenir un couple de coordonnées symé-
triques sur 'ellipsoide ; avec un diametre de référence orthogonal & la ligne des
poles ; autrement dit des coordonnées symétriques construites a partir des co-
ordonnées de Cassini-Soldner sur ellipsoide; de telles coordonnées sont tres
complexes et il est préférable de raisonner autrement.

- Les coordonnées du modele seront les coordonnées symétriques classiques A
et L (L la latitude isométrique ).

- Les coordonnées images seront les coordonnées cartésiennes X et Y.

La représentation sera définie par une fonction analytique f liant les variables
complexes z = L+iX et Z =Y +iX. Mais dans le cas présent, les courbes coor-
données images, les paralléles aux axes, ne sont pas les courbes correspondantes
des courbes coordonnées modeles, les méridiens et paralleles. Les équations de
la représentation sont donc de la forme générale :

X =X(\L)
{ Y =Y(\L)

ce qui revient a dire que Z = f(z) n’est pas une fonction linéaire de z.
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La fonction f(z) peut étre déterminée en écrivant :
- que I'image du méridien A\ = 0 dit méridien central est 'axe des Y : X =0,

- que ce méridien est automécoique.

Il faut donc trouver une fonction f d’une variable complexe devant prendre
un ensemble de valeurs définies sur un contour donné. Nous admettons l'exis-
tance et ["unicité d’une solution (Probleme de Dirichlet). Nous admettrons aussi
I'existance d’une fonction analytique inverse de f telle que z = F(Z).

- La premiere condition s’écrit tres simplement :
Y = f(L) quelque soit LetY
- La seconde exprime que l'arc de méridienne 3, compté depuis I’équateur est

égala Y :Y =p.

Autrement dit la fonction f est définie par :
p=f(L)

Si nous réussissons a trouver une telle fonction, si " généralisation" au plan
complexe sera la solution cherchée :

b= (1) = Z=1(2)

Une difficulté importante se présente alors : 'arc de méridien étant une inté-
grale elliptique de ¢, il n’est pas possible d’en donner une expression finie. Il
en est donc de méme de la fonction f.

La fonction f(L +i)) exprimant la représentation UTM ne peut se calculer que

par un développement limité.

Deux solutions sont envisageables :

1 - La méthode mise au point par les services cartographiques des U.S.A. utilise
des développements limités jusqu’au 5°™€ ordre et nécessite donc 'usage de
"tables de la représentation U.T.M." différentes pour chaque ellipsoide.

2 - La méthode préconisée a I'l.G.N. et développée par Mr. H.M. Dufour utilise
une double représentation conforme ou "Doppel-projection” :
- la premiere représente ’ellipsoide sur une sphere ;
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- la seconde représente la sphere sur un plan; elle n’est pas autre chose qu’une
représentation classique de Gauss d’un modele spherique (chapitre précédent).

Cette derniere méthode est spécialement bien adaptée aux calculs électroniques.

Nous étudierons successivement ces deux méthodes.

9.4.2.2 Calcul des coordonnées rectangulaires (X,Y) connaissant les
coordonnées géographiques (\, )

L’expression de Z = f(L+i\) s’obtient par développement limité a partir des
relations différentielles :

dp = pdyp
pdp
dL =
Ncosp
d dg d
d’ott 'on tire facilement : d—fj = £d—f/ = Ncosp.

Soit un point My sur le méridien central, de latitude (¢g <= L¢) et d’ordonnée
Yo. Soit le point M (A, ¢, L). Posons Ap = ¢ — ¢ ; AL = L— Ly. L’ordonnée
de M est Y avec AY =Y —Y{. Nous recherchons un développement limité de

Ay
M(Z) Po
/
Mo
Yo
X=2=0 X

Fig. 9.4 (\,¢) — (X,Y)

f au voisinage de My(zg) : il sera de la forme :

(2—20)2

Z~Zo = f(2) - f(20) = (2~ 20) L (20) + =20

72 (z0) + ...

avec :
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Z=Y+iX,Zy=Yp+1Xg, Xg=0

z=L+1i\

zo = Lo+ilg, mais\g=0=—= z—29 =L — Lo +iA

Zy = f(20) = f(Lo) = Bo arc d’ellipse méridienne jusqu'en mg

Le développement peut donc s’écrire :

AY +iX = a1 (AL+i)) +az(AL+iX)? +a3(AL+i))* 4 ...

1 .
avec an = —.f1'(20) valeur calculée en Mo
n!

La fonction f étant analytique, ses dérivées peuvent étre prises dans une di-
rection quelconque ; nous les calculerons le long du méridien central sur lequel
X=0etY = f(L)=3, ainsi :

1 d*p
ap = —.——

n! dL"

_ﬁ_@dj_ Ncosp

= = . = p. = N
M= A dl =, 0cos$o
1d(Ncosp) dp 1dr dy 1 . Ncosp 1N )
a9 = ———————— .~/ = - .- = —=pstny. = —= Stn COS
2797 dp AL 2dgdL . 2T, 9 0SIPOCOSLO
a ——lN 30 (1 — ta> 2 2 _ 2. 2 2 _ e
3 = —Vocos po(1—tg=po+ny) avec gy = e"“cos“po, €= = 1—e2
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Remarque 1 : On ajoute ci-dessous la suite des coefficients a; pour
i=4,8 (voir A. Ben Hadj Salem [6]) :

1
aq = ﬂNcos?’cpsmga(E) — 12+ 9% +4nt)

1

as = mNcos5g0(5 — 1812 4+ t* 4+ 147 — 58712 + 13n*)
1

ag = f%Ncosﬂosmgo(fil —58t2 + 4 + 27002 — 33021 + 200" — 232t2n1)
1

a7 = —MN0037<,0(61 413112 +179t* + 33112 — 3298t%n?)

1
ag = mNcos7cpsincp(165 —61t2 + 537t + 96797 — 23278t2n% + 924471+

358t1n? —19788t%n?)

Cas du calcul de X et Y, m()\,¢) étant connu

Si le point m(\, ) est donné, c’est-a-dire A, et L sont connus, nous pouvons
choisir comme point My, le point de I'axe des Y tel que pg = ¢ et Lg =L,
nous avons donc Ap = AL = 0. Quant a Yy, elle a pour valeur Sy = 3, donc
AY =Y — 5.

A Y
A » M (Z=Y+iX ; L+iR)
AY /
MO((pO IO)
Bo
0 A=0 X

Fig. 9.5 Choix du point My
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Dans ces conditions le développement ci-dessus s’écrit, en séparant partie réelle
et partie imaginaire :

Y = Bo—asA? +as)\* + 08 (\)
X =aiA—azgA\3+as\°+0%(\)

Développement dont les premiers termes sont :

X = ANgcospg+ ...
2

A
Y =080+ ?Nosingoocosgoo +...

Les tables américaines prennent en considérant les termes jusqu’au cinquiéme
ordre.

Ce développement est valable quelque soit Sy le long du méridien, en revanche
il nécessite que A soit petit. Pratiquement A sera limité a 3° de part et d’autre
du méridien central.

9.4.2.3 Calcul des coordonnées géographiques (), ) connaissant
les rectangulaires (X,Y)

Le point M (Y +4X) est donné. On recherchera un développement limité de
2=L+iAx=F(Z)=F(Y +iX) au voisinage de My(Zy) avec Zg =Yp+0; F
est la fonction inverse de f.

/ (ZiZO)2 ”
Z:F(Z)—F(Zo) = (Z_ZO)FZ(Z())—’_TF Z(ZO)+

avec :

Z=Y+iX .

ey }:>Z—ZO—AY—|—2X

z=L4+1i\

F(Zo) =Ly
Soit :

AL+iXx=by + (AY +iX) +ba(AY +iX)% +b3(AY +iX)> +...

Mais ici, Xet Y étant connus, nous choisissons comme point My le point de
coordonnées (0,Y), Zg =Y donc AY =0, les valeurs g, Ly correspondent au
modele mg de M.
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4 Y
MU ((POJ LO ) BU) J M (Y+|X)
__/ - L' B
oL
A= X

Fig. 9.6 (X,Y) = (\,¢)

En séparant partie réelle et partie imaginaire, il vient :

{

L=Lo—byX?+bsX*+...
)\:le—ng3+b5X5—|—...

équations dans lesquelles les by sont les dérivées successives de F(Z) que
nous calculerons dans la direction du méridien, c’est-a-dire comme dérivées

de F(B) =L :
, 1 (dL
n = \apn ),
D’ou
bl _dLde _ p 1
Y748 dp'dB  Ncosp'p  Nycospo
b }i 1 l_li} 1__7 sin Ncosp  singo
7 2dp \Ncosp ) 'p 2dp\r) p g oI "~ 2NZcos2py
b3 = etc
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[6] :
b = (1262477
27 T 6N3cosp
by — tgpl(5+6t2 47> — 4n*)
24N4cosp
(54282 + 612 + 24t* + 8?t?)
5 pu—

120N5cosp

be — tg(ﬂ(ﬁl + 180¢2 + 467]2 + 120¢4 4 48772t2)
o 720N S6cosp

(61 +622t2 + 10712 + 1320t* + 1538102t + 467*)

Remarque 2 : De méme, ci-dessous la suite des coefficients b;, j = 3,7,

b —
7 5040N7 cosy

N

Il reste a calculer ¢ — g en fonction de L — Ly :

<P<Po=(LLo).<d‘p)0+(LL°)2 <d290)0+...

dL 2! dL?
avec :
dﬁ _ Ncosp
dL —  p

¢ d (Ncosap) Ncosp

dL?  dp \ p p

etc...

o est tel que 'arc correspond de méridienne 5y soit égal a Y.

9.4.2.4 Convergence des méridiens et module linéaire

* La convergence se calcule a partir de tgy = or :

ay

ax’
dX = (a1 — 3a3)\2 —|—4a5/\4)d/\
dY = (—2a\ +4as)3)d\

4a4 6&2 as

2
donc tgy = %/\—{— ( 2) A3+ ... dont le premier terme est tgy =
1

al ay
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dY

0 X

Fig. 9.7 Convergence des méridiens

* Le Module linéaire

H ||dZ dz
Il a pour valeur m = "’ HdH Le module de la dérivée T peut étre pris
z z

. S . . az
suivant une direction quelconque, par exemple le long du parallele soit : ==
z

dX 1 dX . i Lo
.— == m = ——— valeur qui se trouve immédiatement par m = —
cosy dA rdAcosy ds

ds et dS pris le long d’un parallele et de sa transformée.

YJL

m/2y

dX

v

0 X

Fig. 9.8 Le Module linéaire
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dX 1 1
On a donc m = —. . —, or
d)\ "Ncosp cos(Asing

dX 1
o Cw —3a3\? = Ncosp + §Ncoss<p(1 —tg?o+n?)\? =

dx 1 A, 9 9

—_— =14 — 1—¢

d\ Ncosp + 9 ©° o 97+

)\2 2
cos(Asing) =1 — %(1—1—772) = dou:
/\2 2
m=1+ %(1 +17%), n?=¢?cos?p (9.23)

Cette expression est a rapprocher de celle donnant le module linéaire dans le
cas d’un modele sphérique :

1
/ = =(1—s2 2 —1/2
m = (1—sin"h)

avec sinh = sinA.cosp en développant en A :

A3 A2
m = [1 — <)\ - 6) coszgo] —m =1+ 3005%0—1— 0(4)()\)

Nl

9.4.2.5 Méthode de calcul adoptée a I'l.G.N.

La représentation UTM est considérée comme résultant de la succession de 3
représentations conformes.

—A — Représentation de Uellipsoide sur une sphére
—B — Représentation de la sphere sur un plan
—C — Représentation d’un plan sur un autre de facon que le méridien

}dit "Doppel-projektion"

origine soit automécoique

9.4.2.6 A- Représentation conforme de I’ellipsoide sur une sphere

Toutes ces représentations partent d’un modeéle paramétré par les coordonnées
symétriques A et L.
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L’image sphérique est alors paramétrée par A et L’ coordonnées symétriques
de la sphere.

On admet de plus la condition de correspondance entre les courbes coordonnées
de I'image et du modele : les images des méridiens et des paralleles de Iellipsoide
sont les méridiens et les paralleles de la sphere.

Dans ces conditions au point m(z = L+iL) de 'ellipsoide correspond le point
m/ (2 = L' +i)') de la sphére par une fonction analytique, linéaire de z.

2 =n(z—2)
Les équations de la représentation sont alors :

r_ _ /
{ f:, o Z)(\L LO) et le module linéaire m = nr—, r= NcosQo,r’ = Rcosqb’
= r

en choisissant méme meéridien origine sur les deux surfaces.
Les isométres sont alors les paralléles; en effet m = Cte si ¢ et ¢’ constants.

Les dimensions de lellipsoide et de la sphere étant données, toutes ces repré-
sentations dépendent de deux parametres n et Lg.

Suivant les valeurs de n ()N = n)) les images des paralléles sont des arcs de
cercles d’amplitude inférieure (n < 1), égale (n =1) ou supérieure a 27 (n > 1) ;
dans ce dernier cas il y a alors recouvrement partiel.

Si la représentation admet un parallele automécoique, m = 1 donc ses latitudes
sont liées par :

Nocospy =nR'cosg, (R rayon de la spheére image)

Il existe alors un second paralléle automécoique de latitudes (—¢,, —¢() : la
représentation est sécante.

Les deux paralléles automécoiques sont confondus (isometre stationnaire) que
dans le cas ou ¢y =0,a =nR’ (a : grand demi-axe de ’ellipsoide) la représen-
tation est alors tangente.

Les représentations les plus simples correspondent a n = 1. Dans ce cas les
longitudes sont conservées et les latitudes isométriques et croissantes different
par une constante :
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A=A c’est-a-dire /¢ du /
L'=L—-Lg cosu Ncos&

Les pralleles automécoiques de ces représentations correspondent & ¢gr, ¢ et

— o, — P tels que Nocospg = Reosd),.

Il est alors possible d’imposer que ce parallele automécoique correspond a la
méme latitude : ¢{, = o sur la spheére et sur Pellipsoide. Dans ce cas, R = Ny
cette sphere est dite "sphere de Soldner".

Si I’équateur est automécoique R =a et Lo =0 :

o[
o cosu Ncos@

N =X
L'=1L

Pour calculer la représentation U.T.M. la solution adoptée commence par re-

Les équations sont :

présenter l'ellipsoide sur une sphére de rayon unité "bitangente en Lg", les
longitudes étant conservées (n=1).

Les équations sont donc :

N =) . cosd’ d¢’
et mp = = —
L'=L-1Lg ! Ncosp  pdp
 pdu
On choisira Lg = / de fagon que g soit voisin de ¢,
o Ncosu
Y od ' d
L= 22 e /= / “
o Ncosu 0 cosu
Dans ces conditions :
2
¢' — o ,
p—w0=(¢' o) (1+n3) - ( ;p 3¢ sinpcosy

En fait si on connait A et ¢ et que l'on cherche X et ¢’ pour calculer les
coordonnées X et Y, il est possible de choisir Lo = L’ et dans ce cas ¢ = ¢'.

En revanche la formule ci-dessus sera utilisée pour le calcul de A et ¢ connaissant
N et ¢/, c’est-a-dire lorsque ’on recherche les coordonnées géographiques.
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9.4.2.7 B - Représentation plane, Mercator transverse, de la sphére précédente

On recherche les formules de passage du point m/()\,¢’) au point M'(X',Y").
Il s’agit d’une représentation sphérique classique de Gauss déja étudiée.
Si les coordonnées de Cassini-Soldner de m/ sont h et [, il leur correspond des

du

cosu
am'(z=H+1i.l) le point M'(Z' =Y’ +4iX') du plan par Z’' = 2’ soit :

h
coordonnées symétriques [ et H = / , la représentation fait correspond
0

X' =1
Y/ =H=Logtg T+
= i = Logtg 179

avec :
sinh = sin\cos¢’
tg¢’
tgl =
g COSA

9.4.2.8 C-Passage a la représentation U.T.M.

La représentation A 4+ B ne respecte pas les longueurs de 'arc de méridien. 11
faut donc introduire une troisiéme représentation faisant correspondre au point
M'(Z'=X'+1iY") le point M(Z = X +14Y) de telle fagon que pour un point
My(Zy=1iY), Y = 3, arc d’ellipse méridienne de ’ellipsoide original.

En fait, on recherche un développement polynomial de Z, au voisinage de Zj,
ou plus exactement un développement de Y en fonction de Y’ que I'on étendra

au plan complexe :

dY (Y/—Y/)2 d2Y
o _ !y 0
Y-Yy=(Y YO),<d ’>0+ 3 '(d /2>0—0—...

Or Y —Y) doit étre égal a I’arc de méridienne sur 'ellipsoide Y — Yy = 8 — g
et Y/ — Y] est égal & I'arc de grand cercle méridien sur la sphére de rayon
1= dY' =d¢’, d’ou :

v _dv _df dp _  dp = mi (m1module de la représentation A)
1

Y’ ~ d¢  dp'de’  Pdg
1

our @y = ¢h, M = —,
pour ¢o = ¢, mi N
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2y d*p _d 1\ _ 1 sinp—sing
ay”?  de¢2  d¢’ \mi1)  mi cosd’

d 1 d(N d 1 N ing’
en effet, — | — | = (Neosip) e + cosipsing pour la valeur
d¢’ \ my

2

dp  d¢' cos¢’ cos?¢’
dsy
SOO,qu) = ¥o0, On obtient W = 0. Enfin :

d?’iY_ d3p _d (1 sinp—sing'
d(b’?’ - d¢)’3 - do/

m1  cos¢’

d < 1 ) sinp—sing’ 1 d <5ingasin¢’>

- dTS’ mi cos¢’ my d¢’ cos¢’
a3y
— 7d¢’3 = 7N0€/2COS<,00

En définitive :
Y =NyY' — Nge’2cos2<p0Y/3 +...

Soit & étendre a ’ensemble du plan complexe :

X +iY = No(X' 4+iY") — Noe%cos® o (X' +iY")3 + ...

2
X = NoX' <1 + 660052900)('2)
(9.24)
o2
Y =Yy + NoY’ (1 + 2c032<p0X’2>

Reste a calculer Yy = g longueur de ’arc de méridienne de 1’ellipsoide de 0 a
©0, ce calcul a déja été étudié (cf. chapitre IX §3).
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Compléments sur la Représentation U.T.M.

Nous donnons ci-dessous le calcul de la longueur d’un arc de la mé-
ridienne d’'un ellipsoide de révolution [6] : Soit (E) un ellipsoide de
révolution défini par ses parametres :

- a : le demi-grand axe,

- e : la premiére excentricité.

L’expression de la longueur de la méridienne entre I’équateur et un point
M de latitude géodésique ¢ est donnée par :

5=6(e) = [ pudu (9.25)
avec : a(l B 62)
(1— eQSin2u)%

p est le rayon de courbure de la méridienne. L’intégrale (9.25]) est une
intégrale, dite elliptique, n’est pas exprimée par une formule finie. Pour

p=pu) =

la calculer, on 3fait I'usage d’un développement limité de l'expression
(1—e%sinu)~ 2.

On utilise la formule :

-1 —1)..(¢g—1
(1+x)q:1+qx—|—7q(q2| )m2+...+q(q )p(|q +p)

zP +o(zP 1)

avec |z| < 1, g est un rationnel et p! désigne factoriel p soit p(p—1)..3.2.1.
Comme |e?sin?u| < 1, on a donc & I'ordre 12 :
1

3
- —3
(1— ezsinQU)%

3 15
= (1—e%sin®u)"2 =1+ §e2sin2u + §e4sin4u—|—

356 ¢ 315 g o 693 ;g . 19 3003 15 . 45
16 5 u—+ 195°¢ S u—|—256e sin w4+ T024E 5 u (9.26)

Pour pouvoir calculer les intégrales du type :

%)
/ sinPudu
0

on va exprimer les termes sinPu en fonction des lignes trigonométriques
multiples de 'argument wu.
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Ce qui donne :

N

méridienne :

sinZu — 1 _ cos2u
2 2
4 3 cos2u cosdu
sinu = < — +
8 2 8
sinbuy — 3 _ 15cos2u  13cosdu _ cosbu
16 32 16 32
. 35 17cos2u  Tcosdu cosbu = cos8u
sinfu=— — —
128 16 32 16 128
sinl0y — ﬁ _ 105cos2u i 15cos4u _ 45c0s6u i 5cos8u _ cos10u
256 256 64 512 256 512
. 231 99cos2u  495cosdu  55cosbu = 33cos8u
sint2u = = _
1024 256 2048 512 1024
3coslOu  cosl2u
512 2048
(9.27)

L’équation (9.26|) s’écrit en utilisant les expressions de droite de (9.27) :

(1—e%sin?u) -3 = Ag + Agcos2u + Agcosdu + AgcosS8u + A1gcos10u+

Aioc0812u

En intégrant (9.28]) entre 0 et ¢ et apres multiplication par le coeffi-
cient a(1—e?), on trouve l'expression ci-dessous de la longueur de la

B(p) = a(1—e?).(Cop + Casin2¢p + Cysindp + Cgsinbp

+Cgsin8p + C19sinl0p + Cr2sinl2p)  (9.29)
ou les coefficient Ay, vérifient :
Ao Ay Ag
= A = — = — _ =
Co=4p C 5 Cy 1 Cs 5
Ag - A10 _ Agg
Cs = 3 Cho T0 Y1275 (9.30)

(9.28)
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[ avec @ ]
Oo=1+ 36+ g1+ 25+ Taaa® * smas + T0isere"

i et ats o
Ca= %64 11002511 ¢ 12623085468 éggggem égzgéﬁgem
Co =~ 33?2 = 12528 ¢ = 5816148352610 - 3112:55176258612
Cs = 133110572 e+ 5;;1228610 %em
Cro=~ 13?3;0610 - 52%10208980612
Ci2 = %612
(9.31)

Dans notre ouvrage [6], nous avons obtenu les coordonnées U.T.M. par
la représentation de 'ellipsoide F(a,b) sur le plan complexe C.

Dans la représentation UTM, on restreint A a varier dans l'intervalle
[—3°,43°]. Cet intervalle définit un fuseau de méridien central \g = 0°
et d’amplitude 6°. Ainsi, la Terre est divisé en 360°/6° = 60 fuseaux
qu’on numérote de 1 a 60 ce qui explique 'utilisation mondialement de
la représentation UTM.

Une interprétation géométrique de la représentation UTM est comme
suit :

- on considére un cylindre ayant une base elliptique, tangent a 1’ellipsoide
modele le long de la méridienne de longitude A = Ag = 0°. A un point
m(p,\) appartenant au fuseau [—3°,43°] on lui fait correspondre un
point M du cylindre (Fig. [9.9).

- aprés développement du cylindre sur le plan, on obtient l'image
M(X,)Y).
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Zone dufuseau

Fig. 9.9 Interprétation géométrique de 'UTM

On considere le méridien central de longitude Ay = 0° : a
m(\L)z = L+iA — M(X,Y)Z =Y +iX. X\ la longitude du
méridien central. On utilise la méme méthode décrite ci-dessus a savoir
la détermination de la fonction Z = F(z) (et z = F~1(Z)) par un
développement en série.

* Cas du calcul de XY, m(\,¢) connu : on obtient les formules :

X =a1 ) —azg\3+as\5 —ar A"+ ...
(9.32)
Y = B(p) —azA? + asA* —agA® +agA® + ..

ou les a; sont les mémes donnés ci-dessus.
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A
Y
&
@}

Fig. 9.10 Passage de (X,Y) & (p,))

* Cas du calcul de A, p, M(X,Y) connu :

formules :

L(p)=L="L'(¢') —bo X?

)\Z)\0+b1X—b3X3+b5X5—b7X7+...

+b4X4—b6X6+b8X8—|—...

facilement .

La méthode est légerement différente. Pour cela, on considére sur ’axe
OY le point P(0,Y) (Fig. , il lui correspond laffixe Zy =Y =
B(¢’), sur lellipsoide il est I'image de L' = L'(¢') = g(Zp). On déter-
mine numériquement ¢’ & partir de 3(¢’) =Y. Par suite, on obtient les

(9.33)

La aussi, les coeflicients b; sont les mémes que ceux cités précédemment
ci-dessus. Il s’ensuit connaissant la latitude isométrique L(p), on aura
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9.5 Exercices et Problémes

Exercice 9.1 L’objet de cet exercice est de démontrer que l’image du paral-
lele (p = constante) est une courbe conveze dans le cas d’une représentation
U.T.M. . On considére que \ €] — &5, 4551 et ¢ €]0,+7/2][.

1 - Montrer que :

dX = a1d\ — 3a3)\2d)\
dY = —2as\d)\ + 4a4)\3d/\

dy
2 - Donner Uexpression de la dérivée premiere —

dx’
3 - FEcerire d27Y = i ﬂ = i ﬁ Q et montrer que la dérivée se
) dX2 ~ dx \dx )~ dx\dx ) dx 1 ;

conde vaut en gardant les termes en A :

A2y B —2a1as +67?(2a1a4 — azas)
dX2 o (a1 —3a3)\2)3

4 - Remplacer les a; par leurs expressions en fonction de ¢ et montrer que le
dénominateur et le numérateur sont positifs.

5 - En déduire que l'image du paralléle est une courbe convexe. Justifier.




cuapITRE 10

REPRESENTATION MERICONIQUE EQUIVALENTE OU
REPRESENTATION DE BONNE

10.1 L’origine du découpage de la cartographie 1/50000
type ancien

Le découpage de la cartographie a ’échelle 1/50000 type ancien utilisait le dé-
coupage obtenu par la représentation de Bonnelﬂ (origine o = 39 gr, A\ =longitude
de Paris), avec modele ellipsoidique. Nous présentons ci-dessous les éléments
mathématiques de cette représentation utilisée dans l'ancienne cartographie
pour les échelles 1/50000,1/100000 et 1/200000 en Tunisie et en Algérie.

Soit Ap 'image du point origine de la représentation de Bonne (Fig10.2).
I’axe des Y dirigé vers le Nord est 'image du méridien origine \g. L’axe des
X dirigé vers I'Est est tangent & 'image du paralléle origine g = 39¢gr (arc de
cercle).

1. Rigobert Bonne (1727-1795) : ingénieur, mathématicien et cartographe francais.

161
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10.2 Définition et Propriétés de la Représentation de
Bonne

Définition 10.1. La représentation de Bonne est une représentation équiva-
lente c’est-a-dire elle conserve les surfaces.

Proprieté 10.1 Les images des paralléles sont des arcs de cercles, celles des
méridiens des droites mon concourantes. La représentation est dite "mérico-
nique”.

Proprieté 10.2 Les longueurs sont conservés sur le méridien origine et sur
les paralléles ou encore le méridien origine et les paralléles sont automécoiques.

Propriété 10.3 L’image d’un cercle de rayon unité est une ellipse (Fig :

\
<

S=m.R?=m.1%=x S=m.a.b=t = a.b=1

Fig. 10.1 Image du cercle

10.2.1 Formules

10.2.1.1 Modéle sphérique

Considérons un modele sphérique (sphére de rayon a). A un point b(p, ), on
lui correspond son image B(X,Y). Les coordonnées de B dans Y AgX sont

(FiglI02) :
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Y
S
y‘
11
R
Ro
!
J ]
i ‘ol
Fig. 10.2 La Représentation de Bonne (Fezzani C., [B])
X = S5B.sinf = R.sinf (10.1)
Y = sag — R.cosf
mais sag = S Ay = a.cotgpg, d’ou :
X = R.sinf (10.2)
Y = a.cotgpp — R.cosb (10.3
Pour # =0 ou A= M\g, on a :
Y =acotgpo — R (10.4)
et
Y = apbo = alp — o) = R =a(cotgpo — (¢ — o)) (10.5)

Tout parallele est automécoique (le module linéaire my, = 1), donc BoB = bob

or BoB = R, d’ou :

a.(A—Xo)cosp

bob = acosp.(A—Xo) = R.0 = 0 = 7

Calculs des modules linéaires :

- le long d’un paralléle (¢ = constante = 1), il est donné par :

dS’ _ Rd0  _ acospid\
ds'  acosprd\  acospid\

my = :1:>V)\,m>\=1

- le long d’un méridien (A = constante = A1), il est donné par :

(10.6)

(10.7)
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ds’  dR  adyp
=22 0t M =1 10.
e = s ade  ady Vi, me (10.8)

On a obtenu ainsi my.my, = 1, donc la représentation de Bonne est une repré-
sentation équivalente.

On laisse pour le lecteur le cas du modele ellipsoidique.

10.2.1.2 Modéle ellipsoidique

Considérons maintenant un modele ellipsoidique. Les formules (10.1) restent
inchangées :
X = Rsinf
Y = sag — Rcosf

avec :

sag = Ngcotgpg = (10.9)

a
—— .cotgpo
V1—e2sin2pg

ol a et e? sont respectivement le demi-grand axe et le carré de la premiere
excentricité de Pellipsoide de référence a savoir I’ellipsoide de Clarke 1880 Fran-

gaisEI et :
R = sb = sbyg = sag — agbp (10.10)

or agbg est la longueur de la méridienne entre les latitudes ¢g et ¢, soit :

¥0

%}
R = say —/ p(t)dt = Nocotgpo +/ p(t)dt (10.11)
%0 P

ol p est le rayon de courbure de la méridienne qui vaut :
p(p) = a(1—e*)(1—esinp) /2 (10.12)

Posons :

Ble) = /pr(t)dt (10.13)

Alors R s’exprime comme :

R = Nocotgpo + (o) — B(#) (10.14)

Pour avoir 6, on utilise la relation que ByB = bgb, soit :

2. a=6378249,20m;e? = 0,0068034877.
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A=A
r(A=Xg) = RO =0 = r(A=o)
R
mais r = Ncosyp, d’ol :
N(A—=X\
0= w (10.15)
R(e)
10.3 Calcul des coordonnées
10.3.1 Modéle sphérique
10.3.1.1 Calcul direct
Ayant (¢,)), on calcule :
R = a(cotgpo — (v — o)) (10.16)
_ (A= XoJeose (10.17)
cotgpo — (¢ — o)
d’'ot X = R.sinb (10.18)
Y = acotgpg — R.cost (10.19)
10.3.1.2 Calcul indirect
On donne (X,Y), ’équation (10.19) donne R.cosf = acotgpo—Y .
Utilisant (|10.18]), on a :
X
0= ——— 10.20
g a.cotgpg —Y ( )
d’on
0=Arctg| ——— 10.21
e (a.cotg<p0 — Y) ( )
L’équation (10.18)) donne :
X
R= 10.22
sinf ( )
Et utilisant ((10.16)), on a :
R
= colgpo+ o — — (10.23)
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et de (10.15)), on obtient :
R

A=0.
acosy

+Xo (10.24)

10.3.2 Le modéle ellipsoidique

10.3.2.1 Le calcul direct

Ayant (¢,)) et le modele ellipsoide concerné, on veut calculer les coordonnées
planimétriques (X,Y") de la représentation plane de Bonne. Utilisant respecti-
vement les équations (10.14)) et ((10.15)), on obtient R et 0 :

R = Nycotgpo + B8(v0) — B(p)
N(A=Ao)cosp

0 =
R(p)
D’ou :
X = Rsind (10.25)
Y = Nycotgpo — Recosb (10.26)

10.3.2.2 Le calcul inverse

On donne (X,Y), comme dans le cas du modele sphérique, on a :

X X
tg = ————— — 0= Arctg | ——— 10.27
g Nocotgpg—Y retg (Nocotggoo — Y) ( )
X
R = 10.28
(P)=—s  (1029)

Le calcul de la latitude géodésique ¢ se fait en calculant premierement la valeur
numérique de :
B(¢) = L1 = Nocotgpo +B(vo) — R (10.29)

puis, on résoud en ¢ 1'équation 8(p) = L1 (voir le paragraphe ci-dessous). On
trouve ’expression ci-dessous de la longueur de la méridienne :

B(p) = a(1—e?).(Cop + Casin2¢ + Cysindp + Cgsinbyp
+Cysin8p + C1psinl0p + Cr25in12p) (10.30)
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Les coefficients Cyp, sont calculés dans le chapitre précédent. Posons :

n=~6
J(p) =a(l—e?) ) Consin2nyp (10.31)
n=1
Alors, on obtient :
Bgp) = a(1—€*)Cop + J (¢) (10.32)

10.3.2.3 Résolution de I’équation (5(p) = L1

On peut écrire 'équation 3(p) = L1 comme suit :

Ly J(p)

= — 10.33
4 a(l—e2)Cy a(l—e2)Cy ( )
Posons : I J(0)
1 P
F(p)= — 10.34
() a(l—e2)Cy a(l—e2)Cy ( )
Alors, on a a résoudre :
o =F(p) (10.35)
La résolution de (10.35]) se fait par itérations comme suit :
Ly
10.36
¥ a(l—e2)Cy ( )

Puis :

On fixe un nombre € < 1. Si |¢j41 — ;| <€, alors ¢ = pj11 = @;, sinon on
itere le processus. En prenant € = 1,57 x 1071°, on obtient la précision du
mm. La résolution de (10.35)) par itérations est convergente car on montre que
[F' ()] < 1.
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10.3.2.4 Calculs d’erreurs

Jusqu’a quel ordre faut-il s’arréter dans le développement limité de I’expression
de la longueur de la méridienne ? Ecrivons (9.26]) sous la forme :

¥ .
Blo) =a(l—e*)I(p) =a(l—e?) Z/ a;sin®itdt (10.37)
=070
On s’arréte a 'ordre ¢ — 1 tel que :
¥ .
\a(l—eZ)ai/ sin®itdt) < 10~ m (10.38)
0

soit :

la(1—e?)a; [ sin®*'tdt| < |a(1—e?)a; [ dt| < a(l- eQ)Gig <107*m

2x 104

() (10.39)

= a; <

693 2x 1074
Numériquement pour i = 10, on trouve que a5 = —e' > = — __ Par
256 ma(l—e2)

3003 5, 2x1074
e

1024 mwa(l—e?)

que les coefficients de €2, e?,e5,e® et 19 de (9.26)).

. Donc on garde

contre pour ¢ = 6, on obtient que ag =

10.3.3 Les altérations angulaires et linéaires

On donne ci-dessous (Fig Fig{10.4) une idée sur les variations des alté-
rations angulaires et linéaires de la représentation de Bonne pour la Tunisie
(C. Fezzani, [5]).
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Fig. 10.3 Lignes d’égales altérations angulaires maxima
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Fig. 10.4 Lignes d’égales altérations linéaires maxima
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10.4 Application : Le calcul des angles des feuilles a
I’échelle 1/50000

Le découpage résulte d’'un quadrilliage rectangulaire de dimensions L = 32km
et £ = 20km. Les coordonnées d’un sommet d’une feuille dans la représentation

de Bonne sont (FigJ10.5) :

v

Fig. 10.5 Représentation d’une feuille a I’échelle 1/50000

X= ”'L} (10.40)

Y=mJ/t

ou n et m sont des entiers positifs.

A partir de I’équation , on calcule les coordonnées géographiques cor-
respondantes p, A. Ces coordonnées sont exprimées dans le systeme Voirol. On
obtient alors les coordonnées rectangulaires (X 4,Y4) Lambert Algérie (Nord
ou Sud) en appliquant & ¢, A les formules du Lambert Algérie.

Quant aux coordonnées des angles de feuilles (X7, Y7) Lambert Tunisie (Nord
ou Sud), elles sont calculées en utilisant les formules du Lambert Tunisie &
o =p—Apeta N =X =AMl ou Ap,A) sont les corrections qu’il faut ajouter
a p, A pour les transformer dans le systeme géodésique tunisien Carthage34.
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10.5 La désorientation entre les axes des coordonnées
Lambert Tunisie et Lambert Algérie

Sur certaines cartes a 1’échelle 1/50000, sont dessinés 2 quadrillages de coor-
données relatifs respectivement au Lambert Tunisie (systéeme Carthage34) et
au Lambert Algérie (Systéme Voirol). Ces deux quadrillages présentent une
désorientation angulaire non négligeable.

En faisant abstraction des translations et en négligeant les différences entre les
systemes Carthage34 et Voirol, on a le schéma suivant pour le Lambert Nord

(Fig. [10.6).

Ya

[P=Porunisiey=408r]

[?\':;\‘O(Tunisie):l 1gr]

[A=Rogaigsrie)=381]

Fig. 10.6 La désorientation entre les axes des systémes planimétriques Lambert Tunisie
et Lambert Algérie

La désorientation des axes est la valeur de la "convergence des méridiens" au
point O’, soit pour le Lambert Nord :

N = (Aot —Aoa)singg = (11 —3)sin(40gr) = 4,7023 gr (10.41)
et pour le Lambert Sud, on obtient :

vs = (Aor — Aoa)singg = (11 —3)sin(37gr) = 5.1160 gr (10.42)






cHAPITRE 11

LES REPRESENTATIONS OU TRANSFORMATIONS
QUASI-CONFORMES

Dans les paragraphes précédents, on a étudié les représentations de la sphere
avec les variables (Ljs,\) ou celles de 'ellipsoide de révolution avec les coor-
données (L,\) vers le plan (X,Y) avec :

X =X(La, )
{Y:Y@MJ)

X =X(L,\)
ou {Y—Y(L,/\) (11.2)

(11.1)

en notant :

P

Ly = Logtg (2 + 5) la latitude de Mercator

™ <p>_eL 1+esing

+ = —Log——— la latitude isométrique

L = Logtg
AV 2 gl—esz’mp

En posant :

z=Ly+id (ou z=L+i)) (11.3)
Z=X+iY (11.4)

173
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on a considéré les représentations conformes (c’est-a-dire qui conservent les
angles) ou encore définies par :

Z=27(z) (11.5)
avec Z(z) une fonction dite holomorphe de z soit :

oz

2 )
0z

ou Z est le conjugué de z soit Z = Lyy —i\ (ou 2= L—i\).

Définition 11.1 Une fonction f(z) = Z = Z(z) définie et dérivable sur un
domaine D C C (’ensemble des nombres complezxes) est dite quasi-conforme si
elle vérifie (L. Bers,[§]) :

0z 0z
5 = u(z)g avec  |u(z)| <1 (11.6)

Le coefficient p s’appelle coefficient de Beltmmiﬂ

11.1 Développement d’une fonction en un point zj

Soit f une fonction quasi-conforme et un point zg € D. En écrivant un déve-
loppement de f au point zg, on a alors :
_\of

£(2) = £(20) + (= 20) 3L (20) + (5 ) 5L

o (Z0) + ...

Par un changement de variables, on peut prendre zg = 0, d’ou :

£(2) = Fleo) + 25 () +25L (2

Utilisant (11.6]), 1'équation précédente s’écrit en négligeant les termes du
deuxiéme degré :

0)+ ...

£(2) = (20) + 22 (z0) + 20(20). 2 (20)

Donc f(z) s’écrit localement :

1. Eugeno Beltrami (1835-1899) : mathématicien italien.
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f(z)=a+Bz+~z (11.7)

ol «,f3,vy des constantes complexes avec ‘;' <1 (11.8)

11.2 Etude de la Transformée d’un cercle

On sait que pour une transformation conforme, I'image d’un cercle autour d’un
point est un cercle (ou encore l'indicatrice de Tissot est un cercle). Soit un
point zg qu’on peut prendre égal a 0. Par un changement de ’origine des axes,
la fonction f s’écrit :

f(2) = Bz+ppz

Par abus, on garde la méme notation. On considere autour de l'origine zg = 0
un point M (z = a.cosf,y = a.sinf) qui décrit un cercle infiniment petit de
rayon a. On étudie ci-apres 'image du point M par f.

De I'équation précédente, on a :

2 = acosl +iasind = ae'?
p=|ple™
B=|Ble"
f(2) = alBle™ (e + |ule" =) (11.9)
k .
Sif = 3 = a7'92(,u)’ on a z; = aet®/2 et :

f(z1) = alBle”e™ 2 (1+ |ul)

|f(z0)| = alBl(1+ |u]) (11.10)
Maintenant on prend 6o = 6 —l—% = §+ g, alors z9 = ae®¥? = qet*/2¢im/2 =
iae’*/2 et on obtient :
f(z2) =ia|ple”e™ ? (1))
|f(z2)| = alBI(1—|ul) (11.11)

en tenant compte que |u| < 1.
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Des équations (11.9)),(11.10) et (11.11)), on déduit que I'image de M décrit une
ellipse de demi-grand axe et demi- petit axe respectivement (Fig. [11.1)) :

a’ = alB(1+pul)
11.12
b = al (1~ |u) (1112)
On appelle :
1+ [p
— 11.13
1—|p ( )

coefficient de distortion ou de dilatation.

1+ |y

1 g

K = Ul

1—|u|

0 = largp

Fig. 11.1 L’image d’un cercle

11.2.1 Calcul d’un élément de longueur sur le plan

Un élément de longueur sur le plan est donné par :
dS? =dX?4dy? = |df|? = df.df
Comme df = fdz +~dz et df = fdZ+7dz, on a alors :

dS? = dX?+dY? = |df|? = df .df = (Bdz +~dz)(Bdz +7dz)
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= BBdzdz +yydzdz + dzdz 5’7% + 75%
dz dz

On pose :

ds® =dz.dz

Le carré du module linéaire de la transformation quasi-conforme s’écrit :

ds? dz  .dz
2 _ _ 152 2 -4z az
m” =5 =187+l +<5vd2+75dz) (11.14)

Dans 1’équation ((11.14)), on considére z = ae® varie le long d’un cercle de rayon
a infiniment petit et on fait tendre # — 27. Alors, on obtient :

dz _ aie®d) g _
dz  —aie=0dp N
dz —2i0
_— = — = —1
dz ¢
L’équation (11.14) devient :
452 o
f= g =B+ (87418
Comme :
v =pp
on obtient :
o dS? 2 21,12 3 3
m? = 0 |82 4 8 \ul? — (33 + n5P) (1L15)
or u+ i = 2|p|cosarg(p), par suite 'équation ([11.15)) s’écrit :
o dS* o 2
m” =~ = |BI7(1+|ul” —2lulcosarg () (11.16)
of .
Remplagant 3 par a—(zo), 11.16)) devient :
z
, ds? |af, |7 )
m? =5 = ‘ o (z0)| (1+|u|® —2|p|cosarg(w)) (11.17)
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11.3 Exemple de Transformation Quasi-conforme

Lors de passage de coordonnées planes (X,Y); d'un systéme géodésique Sy
a des coordonnées planes (X’,Y’); dans un autre systéme géodésique Sz, on
utilise souvent une transformation du type :

(11.18)

X'=Xo+aX +bY
Y' =Yy +cX +dY

ou encore sous forme matricielle :

(-GG D) e

En posant Z = X' +4iY’ et z = X +4Y, on obtient :

Z = (Xo+1Yp)+ X(a+ic)+Y(b+id) (11.20)
On note par :
Zo = Xo+iYo
Comme X = (2+2)/2 et Y = (2 —2)/2i, alors I’équation s’écrit :
Z:Zo+z<a—;d+ic;b>-I—Z(a;d—kz’b—gc) (11.21)
On pose :
5= a—;—d_’_ic;b7 y = a;d_'_ib—;—c

Alors (11.21)) s’écrit :
Z=Zy+Pz+7Z (11.22)
Pour quelles valeurs de a,b,c,d la transformation (11.19)) est quasi-conforme ?

En comparant (11.21)) avec ((11.7)), il faut que || < |8 soit :

(a—d)?+ (b+c)? _ (a+d)?+(c—b)?
4 4
= ad—bc>0(11.23)

I <18l=I* <8 =

C’est-a-dire que le déterminant de la matrice (11.19)) soit strictement positif.

Note historique : La représentation stéréographique de la sphére au plan est
I'une des représentations la plus utilisée depuis I'antiquité (voir exercices n°1 et
n®5 ci-dessous). Elle était connue par I'astronome et mathématicien Hipparque
(190-120 avant J.C) ainsi que Claude Ptolémée (80-168). Ce dernier connait que
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la représentation stréographique transforme les cercles en cercles ou en droites,
mais on ignore s’il savait que I'image de tout cercle de la sphére est un cercle ou
une droite. Cette propriété fut démontrée par I'astronome et ingénieur arabe
Abul Abbas Al-Farghani (805-880), qui vivait entre le Caire et Baghadad au
milieu du 9éme siécle. Cette représentation était employée dans la confection
des astrolabes.

C’était Thomas Harriot (1560-1621) mathématicien et astronome anglais qui
avait montré que la représentation stéréographique était conforme et approuvée
par un papier présenté par ’astronome Edmond Halley (1656-1742) a la Société
Royale de Londres.

Le terme "projection stéréographique " fut donné par le mathématicien belge
et d’origine espagnole Frangois d’Aiguillon (1567-1617) en 1613 dans le sixiéme
chapitre concernant les projections de son livre d’optique "Opticorum liber ex-
tus de proiectionibus’.

Rappelons que I’histoire des représentations conformes était le point de dé-
part de la géométrie différentielle moderne avec le papier de Carl Friedrich
Gauss de 1827 sur la théorie générale des surfaces. Un autre apport considé-
rable était venu du travail du mathématicien frangais Gaspard Monge (1746-
1818) spécialement son livre sur application de 'analyse a la géométrie. (H.A.
Kastrup, [11])






CHAPITRE 12

EXERCICES ET PROBLEMES

Probléme 12.1 Soit (S?) la sphére de rayon R, au point P(p,\) on lui fait
correspondre le point p(X,Y) du plan OXY par la représentation plane sui-
vante définie par les formules :

X = 2R.tg(% — f).sm/\
p(X,Y) T 2(p
Y= —2R.tg(1 - 5).005)\

1. Montrer que limage d’un méridien (A = constante ) est une droite dont on
donne ’équation.

2. Montrer que limage d’un paralléle (p = constante ) est un cercle dont on
précise l’équation.

3. En utilisant le lemme de Tissot, déterminer les directions principales.
4. Soit dS la longueur infinitésimale correspondante sur le plan, calculer dS.

5. Sachant que sur la sphére ds® = R2dyp? + R%cos®.d)\?, calculer le module
linéaire m.

6. En déduire le module linéaire my le long du méridien.

7. En déduire le module linéaire ma le long d’un paralléle.

181
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8. Comparer my et mo. Conclure sur la conformité ou la non conformité de la
représentation plane.

Probléme 12.2 Soit (X) la sphére de rayon R, au point P(p,\) on lui fait
correspondre le point p(X,Y) du plan OXY par la représentation plane sui-
vante définie par les formules :

X =R

p(X,Y) { Y = R.Logtg (% + %)

ou Log désigne le logarithme népérien.

1. Quelles sont les images des méridiens (A = constante) et des paralléles (o
= constante).

2. Soit dS la longueur infinitésimale correspondante sur le plan, calculer dS en
fonction de ¢ et de X et calculer le module linéaire m.

3. En déduire les modules linéaires my le long du méridien et mso le long du
paralléle.

4. Comparer my et ma et conclure sur la conformité ou la non conformité de
la représentation plane.

5. On suppose que P décrit sur la surface (¥) une courbe () telle que ¢ et
A sont liées par la relation : tgp = sin\. Pour ¢ =0gr,2gr,4gr, 6gr,8gr et
10gr, dresser un tableau donnant les valeurs de A correspondantes.

6. Sachant que R =1000m, calculer les coordonnées (X,Y) de la représentation
plane donnée ci-dessus pour les valeurs de ¢ et \ de la question 5.

7. Rapporter a l’échelle 1/100 sur le plan OXY , les positions (X,Y) des points.
Que pensez-vous de limage de la courbe (7).

Probléme 12.3 Sur une spheére de rayon unité, modéle de la terre, on désigne :
- par p le pole nord ;

- par (C) un grand cercle qui coupe "équateur au point i de longitude nulle ;

- par q le pole de ce grand cercle, de latitude g positive,

- par w et h respectivement les points d’intersection de (C) et du méridien de
q et du grand cercle issu de q, passant par le point a(p, ).

On pose : wh =z, ha=y.
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1. q est le pivot d’une représentation cylindrique conforme oblique tangente,
dont (C) est le "pseudo-équateur”. Le plan est rapporté aux azes QX,QY
images respectives de (C) et du grand cercle wpq. Exprimer en fonction de o, A
et @o les coordonnées X,Y du point A image de a (vérifier que pour po =0,
on retrouve les expressions de X,Y d’une représentation transverse).

2. Montrer que l’équation de l’image plane du paralléle de latitude po peut
s’écrire :
e¥ cosX = tgpo

Indications : b désignant un point de latitude @q, le triangle pgb est isocéle, dé-
composer ce triangle en deux triangles rectangles égauz. Etudier qualitativement
les images des autres paralléles.

3. Montrer que l’image plan de ’équateur a pour équation :

cosX +tgpp.shY =0

Ecrire d’une maniére analogue, ’équation de l’image du méridien \ = 0.

4. Ezxprimer le gisement du méridien en fonction de p,\ et pg. Déterminer la
valeur du module linéaire, en particulier en p, en un point de l’équateur, et en
un point du méridien origine.

Probléme 12.4 Etude de la représentation conforme d’une sphére de rayon
unité dite représentation de Littrowlﬂ définie par :

Z = sinz
avec z = X+iLyr, Lys la latitude de Mercator et Z = X +1iY .
1. Préciser le canevas, les images des méridiens et celle de ’équateur.
2. Vérifier que les points f et f' (¢ =0, = £m/2) sont des points singuliers.

3. Etudier les images plans des cercles de diamétre ff' et des petits cercles
orthogonauz.

4. Soit s le point (¢ = po, A =0). On appelle segment capable sphérique [’en-
semble des points b tels que l’angle bp,bs = . Quelle est l’image plane de cette
courbe dans cette représentation plane.

Probléme 12.5 Soit Uapplication F(u,v) : R? — R3\(0,0,1) définie par :

1. En hommage & Joseph Johann Littrow (1781-1840) astronome autrichien.
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L
w2 t02+1
2v
OM(u,v) = F(u,v){ ¥ = 5517
P it
w4+l

1. Calculer la forme fondamentale ds?.

2. Montrer que OM (u,v) appartient a la sphére (S?) d’équation x% +y% + 22 =
1.

8. Calculer u,v en fonction de x,y et z.

4. Soit le point N(0,0,1) de (S?), calculer les coordonnées (X,Y) du point p
intersection de la droite NM avec la plan z =0 en fonction de x,y et z.

5. Soit o Uapplication R3\(0,0,1) — R?: (z,y,2) — (X,Y) = (X (2,y,2),Y (2,y,2)).
Montrer que (o0 F)(u,v) = o(F(u,v)) = (u,v). En déduire que F = o~ 1.

6. Trouver le rapport de ce probléme avec le probléeme 12.1.

Probléme 12.6 Soit un ellipsoide de révolution E(a,e) avec a et e respecti-
vement le demi-grand aze de l’ellipsoide de révolution et e la premiére excen-
tricité. Soit (S?) une sphére de rayon R. On veut étudier le passage suivant :

p(p,\) de Uellipsoide E = P (1, A) de la sphére S*

1. Ezxprimer m le module linéaire de cette représentation.

2. On pose :
z=L+i\, Z=L+iA

L est la latitude isométrique de [ellipsoide de révolution et L la latitude de
Mercator. Une transformation conforme entre E et (52) est donnée par Z =
f(2) ot f est une fonction analytique. On propose le cas le plus simple & savoir :

Z=az+p
avec {a:cl +ico
B =0b1+iby

les c1,c2,b1,ba sont des constantes réelles. Donner les expressions de L et A
en fonction de L et \.
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3. On veut que repésentation transforme les méridiens et les paralléles de [’el-
lipsoide respectivement en méridiens et paralléles de la sphére et que limage
du méridien origine A =0 soit le méridien origine de la sphére A =0. Montrer
queca=bo=0et L=c1L+b;, A=c1A.

4. Pour avoir la méme orientation en longitude, on prendra c1 > 0. On cher-
chera la transformation a déformation minimale autour d’un paralléle ¢ = pq
tel que le paralléle ¢ = g est automécoique et le module linéaire m est sta-

=0, en plus on

. . s . dm
tionnaire pour o = g, c’est-a-dire m(pg) =1 et [ —
©=¢0

de

considére ausst la condition :

d*m

dp?
Pour faciliter les notations, on prendra b =by,c = c1. Montrer que la relation
liant po et gy est :

=0
v=¢0

1—e2

tgo = tgpo m

5. Déterminer les constantes b,c et R en fonction de g et g telles que les
conditions ci-dessus soient vérifiées.

6. Montrer que l’expression du développement limité de m(p) de part et d’autre
du paralléle ¢g est donnée par :

3 2e2(1 — e2)singocospo
3(1—e2sin2¢p)?

m(p) =1 (p—0)® +o((p—0)?)

7. On fait intervenir la deuziéme excentricite €', Montrer que m(p) s’écrit :

2¢? singgcospg
3(1+e2cos?po)

m(p)=1- 5 (0 —00)* +o((p—0)*)

Probléme 12.7 Soit £(a,b) un ellipsoide de référence de paramétres a et e
respectivement le demi-grand azxe et la premiére excentricité. On considére une
représentation plane P de & vers le plan (O, X,Y). On pose :

z=A+iLl
Z=X+iV =2Z(2)

avec L la latitude isométrique.

1. Ecrire les expressions du carré des éléments infinitésimauz de longueur sur
lellipsoide et le plan. En déduire le module linéaire m.
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0z
2. On pose ( = 5 Sty est le gisement de l'image du méridien passant par le
z

point z = (A, L), montrer que arg(() = g —.

3. On cherche une représentation plane du type Z = a+ Bz +wz? ot o, f et
w des constantes complexes. On impose les conditions suivantes :

-pour z=0, Z=0;

- lazxze des'Y coincide avec le méridien a l’origine.

Montrer que Re(8) =0.

4. En déduire que Z s’écrit : Z = i1z + (w1 +iws)2? avec B1,w1, w2 des réels.

Probléme 12.8 L’objet de ce probléme est l’étude de la comparaison de deux
réseauxr géodésique par leffet d’une translation tridimensionnelle. On com-
mence par l’étude d’un modéle sphérique, puis celui d’un modéle ellipsoidique.
Le point de départ est deux calculs Ry et Ra d’un réseau géodésique R qu’on
considére au voisinge de l’equateur.

1. On considére que les coordonnées de Ry et Ry sont exprimées par la repré-
sentation plane Mercator directe d’un modéle sphérique (de rayon a). Un point
M a pour coordonnées :

M (X = acospcos\,Y = acospsin, Z = asing)

1. Ezprimer les coordonnées géodésiques (,\) en fonction des coordonnées
tridimensionnelles X,Y ,Z.

2. Une translation tridimensionnelle infinitésimale est exprimée par (dX,dY ,dZ)
des formules ci-dessus. Montrer que dyp et d\ en fonction de dX,dY et dZ
donnent :

d\— —szn)\deL COSA qy
acosp acosp
dy _ dZ  tgpcosA JX — tg<psm)\dy
cosp a a a

Or l’équation ci-dessus n’est autre que la différentielle de la latitude de Mercator
L, d’ou :

” .
dy _ az _ tgpcosA JX — tgpsin

dL = dy

COSp a a a

3. On se place au voisinage du point central My(p =0,A=0) de l’équateur, on
peut écrire au deuzxiéme ordre de petitesse :
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2 2
A
00(990:1—('027 SinA = A, cos)\:1—7

A partir de la formule de L montrer qu’on peut écrire L =~ ¢.

4. Montrer qu’on peut écrire alors :

2
AL+ )

d\ = dX +

5. En gardant les termes du 2éme ordre, simplifier [’expression de dA.

6. On pose : z=A+1L et £ =dN+idL. Montrer alors la formule de Dufour-
Fezzani (H.M. Dufour, [12]) :
_dY +idZ  dX ay ,

-z —2z
a a 2a

3

7. La transformation £ est-elle conforme.

1I. On considére que les coordonnées de Ry et Ry sont exprimées par la repré-
sentation UTM d’un modéle ellipsoidique FE(a,e), a et e sont respectivement le
demi-grand axe et la premiére excentricité. Un point M du modéle ellipsoidique
a pour coordonnées :

M (X = Ncospcos)\,Y = Ncospsin\, Z = N(1—e?).sing)

avec : N =a/+/1—e2sin?@. Les coordonnées géodésiques (¢, \) sont exprimées
par :

Y
tgh=~—, (1—€)tgp=

Z
X VX212

8. On considére une translation tridimensionnelle infinitésimale (dX,dY ,dZ).
On note par L la latitude isométrique :

T ¢
4 2

1 ; 1 i
L = Logtg ( ‘P) ~ ‘1o 1resing esz.mp =L- Lo Iresing esz.mp
2 1—esiny 2 1—esing

On opére de la méme maniére qu’en I., montrer qu’au deuxiéme ordre de peti-
tesse, on a :

—dX . dy dy A2
A= —— A+ —+(1+eH)L2—— - dY
a a 2a

2a
_dZ  L£?dZ 3e*L*dZ
a 2a 2a

ac

ax _.dYy
R Vit
a a
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9. On pose : z=X +iL, (=dA+idL. Montrer alors, la formule de Dufour-
Ben Hadj Salem :

_dY +idZ —gz—ﬂf— ez(dY—idZ)
o a a 2a 8a

¢ (z—z)?

10. La transformation ( est-elle conforme.

Probléme 12.9 Pour une représentation plane, on dit qu’elle est équivalente
si le produit des modules linéaires my et mo suivant les directions principales
vérifient :

mi.mg = 1
Soit le modéle terrestre représenté par la sphére de rayon R qu’on note §2. Au
point P(p,\) on lui fait correspondre le point p(X,Y) du plan OXY par la
représentation plane P suivante définie par les formules :

s s

_ (v —opa (F_9 Cop o (TP
P(X,Y)=p(X,Y)= (X =2R.sin (4 2) .cosA, Y =2R.sin (4 2) .sm/\)
(12.1)
1. Qu’elle est l'image du pdle nord Py ¢

2. Montrer que limage d’un méridien (A = A\g=constante ) est une droite qu’on
donne équation.

3. Montrer que l'image d’un paralléle (p = po=constante ) est un cercle qu’
on précise l’équation.

4. En utilisant le lemme de Tissot, déterminer les directions principales.

5. Soit ds la longueur infinitésimale correspondante sur la sphére, donner [’ex-
pression de ds>.

6. Soit dS la longueur infinitésimale correspondante sur le plan. Montrer que :

2 _ p2 2[78) 2 2-2(ﬁ7£) 2
dS* = R*cos (4 5 de* +4R*sin 13 A

7. En déduire le carré du module linéaire m?2.
8. Calculer le module linéaire my le long du paralléle.

9. Calculer le module linéaire mo le long du méridien.

10. La représentation plane P définie ci-dessus est-elle équivalente. Justifier
votre réponse.
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