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                     Connections between Condensed Matter and String Theory



���
0��	�
���4�
1���
0��3	�6��������3�
0��
1����1��
�	�����������	���0���
0��@��������	
�)�
( ) �7A� + �B��/�"������	�
0���	�
��������
������	����
���4$�
0��<"���������0����	����
�
���0����� � 
0�
 � 
0� � �=���	�
�� � �3 � 6��
�� � �0��� � 
	���
��� � �� � ��� � �� � �1 � ������ � 
��
�=��	���
���$ �	������ ��
0�	1���� ��������4�� ���		���
�� �6��
����
�
�� ��3���

�	 �1�
0�������=�
�$���
	��������$����������
0�	�1�	����
0���0����3������4�0�������5����&����
������
�	��
	��)�
10�	��
0��
�����������3	����
�	��
����4�
1������������	�
0���	�
�����3�����
0��
1����1��
�
3	�6�������1�	���4��	����
�����	���0�
0����������	
�������3�
0��5�$�����
�	����3�
0���	����
���
<"��
	��
�	������	���
0������
���������

�	��

'���
��=��	���
����6��
�������
��������
�
0�
�6��
����	�
�����	����������$��=�����
0��
���	�$�� � �$���
	��� � ���
 � ����	�$� � '���	5�4�$� � 
0� � �������
 � �3 � �$�
���� � 
0� �%�
�� � ���
���
�	������ �����	$�������=��$���
	$� �����	�4�����
0���
�����$�4$�
0��<"� �����	����������	�����
����	�4� � ��
����� � �$���
	��� � �� � �	� � ����	
�
 � � ���$ � �	��� � �3 � �0$����� � �0�$ � 	��� � ��
������=�
$�3	���
0���-�. ��	���� �10��0������	� � � � 
0�� ��1?��	�$�����	��
�� ��3 �����	3�����
$� �
����	�����
���
$� � �� � C���?<��
�� � ������
��� � 
� � <"� � 
0� � 0��0��
?�	��	 � �$���
	$ � �	����
�������	�������
0���
�����10��0�0����
�$�
�4����=��	���
���$�	�����������0$�����
%��$���
	$�����	�4���4$�
0��<"������	����1�
0�������
	����3����0
���	
������1��������	����
���
��
�����	���	�
0���	�
��������
��3���%�
������
����
���������4���
��	�������
0����$�
����=��	���
���$�
4$�������
	���
	����	�������
�� �3����� � 
�� 
���
0��6����?��?��������� ������3�		�����
�
(��4�>/� -��4��
 � ��4�
�. � 
0	���0 � �
� � �	�
���� � ���
� � ��� � �=��
�
��� � �	� � �4��	��� � 
� � �0����
�0�	��
�	�3�	�����	���3�5�5����
0���	��	����0����
�����?3�������
0����	�����
����0���� �D��
�
4���1�
0���	�
�����3����� �
0�������$�������0�1����3����
	��
�	��1�
0�
1���0�	���������
���1�
��	����������	�
���
0�
����	���0���
0��������������	����
���3�	�
0��3�	�
�
1���������	
�������3�

0��<"� ����
	�����0����	����
�������
	�
��
0����1�	��3��$���
	$�
������	�4��������=�6��
���
4�0�����	���
���
0�	�1�	����
0����
	����
��
�5��8��
�4���1�
0���	�
�����3������	�������
�
�1�
0�
0��0��0�$�
�
	�������	����
����3�
1���	����
����5���
���1���	������10��0����4�����
�3$�1�
0�
0��3�	�
�

1����	
��������� ������ �3�
0���33?�	�
���� �%�
����������0��	�
����3�
0����	������3�
0�������5��
��	����1�
0���	������3�����������	���0���������$�
0� ���������	
����7���B�-�EFA.7��B���/�"����
�	����
���3�	�
0��<"���������:�����
�3$�
0��3�����10�	��
0��������
���	����
�1�
0�
0��<"������
	�
�������4��	�������
0��3�����C(���10�	��
0������0����1�����0����4����	�
�������
0���4������3�
�
�	�0���������������������
������
0���	������
0�
�
0����������6��
����	�
������$���
	$�
0��	$�
1�����4���=���
���
������$��

�

�������������������������������������������������������������������������������

�0�	����
����$��	��G���33�	�
�4�
�	���
���
0�����������<"�� �<"� ���3�	�
��3�����
0����	���
��=���
�����
	��
�-4���.��$�
����10��0��������
��3����
�	������"?����������	�������
�	���������
��3$�����	
���
�	���	
���� �'��
��$�
����1�	��������3��� �4$�:��0����H������ � � 
0���"I!�� �J��3����G��3��
��
������� � �3 ���� � ����4	��� � ��4����� �%� �C� �(� � �� ��� �10�	� �B����#���� �J� � ���� � 3��� �A ���	��
��	������������2�K����G��</��<L�����<"��

�



�0� �<"� 	��
 � �$�
��������
� ��3 � ��� ����
�	� � -������ � 	��
�. � -�������#��G��A��/��L��". �10�	� ���� � ��� �	��
�
���	���	���������	���
���	��������7���
0����������������
���	����������3�
0���6��	���������%�
�=������1�
0������
���	�����-?��!���!�!�!�!�!.�-
0�	���	�������3�
0���.�������=������1�
0�0��3?
�
���	�����-�7���7��?�7��?�7��?�7���7���7��?�7�.�-
0�	���	����"��3�
0���.��<"�0����G!�	��
����0��"�	�3�	��

��
0��3��
�
0�
�
0�	���	��"����	���
����

������$�<"�	�3�	��
��
0��
���������	���4
�����4$�
�5������������-1�
0��
��	������33����
�.��3�
0��
���
�	����
0��	��
��$�
�����
������
���3��������
�	���4����1�
0������ ���
���	����	���������
���	�������
�7������10�����������������0���
���	���3��6��	������
0����	���	������$�
0��	��
����0�����

���� �
����
������������
0��@"?�������������������

���@��0�������4�	��3�	���	5�4����	���	
������
�
���������
��33����
���0�	�?���5�����"����������������������
0����6������������������
���

����
��"������������0�����

�	��	���	
$���5����
�����	
�
����
	���
0��	$��

��=
�<"� ������������������������4	���%���������4	����������
�	���������6�������1�
0������	�
���
�������
0������4	��5�
��%���������=���������
0����
��3�������4$�����
	�������0��������G?����������
���
�	���������0������4	��5�
����	�
������MN�OPBNO?ON��

<"� ������G"?������������������4	�� ��
�	
�1�
0�
0��"����	���
����4�����������������	���
��3�	�
���0��3�
0���G!�	��
���3�
0��<"�	��
��$�
�����0������
�	�������0��������	�
������
���������
0�� ���
!
�	"��2��3�N�O��	����
0����������4	��������
0������4	��5�
�MN�OP���0��������5�����
������
�����=���
 �

0�
��
�����
������
�
��������5��
0���=�������3���=�����
	�������
������	$�0�	��
��1	�
����1�
0��
3�	�����3�	�
0������4	��5�
���<"��

�0��������������=���������4	��������
0�����	���
����	��������=���4�	���%������
���
��
0�������
����4	�������-������=.������	�����������������<"���0���������=��	����0���-������=.����������G"��
�0��<"���������4	������	����1�	���
������4$�<����(�	
�����"IG��

�����$�<"��������3�
0	���	����3�	����3�
0��
0��������=������	����<"��<��0��3�
0����
0	���	����3�	���
0���
�������������G"���0���	����10��0�1���	��	�3�		���
����
0���1�4���
�����
0������
�	����3�	���3�
<"��

#�����
�	����	
��������������������
������
�������

:��������	��/=�/�	������
	�����N���
��3$���
1������
�������	�
��3�����N������	�
�
�����
	�=�������
�
��	�1�������������	���	
0��	�����������$��������N�B?����0����
��3��������0���
	�����,!������
�����
	����48��
�-��@	��������4	������	��
$@.������
����A/?������������0�	��������
�	���1�$�
������
����������	����
��
0���
����5����AL?������������	��
$�,��-,B���-�/.7��-".����������	����4�����
���	�,!��
���$���5���������	�.�������$�<"�������	�����3��$���
	�����3�,�
:���
��
0�
�AL������������4�	��-L.�B�L��E�L�E���B�GI�EL�E��B�AL��������3�3�	����E��B��Q�"�E� �
10�	���"�������
	������	���4�	�-4�
��������	3��
���4�	.���
0���	����	�0��1��0�����$���
	$����
��	������
���-���
0������4�����9����	���.����	
0�	��	���AL����������B�AAE���1�
0�AA�
0�
������
��4�����9����4�	�

�����������
������
�����"��	
�����������
���	���%�
���&
���	�������� �������"��	
����

�������
���	�����'(&���������������		���)���
���	������
���	�����)�������	
�
	�*�

	������	���������	
������	�������		���������������	�
���	������

%���* ������	��������))����������)�)�����������
��������������	
������	�������������

��		�������	�
���	�����*���
���	�����'(&��������)��������+��	�
�,�	��	�	�������������� �

(������	����������������
������	�����,
�����������������

#



��� ���������"��	
�����������
���	���%�
���&
����������#�$

�0��
1�?6��	5�������
����������
��$��0�	��
�	�����4$�
0��3����1���&3�	������1����3��
��)�
( )��� ��Ψ 2

���������������������������������������� ( ) ( )∫
∞

∞−
Ψ=Ψ ����

��� ��
���

�
����

����

ππ
�����-���.

C$�
0�����3��
����
0��1����3��
�������
��$���
	���� � ( ) ( )���� �� ���� Ψ−=Ψ ���3�
0�����
�?6��	5�
������
����
0���6��
��

������������������������������������������������� ( ) ( ) ( ) ���/G� +Ψ+Ψ+Ψ=Ψ ����-���.

�	�������
����
0�������������	�4�����--�*�<. !=Ψ $ �	�������
��
0���
��	����6��
��

�� ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
Ψ−−+=Ψ∆−+

ππ
π δεε

��
����� ��
����������!����

�%�%
%%%%��%%�������� � ����-��#.

10�	���
 �
0������
 � ( )�ε � �
����3�	�
0��3	���6��	5���	�$ � ( ) ( ) �� ���� +== ωε �����6��-��#.�

���� −=∆ ����
0����	�$��4����
0���	�����
�
�����

������������������������������������������������������������ λσ �
! � ��� == ����-��G.

���
0��&�
	���
����)����3��
�1��1����	�3�	�
��
0����	���
�	 � !� ���6��-��G.�����
0��&4�	�)��
	���


����� ��� ��������� 
� �&�	�����)� ��	 �&�33��
���) ��
	��� 
���� � � � 10��0 �1��� � 	������ � !� � 10��
	����
������		��
����-�	����
���3	���
0�����
�?6��	5�������
����-���..��	��
�5���
�������
��
�0��5�	���� ���
0��	��0
?0�����������
0��3����1�����
	�=������
2

��������������������� ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
+




−
+

−
+

=
��

��

��

��

����

����

G7�
��

%�

%�

%�

%�

%%��
%%��

ωωωω
ωωωω

�������������������������
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 



+
−

+
−

+
−
+

−
+

−
��

��

��

��

��

��

��

��

%%

%%

��

��

%�

%�

%�

%�

ωωωω
ωωωω

�����-��A.

�0��5�	������������	�����
0��	��0
?0���������3�-��#.���������
0���	��������������3�
0��������	�
�
��	������	�
0��3�	�������
�
��1�
0�
0������
��� $ ����
�5���
0��1����3��
����3�
0��3�	�

�������������������������������������� ( ) ( ) ( ) ( )�7�� ����� $�$���� $ −Ψ−+=Ψ δπ ����-��/.

1�
0��
��$���
	���� ( ) ( )�� $$ −Ψ−=Ψ ����0��
0���6��
���-��#.�
�5���
0��3�	�

����������������������� ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
Ψ=Ψ∆−++−

π
εε

�
�7�7 !

�%
%%�#����$�$ $$$ �����-��L.

G



10�	��
0��5�	��� ( )%�#$ �����
0��3��
���-��A.�������
����
�� $%%�� =+=+ ���� �

���������������������������������������� ( ) 







−+−+= %

$
%

$
�

$
�

$
%�#$ �

�
��

�
�

� �����-��".

�0��3�	������1���?3��
��� ( )�$Ψ ������������
��4���	������4����

���������������������������������������������� ( )∫
∞

∞−
∞<Ψ

∆
≡Ψ

π��
� �� ��

�
�

$$ �����-��I.

��� 
0� ��6��
�� � -��L. � �� ����	�
������ � 
0� ���������� ��	�4����3�	 � 
0� � 3�	����� ���	�$ � �∆ ��
>4��	���
0�
�
0��5�	�� � ( )%�#$ � ��-��L.�0���
0�������?�	��	��������
 � �% ±= ��1�
0�	�����������
 �	���	������$���������0��5�
0�


���������������������������������������� ( )
( ) ( )

( ) ( )%�#
%�%�

%�# 
��

$$ +
+

−
−

= ��

��
�����-���!.

10�	��
0�����
�
�	�����	�����	�10��4�
0� � ����% � 
�5��	�������������0�	�3�	��
0���	�������������
�
��	�����
0��	��0
?0���������3�-��L.�0���
0��������33��
����
0������	���
�
������
0��3����1���
J����
�����3�
1����	
�������
�	��
�������
0����3����3�	��2

����������������������������������������������� ( ) ( ) ���� � �����& −++= σωω �����-����.

�	�������
0������	�
���4�
1���
0��6��	5�������	�������0��� ��� > >− ��� �
(�����	 � 
0� � ��������� � �6��
�� � -��L. � �� � 
�5� � 
0� � ����
 � + ∞→$ � � � � 
0�� � ����
� � �� � ���	�

���	��	��
���	������
��� � 
0��3�	������1����3��
�� � ( )�$Ψ � 	������3��
���
 � �7� <$� � �4�
�

����0������ �7� $ ���
�����
0������������	� �7� <$� �4�
0��������3�
0���6��
���-��L.�����$���� $7� �

�
���	�� � $ ��C�������
0�����33����
����3	�
��3 � $7� � ��$��
�
�����4�
0��������3�-��L.�$��������
�
	�����������������6��
���3�	�
0����	���
�	� �' ���
0��3����1����6��
��2

���������������������������������������������������������� �� $'� +=∆ �����-����.

�
�����
�������
�3�	������4
�����4$��0�����
��
0��	�����
$���	��4���

����������������������������������������������� θ
�0� $� = ����� R
�0� θ$% = ����-���#.

4�3�	��������$ �
���3��
$������
	�������
0���
�
��� ( )θΨ �3�	�
0������
��3� ( )�$Ψ ��
� ∞→$ ��
�
����

����������������������������������� ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
Ψ=Ψ








−

π
θθθθθ

θ �
R

RR
���0G !�

�
� �

#�
'

� �����-���G.

10�	�

������������������������������������� ( ) ( )
( ) R���0

R��0
���0
��0

G
�

R��0
R���0

�R ��� θ
θ

θ
θ

θθ
θθθθ +

−
−

=# �����-���A.

A



�0�����1�����	�1	�
��
0���6��-���G.����3����1�

����������� ( ) ( )
( ) ( )∫

∞

∞−
Ψ+

−
−

=Ψ







−

π
θθ

θ
θ

θ
θ

θθ
θθθ

θ �
R

R
R���0
R��0

���0
��0

G
�

R��0
R���0

�
���0G ���!�

�
� �

�
'

� �����-���A4.

:��1��� � 	�3�	 � 
� � -���G.� ��	 � -���A4.� ��� � 
0� �C�
0�?�����
�	 � -C�. ��6��
��� �10��0 �$����� � �3��
� �
��6������3�3�	�������������
��
 ��� ���5��3�1����	�� �	���	5� ��� 
0���	���	
��� ��3 � 
0��C���6��
�� �-���G.� ���	�
� � 
0��1����
3��
��� ( )θΨ ��0�����4��	���	������������
�	���
0��J��4�	
�������1�
0�
0����
	��

�������������������������������������������������������
( )

∫
∞

∞−

Ψ
=Ψ

π
θ

θ
θ

����0G �

�
� � ����-���/.

10��0����8��
�
0����
	���-��I.�	�1	�

����
�	����3�
0��	�����
$���	��4�� �θ � ���
0������
 � ∞=$ ��
�������
0���6��
���������	�
�������
0�������������	�4����3�	�
0����	���
�	� �' �

��������������������������������������������������������������� Ψ=Ψ �S '& �����-���L.

10�	��
0�����	�
�	�&S ����3������

��������������������������������� ( ) ( ) ( ) ( ) 



 Ψ−Ψ=Ψ ∫

∞

∞− π
θθθθθθθ
�
RR���0GS

!
�� �

#��& �����-���".

���J�	��
���1�
0�	�����
�
��
0����
	���-���/.���
��������������	��	�����������
�����:��1��������
0��
�
�
��� � �T

�' � 1�
0 � ����#����=� � 3�	 � 
0� � ���������� � ���������� � �3 � -���L. � �� � ( )θ�Ψ � 3�	 � 
0��

��		������������3��
���� ��0��6��
�
��� � �'
T
� �	��������	
�� ����	�=���
��� �3�	 � 
0� ���
����

3�	�����������������1��	���	���
0���
�
��� �' �3�	�
0������
�����������
:��3�����
�������
�
������$�
 ���
0�	����	���0�10��0����4�������
0�����	��	?
	��3�	����
��	�����3�
0���6��
���-���G.��:���
	������
0��	�����
$����	��	?
	��3�	�

������������������������������� ( ) ( )∫
∞

∞−

−=Ψ ννψθ ν θ �� � ��������� ( ) ( )∫
∞

∞−
Ψ=

π
νθνψ ν θ

�
�

�� �����-���I.

��
�	����3� ( )νψ �
0���	��-���/.�4������

������������������������������������������ ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

∗ −=Ψ RRR
G
�� νννψνννψ ��( �����-���!.

10�	�

���������������������������������������������
( ) ∫

∞

∞−
==

�
��0�����0� π ν

ν
π
θ

θ
ν

ν θ ��
(

�

�����-����.

���
0��
0���6��
���-���G.�
	��3�	���
�

/



( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )∫∫
∞

∞−

∞

∞−
+−−=−






 + RRRRRR

�
R

���0

R

�
���0��


�0" �!
!

� ννψννννννψπ ν
ν

π ν
ννψπ νν �(('�

�
��

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������-����.

:���
�� 
0�
 � 
0�� ��6��
������4��	���
���1�
0�
0��3����1����=�	����������	��� 
0��������
��		��������
��
0���0$��������4	�
�����3�
0������	�
	���2

��������������������������������������� ( )



















 +
+







 +

⋅
















=

−

∞ −∫

G
�L�!

G
����!

���

R
�G�

R

���0
R���

���G

#
�

"

�

R

R
G

!

R

�

�

)�
��)�

���
�

��)

����

)

)
�

)�

φ

π
π

π

π

�

�0�����1���4
��2
����

���������������������������������������� ( )
×



















 +
+







 +

⋅
















−

∞ −∫

G
�L�!

G
����!

���

R
�G�

R

���0
R���

���G

#
�

�

R

R
G

!

R

�

�

)�
��)�

���
�

��)

����

)

)
�

)�

φ

π
π

π

π

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )∫∫
∞

∞−

∞

∞−
+−−=−






 +× RRRRRR

�
R

���0

R

�
���0��


�0 �!
!

� ννψννννννψπ ν
ν

π ν
ννψπ νν �(('�

�
��

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������-����4.

��1�
0��5�	������	�����	��
��$�	�����	����
������
0���6��
���-����.�����
�����	���������
���

0	���0��
	���0
3�	1�	������	�
���
����3�
0����	��4���ν ��C�3�	��
�	���
��
0�����	������
������$�
3�1�1�	����4��
�
0�����	����	���	
�����3�
0��C���6��
���1	�

����
0���3�	����
�����
���33����
�
��
�0�1�
0�
����	�������
��� ( )νψ �0����������
�
0����������3�ν �10��0�������
0���6��
��

����������������������������������������������������������� !
�


�0� =+
π νλ ν �����-���#.

10�	������� �
! 7��=λ ��%
�	��������
���� λ ���������
�����	����	��$�������	$���3�
0��3�	�� κ�± ��κ �

4����������
����	��
��3�
0���6��
��

��������������������������������������������������������������� �
�


� =
π κλ κ �����-���G.

��
 � !κ �4��
0����1��
��3����0�	��
�U��
�	��������
��� � λ � �
���$����
0���
�	��� � [ ]��! ���0���������
���

������3� ( )νψ ���
	����
0����	��?θ �4�0�����	��3�
0��	�����
$?������1����3��
���

L



����������������������������������������� ( ) 
→Ψ θ ���� ( ) θκθ !−
� ���������� ∞→θ �����-���A.

10�	�� 
 ���������
�
����
��
0�
��
���	��� λ �
0�����������	���0���
0��	�����=��������

����������������������������������������������������
π λ

κ �
! → ���������� ∞→λ �����-���/.

%
 � ∞=λ ���	$�����3��
�� � ( )νψ � � 0������������������
 � !=ν U���		��������$� �
0���������
���

	�����
$ �1��� � 3��
�� � ( )θ�Ψ � 
��� � 
� � � � ���
�
 � �
 � �
 � ��	�� � θ � � >� � ����6���� � �3 � 
0���
�0���������
0���
�	���3�
0���=�������	����
0�����
 � ∞=λ ���0������
������	��
��4����

�6��	�?	��
�4	��0������
��3� 
0������������ � �T
�' � 
�5����� 
0��3��
�����3 � λ � ��0�	�3�	��
0��

��	��? λ ��=��������3� �T
�' ��	���3�
0��3�	�

������������������������������������ ( ) ( ) ( ) ( ) ������
G

T
�

���!
�

�

+++++=
−
"

"

����
� ****

�

' λλλ �����-���L.

10�	�� ( )"
�* ��	�����
�
������
0����	��������	�����3��
�����������
�����
	���0
3�	1�	��
����	����


0��3����1����=�	������3�	�
0�����33����
���
�
0��
�	��� λ≈ �

�������������������������������������������������� ( )

∞=












Ψ
=

λ
π �

�

�

��

�

�

�

�



* �����-���".

10�	� � �
 � �	��
0�����
�
����
0����$��
�
����-���A.��3�
0��1����3��
��� � �Ψ ��:��0������	�����
��1��
 ����������� ��3 � 
0��C���6��
��� � -���L. ��
 ���33�	�
 ������� ��3 � λ � �4
�����4$����	�����

����
����3�
0���6��-����.����	 � I=� � �� � !��!=λ � 
0��	�
�� �
�

�

G

T

�

' � � ����6����
����/��L�G!"/�
0�
����

��	$���	�
��
0���������3�
0����	���	�
�������� ���/�"!##I"L��
�
�A

=
+ �

�0�����	���������
����3�-����.�����4
�����4$�����	�
���
����3�
0����	��4���ν ��>�
0���
0�	�������
�
���	�� � λ � �
0���=������-���L.�����$� ��
�����
�	��
���
���4��	���
0�
��� � � � �	�1��
0���������
���33����
�� ( )!

�* �6���5�$����	���0�
0��3����1������������$��
�
���3�	�

������������������������������������������� ( ) ( )"7#! −→ �*� π ���������� ∞→� �����-���"4.

��
0�����������
 � ( )�
�* � 
���
�������
�
����������A##V��10��� � ( )�

�* � ��	����������	�
0������$����

( ) +− "7#���
�
�

� (��
���1�
0�(��
� ≈ ���!I�

:���
��
0�
�0���������
0�
2

��������������������������������������� �A#���A�!GG��#/!/LILL�!/��L�G!"/�� ≅=− U��

���

"



������������������������������� ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
I
G

#/!/LILL�! L7/#L7GIL7�"L7L ⋅Φ+Φ+Φ+Φ= −−−−
U�

1�
0� ���/�"!##I"L��
�
�A

=
+

=Φ

��	
0�	��	���1���
��
0�
��1�
0�	���	��
0���6��-���".2�

���������������������������������������� ( ) �7�!/!��##�!�IGA#!L��!�IIGL�!
��

�
+≅=

π
U�

�:0�	�� ( ) ( )[ ]
I
G

�IGA#!L��! L7G�L7�G ⋅Φ+Φ= −−
U������ ( )

#
�

�!/!��##�! L7L ⋅Φ= −
U�

�1�
0� ���/�"!##I"L��
�
�A

=
+

=Φ

�������������"��	
�����������
���	���%�
���&
����������
���������	
���
���#.$

��1�1������	�4��������6��
��������	���
0�����$
����	���	
�����3�
0���������3��
��� ( )ηΦ �
�������
���1�
0�
0����������������3	�����	�$���������
���3������
�0����������3�
0���������3��
��� ( )ηΦ ����4�������
���
0	���0�
0��3����1��������	����	���
��

������������������������������������������������ ( ) ( )
( )∫

∞

+
ℑ

−=
!

��
� �

ξ πξ
ξξ ��

��

��#
# ���

���� �����-���I.

����
0��3��
�� � ( ) ( )�+ ������ Φℑ≡ � ���5�1���0��������	����	���
�����������
��
0��3��
���
( )ηΦ �1�
0�η ���
0��0��0?��1�����-J�:.��10�	���
����4��1	�

����

���������������������������������������������� ( ) ( )

( )
∫

−+

−
−=Φ !

!

G

�A
G

�A

G

#
�

G
�A *

���



�+

η
π
ηη �����-��#!.

������=
	�����
���������������	��	�
����	3�	��
0��-���	����.��
��	�
�����-��#!.���0��4��
�
	����
��1�	���4
�����1�
0�
0��3����1������	�=���
��

��� ( ) ( )++ ������

<= ����3�	���� AL��! −<<− * U�������� ( ) ( )++ ������

>= ����3�	���� !AL�� <<−  �����-��#�.

10�	�

��������������������������� ( ) ( ) ( ) ( ) #
A

!!/

��

!�/

A

!! �
#

�
�

�
�

*,*-*-+��� +++++−=< �����-��#�.

1�
0
���������������������������������� #/I#��! −=- ����� LG#L"�!� −=- ����� G�GG/�!! =, �����-��##.�

���� ( )+���

> ����8��
�
0��3�	�
����0
�
�	����3�
0��$?�=������

I



�������������������� ( ) L
L

/
/

A
A

G
G

#
#

�
��! +��� Φ+Φ+Φ+Φ+Φ+Φ+Φ+Φ=> �����-��#G.

1�
0� �Φ �	���
���
�� �Φ �3	���
0��3����1���	���
��2

�����������������������������
( )
�A
�G

��
−

Φ=Φ
�

��

π
�����3�	���� �≠� U��������

�A
�

� −=Φ �����-��#A.

J�	��1�������
 � G�IA��! ≈* � �� � 
0� ������ ��3 � !* � �10��� � 
0�����33����
� � !�! �� ,-- � � � -��##. ��	��

�4
�����4$��=��
���
�0���-��#�.�1�
0�-��#G.��
 � AL��−= � ����3��?
����
0��	����������
��	���
�	�
����0�����4�

�	���	����
�1�
0�
0����
��
:���
��
0�
�
0����������G�IA������	$���	�
��
0����������G�L!�
0�
��������
���1�
0�
0����	���	�
�� �
���3����1�2

��������������������������� ( ) ( )[ ]L7LL7�GG�L!�� −Φ+Φ= ���1�
0�� ���/�"!##I"L��
�
�A

=
+

=Φ

�0��	����
��3�	�
0��3�	�
�3�1����33����
�� �#� ���
0��3����1����=�	�����

��������������������������������������������� ( ) ���/
/

G
G

�
� +++= ξξξξ ####���� �����-��#/.

�	���4
�����
0	���0�
0��3����1��������	����	���
��

������������������������������������������������� ( ) ( )
∫

∞

+

ℑ
−=

!
���

�
ξ π

��

�

��#
#

�

����

� �����-��#L.

1�
0�
0�������3�-��#�.�
%���	����
��
0��3����1��������	����	���
��

��������������������������������������������� ( ) ( )
( )∫

∞

+
ℑ

−=
! �

�
�

�T
��

��

��#
## ����

��) πξ
ξξξ �����-��#".

��
0����1?��1����� � ( )
�A
"

�	�
�A
" πηπ

<<− � �
0���������3��
��� ( )ηΦ ����	��	���
�����
�	����3�
0��

3��
��� ( )+���� ���

������������������������������������������ ( ) ( )
∫

∞

−−

−−

+
−=Φ

!
"

�A

"

�A

"

I

G

L

"

�

� "
�AT

�



+
# ����

η
π

ηηη �����-��#!4.

:���
��
0�
� !A/L/##!�!/�"!##I"L��/LAA�/!"���
�A
"

+≅=
π

U�10�	��1��0����
0�
2

������������ ( ) ( ) ( )[ ]
I
G

!A/L/##!�! L7"GL7GIL7#A ⋅Φ+Φ+Φ= −−−
U��1�
0�� ���/�"!##I"L��

�
�A

=
+

=Φ

�!



�
�����
�	��
���
���0��5�0�1�
0���4�����3�	��
����4��
� ( )+���� ���	����1�
0�
0����	��
���
����

0����������3��
������	
0�	��	���1��0����
0��3����1�������
���4�
1���
0���6��-��#!.����
0��
�6��-��#!4.2

������������������ ( ) ( )

( )
∫

−+

−
−=Φ !

!

G

�A
G

�A

G

#
�

G
�A *

���



�+

η
π
ηη

( )
∫

∞

−−

−−

+
−=

!
"

�A

"

�A

"

I

G

L

"

�

� "
�AT

�



+
# ����

η
π

ηη �����-��#I.

�0�������	�����
��	���-��#!4.�1�
0

����������� ( ) ( )++ ��������

<= ����3�	���� ���! <<  �������� ( ) ( )++ �
�

��������

�
= ����3�	���� L������ << 

������������������������������������������ ( ) ( )++ ��������

>= ����3�	���� ∞<< L��� �����-��G!.

	��	�������
0����	��
���
����	$�����	�
��$�
�0�������	�����
��	����3�
0���������3��
��� ( )ηΦT ���2

�������������������� ( ) ( )
( ) ( )



�



��

*

��

∫
∞

+















∆+








∆

−Φ+Φ=Φ
! ��

�A

"

�A

G

���!

�A
G

����

'�'�
TT

η
π

η

η

π
ηηη

ππ

�����-��G�.

10�	��
0��
�	�

������������������������ ( ) 







+






++






−=Φ �

!
�
!

�
!

��� �A
G

�������
"�A

G
���

G
T ηπη

π
ηπ

π
ηη **

*
����-��G�.

������3	���
0�������� !! * <≤ ���10��0� ( )∆ ����������1�
0�� ( ) �
��� G

�
 =∆ �

�	�� � -��G�. � �� � 	�����$ � ��	���� � 
0� � 3����1�� � �=�	����� � 3�	 � 
0� � ���33����
� � �3 � 
0� � ��$��	�
�=������� ( ) ���

T �
��! +Φ+Φ+Φ=Φ ηηη �2

��������������������������������������������
( ) ( )
















∆−∆

=Φ ∫
∞

!

�A

"

! '� �


� ���

�

π

π

�����-��G#.

:�
0�	���	��
0��	����
��3	���0��0?�������1?�������	����	���
������6���-��#!.����-��#!4.��1�
0�
0��
�����3 ����	�=���
��� �-��#�.����-��G!.� ���� 
0��	����
� � 3	����=
����������	����	���
��� ��6��
-��G�.��1�
0�3����1������	�=���
��� � ( ) ( ) <∆=∆ � �3�	��!�W�$�W�#U�� � ( ) ( ) >∆=∆ � �3�	��#�W�$��1��

0��� � 
0�
 �1�
0 � 	���	� � ( )ηΦ � � 3�	 � G=η � �1� ��4
�� � 
0� � 3����1�� �������2 � 3	�������%���
� �B�
��/�""A!/U�3	�����1?��������	���
���B�*��/�""A�!U�3	����=
�����������	���
���B���*��/�"L�LA�

:���
��
0�
�
0������������	������1��������
���1�
0�
0����	���	�
��2� ���/�"!##I"L��
�
A�

=
+ �

�

�

��



������������"��	
�����������
���	�����'(&���������������		���)���
���	������
���	���

��)�������	
�
	�� ���	����	
��� �������	
������	�������		���������������	�
���	������

#/$

� � 
0� �%��7(�� � ��		��������� � ������ � �	 � 3����?��5� � �0���� � �3 � 
0� � 3���� �
0��	$ � �
 � ���	��

����	�
�	� ��	������	�4���4$�4���5�0��������
��� � 
� � 
0��4��5��	���
�
���� ���
��� �%�'�����	?

��	��
	���%���4���5�0�����10����������
������
	��������	�1�
0 � ��4���������
�4���
��	��=
	�����
$���0����
�4���
$��	�������
0��0��	$�4���5�0����
�0��<����������
���3�	�
0��0��	$�4���5�0������2

�������������������������������������������������������������� �����-���.
10�	�� ����������3	���
0��3����1����6��
��

�������������������������������������� �����-���.

��� �����
0����
�	���
��3�
0��4��5���
	�����	���
0���$���
	�����3�
0��3����1�������
���

�����-��#.
������������������������������������������������������ ����� �����-��G.


0�� �������
���3�
0���
	������	�$�
���	���$�0�������
	�4�
���3	���
0��
�	����	���	
�����

��
0����
	�����0����<��
��9���6��
��

��������������� �

������������������������������������ �����-��A.

10�	��� ����
0���0�	����3�
0�������	�3��������������
0�
�
0��<��
���
���	���
��3���

��������������������������������������������������������������� �����-��/.
�0����������

���������������������������������������������������� �����-��L.
>	
�

������������������������������������������ �����-��".

�0��<����������
������
0����
�
�����	���
���

���������������������������������������������������� �����-��I.
�0��������6��
��
�

��



��������������������������������������������������������� ����-���!.��

1����	�������
���=�����4�
0�
0���3��
�������
���
$����
0�� �����	��33��
��3�����	�����
�	���
�0����6��
���������	�
����
��4��������10�	�� ����5��	�������������	���
��
0���������
�10��0�
0��
�$�
����������
������	�����
���
$����
0������
�5�B�!���� ��1�����
�5����
������	���
�����3�
4�
0�������
��3��

��������������������������������������������������������� ����-����.

�=�������
0���3��
���(������
���
$��4��	����������	�����
�	���>�
0���
0�	�0������
0������
 �
����� ��1�������
����������	�
0����	���3�
0��������6��
����$������

������������������������������������������������������� �����-����.

����
0�	�1�
0� �=1���9���6��
���� ��
0����
0�	�����
��3�
0��������6��
�����������

0�
 � 
0� �����
�� � 3���� � ���� � �	� � �=������ � 3	�� � ����	�����
�	�� � C$ � ��������� � 
0� � ��
	���
3���
��
���� �1� �1��� � 	����� � 
0� � ����
���� � ����	���� � � � 
0� � �����
���
$ � �
 � � ��� � 
��

	����
������	�������0��4��5�	������
	�����

��������������������������������������������� �����-���#.

10�	� � � � � � �%������ 
0�
 �1��0��������������3?�����
�
�$ � 3�	 � � �� � � � � 
0���
��01�	���0����4��5�	�����:��
0������1�3�	���	
�	4�
������ �
0�
�0����4�
0�����
������
3	�6���$�����������3�
0��3�	�� � ��:��0����
�5��
0������
���������	��
���
�	
0������
�� ���0�������1�����
�������
�
�$���	
�	4�
0��������3�����1�
0��
����	�����$��
0�	�
3�������:�
0�
0����������
�����
0����33�	�
�����6��
���3�	� �	�������
�

������������������������������������������������� �����-���G.

10�	��X����
�����33�	�
��
���1�
0�	�����
� 
� � � ��
	����������1�	��������	��4�� � � ��6��
-���G.�	�������
��
0��H���?K�	����6��
���1�
0�������	���	
�����
�� 2

�������������������������������������������������� �����-���A.

:���	���������
�$�1�	5����
���1�3	�6�������10�	� � � � � �������
0��0�	��������
�
��	��� ��1���������
0��4����	$�����
���
0�
� �4��1����4�0�����
0�	��
��3��

������������������������������������������������������������ �����-���/.

10�	�� � � � �����4
���
0�������
���
$�1���=��� � � ��	�
0��
4����	$� ���
0����1�3	�6���$�����2

�#



������������������������������������������������������ �����-���L.

�	���
0��%��7(������
���	$������	�4�������	���
������4�����1������
�	�	�
�
0����	�
0��	��	�
�	��
������=
�	���3������
	��
0����
0������	�
�	���������		�
 � ���0����
0����=�����������������
����3����������6��
��2

������������������������������������������������� �����-���".

��
0������
� ��1����
��	������$�
0��������6��
��2

�������������������������������������������������������������� �����-���I.

:��0������	�3�������	�����$�
0�
�
0���
	��
0��3�
0���������
0��������	$���	
��3�
0�������
���
$�
�� � ��������	$������ � 
� � � �
 � ��1�
����	�
�	����0� �������6��
�� � ����� � 
� � 
0������
���
���
	�
������
0

�������������������������������������������������������������� �������-���!.

����
0�� �=1�����6��
���3�	�
0����	���3�
0������
���3����2

���������������������� �����-����.

�0�	�3�	�2

������������������������������������������������������������� �����-����.

����$���
0�
��
�
�������
���3������������
	�
�������
���� ��
��
0������	�����
�	�
��1�1����������	��3��3�
0��3����1��������2�10����������
������
	��������	�3�����1�
0� ��

0��'�����	?��	��
	���%���4���5�0����4���������
�4�����	��=
	�����
$� �:���0�����	����
0���
�����
��
�3��
�������
0��'�$����0?'�
����
0������
����1	�
��
0��4���5�0������
	�����
�	����3�
0��

���	���
��

���������������������������������������� �����-���#.

:0�	�
�
�������������������������������������������������� �����-���G.

J�	�� ����
������������������0�	��������
$���4
�����4$�	��������
0��0�	����
�� ���
����
	���
���
��
0���0$�������0�	�������
$� ����
����	�
�	�� �4$

�������������������������������������������������������������� �����-���A.

�G



:���1�1�
�
��1	�
��
0���6��
����3���
���3�	�
0����
	��������	�3����� �����0	�����	�3�	���
�0�� � 3�	��1��� �0��� ��� ���� � �
��
�� ��4��
 � 
0� �4�0�����	 ��3 � 
0� � 3����� ��0� � 	�1	�
�� � 	�6��	���
	��������
0��3���������0�������	��4����3	��� �
�����1����	���
�� ����

�

���������������������������������������������������������� ����� �����-���/.

�0���
�5��� �1�
0���
������������� ��1���4
���
0����0	�����	��6��
��

��������������������������������������������������� �����-���L.

1�
0�
0����
�
�����1	�

����
�	����3�
0�� ���	��4���

����������������������������������������������������� �����-���".

�0�����
�
����-���".��������
�������	$10�	��������
0���0�	�������
$ � � ���������
��
0���=
	�����

����� � � -���� � .� � �	� � �����3�����$� � 
0� ���
�
��� � �������� � � � ���
��� � 	���� � � � 
0��

�����
$��3�
0��0�	����3�	� ������$���
�4���
$����	��
	��
���
��
0���0�	���������� � ��

���� � � ��0����
���
���������������
0��4����	$�����
�����3�
0��3���� � � ��0��
���	�������1���3����33��
�
0��4����	$� ���

���������������������������������������������������������� �����-���"4.

�3�1���������
0��4����	$�����
��� �-����� .�
0��3����1�����
�������
�
���	$���
����
����
��
0����0	�����	��6��
��

��������������������������������������� �����-���I.

J�1���	���3�1��1��0�
��������� �-����� -!.�B�!.�
0��1�����
�������4����	$�
�	�

���������������������������� ��
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������-��#!.

C�
0��3�
0������
�����	��3��
��������
����
��
0����0	�����	��6��
������	
�$�����
�����������
���
��
0����
�
����-���".���� �10��0���$�����	���
�
0�������1��0�����0����� ����3��
��

0��4����	$�
�	����-��#!.�����0������0����3�	�&�	������4��)������������0�1�����
�4���
$��1��
����
��3���
��
�3��
�������0�
0�
 � ����
�����
�	
�1�
0�
0���������3�
0��4����	$�
����
�����4�������	������4���������
0�	�3�	��0���� ��%��������
��
�3��
���
0�
���
��3����

0���4����	$�����
�����

����������������������������������������������������������� �����-��#�.

�
�������$�
���0��5�
0�
�
0�� ���
���������������4$

�A



������������������������������������������������������������� �����-��#�.

�0���3��
���
0��������
������
���10��0�������
����3�	� ��%����0�	�����

��	$������
�
0�
������4���6����
�� �������
0����������	
��
��1�1���

���
�
���������
�� ����$
�����$��
���1�
����	�
�	���3�	�
0����������
1���������3�1��

�������
0�
��
���	$���1�
����	�
�	��� ��
0���6��-���G.�4������

������������������������������������������ �����-��##.

10�	�� ��������
����
��� ���0�����33�	�
�����6��
������4�����������
�	����3���	�4�����
�$����	�3��
����� �10�	��
0���0����

����������������������������������������� ���������� ����-��#G.

������
0���	���	��=���
����3���?�33���� ���
����	����J�	��
0������
���
0�
� ���� ��	�����������
��	���	������$� �� ��<=������ ���	�
0��4����	$��1��3��

�������������������������������������� �����-��#A.

10�	��1��0��������	��������		��
������ ���0��������6��
���0�	�����
0�

������������������������������������������������ �����-��#/.

����	�����$��
0�����
���
���3� ������	��
��4��1	���4$��4��
��AY��
���1�
����	�
�	����:0����

��
0��	�������
�
��3��	���	
�����
$������	��
��4���4��
�!�AG/

:���
��
0�
���� ���
0����
0����
0���
�����
����
���1�
0�
0����������	
��

%������
0�������	�����$��=�	������������	$������
�
0����5�4�
1���π ���
�
�A −

=φ ��������
0��

%�	���	�
����4$�
0���������3�	������
��
��������������������������������������������������������� πφ �"LI�!�	���� = �����-��#L.

�/



��,���������	�

��1�������5��
��
0�5�+	�3��0���,��1�����
����3���
�
�
���3�+0$������3�C���	����-��	4��.�3�	�0���
������4���
$����3	����0����2
������
������
��	���3�J�����4�	������	��
$�3�	�0������3�����������
�� �&�������� �1
 ���	�� 3�	 �0�� ����3�� ����������� ���� ����	
�
 ��4��	��
��� �� � 
0� ����4�	�
�0��	$����

3���������

M�P��'��(�������
����2��&��������,
���	�����������������,����������
��������������	����
����
���� �
���������.����
)�*��������.�4���LL�-�!�!.�

M�P��+������������%��Z�������0�5��2�&������.��	�
��	������'���������/�0�/	)�*��	N��2
�������0��?
07!/��#!G���*��I������!!/�

M#P��+������������%��Z�������0�5��2�&����������������
�������������	��������������	��
���
����
���������������
������
�)�*��	N��20��?
07!����/L���*��I������!!��

MGP������%��J�	
�����(0	��
��0�	�+��J�	�����K�	$����J�	�1�
�2�&&����
����	�.���
	����	��
�)�*�
��������	N��2!"�!��A/#���M0��?
0P�I�>�
��!!"�
�
���������

�

����

�

�L


