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Résumé. — Avec I’introduction de la technologie de positionnement par GPS
(Global Positioning System), laquelle fournit 4 1’utilisateur sa position (X,Y,Z)
tridimensionnelle dans le systeéme géocentrique mondial dit WGS84 (World
Geodetic System 1984), il est nécessaire de savoir la transformation des alti-
tudes du systeme géodésique mondial au systeme géodésique national ou local.
Nous présentons ci-apres quelques modeles de transformations de passage des
altitudes entre les systemes géodésiques.

Abstract. — With the introduction of GPS (Global Positioning System) tech-
nology, which provides the user with his three-dimensional (X,Y,Z) position
in the global geocentric system called W GS84 (World Geodetic System 1984),
it is necessary to know the transformation of altitudes from the world geode-
tic system to the national or local geodetic system. We present below some
models of transformations of passage of altitudes between geodetic systems.
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1. INTRODUCTION

Avec I'introduction de la technologie de positionnement par GPS (Global
Positioning System), laquelle fournit a D’utilisateur sa position (X,Y,Z)
tridimensionnelle dans le systeme géocentrique mondial dit WGS84 (World
Geodetic System 1984), il est nécessaire de savoir la transformation des
altitudes du systeme géodésique mondial au systeme géodésique national
ou local. Nous présentons ci-apres quelques modeles de transformations de
passage des altitudes entre les systemes géodésiques.

2. QUELQUES RAPPELS

Nous utilisons par la suite les notations suivantes :

- (X1,Y1,Z1)1 les coordonnées cartésiennes 3D dans le systeme géodésique
(systeme 1),

- (X2,Y2,75)7 les coordonnées cartésiennes 3D dans le systeme géodésique
(systeme 2),

- (¢1,A1,he1) les coordonnées géodésiques dans le systeme 1,

- (¢2,A2,he2) les coordonnées géodésiques dans le systeme 2.

Les coordonnées géodésiques cartésiennes 3D d’un point M dans un
référentiel donné (d’ellipsoide de référence E(a,e)) s’écrivent comme suit:

X = (N+h,).cos@.cosA
(1) Y = (N+h).cos@.sink
Z = (N(1—¢*) +h,).sing
avec :
- ¢ la latitude ellipsoidique,
- A la longitude géodésique,
- h, I’altitude ellipsoidique comptée a partir de la surface de I’ellipsoide de
référence,
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) N=a/(1—é.sin*¢) />

le rayon de courbure de la grande normale,

- a le demi grand-axe de ’ellipsoide de référence,

-e? = f(2— f) le carré de la lére excentricité,

- f = (a—b)/aI’aplatissement de 1’ellipsoide de référence.

Posons :
3) w=(1—e’sinp)~'/?
Le rayon de courbure p de la méridienne s’écrit:

@) p=a(l—e)w

3. PASSAGE DE /i, D’UN SYSTEME A /1, D’UN AUTRE SYSTEME

Pour le passage d’une altitude ellipsoidique 4, d’un systeme de référence
S1 aun systeme de référence S», il se fait comme suit:

3.1. L’Emploi du modele de Bursa-Wolf. —
(@, A,he) | —|(X,Y,Z)s, | —| (X',Y',Z)g,par le modele de Bursa-Wolf

5) (X",Y',Z)s, | —| (¢, A", R),)

Il faut au préalable avoir déterminé les parametres de passage du systeme S
au systeme géodésique Sy a savoir (Tx, Ty, Tz,m,rx,ry,rz).

3.2. UEmploi du modele de Molodensky. — Dans ce cas,on a directe-
ment:
hexr — he1 = cos@icosA Tx + cos@ysind Ty + sing Tz + (N(1 — e%sinz(pl) +H)m

+N e%cosq)l sin@sinAirx — N e%cos(pl sinQ@cosAiry

—% +N(1— f))sin® | Af

avec ©

Aa=a,—a
© { Af=fi—f
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La relation entre les coordonnées cartésiennes (X1,Y;,Z;) et les coordonnées
(@1,A1,he1) est:

- le modele de Bursa- Wolf ou Helmert a 7 parametres,

- les formules de Molodensky,

4. LE MODELE DE BURSA - WOLF
Ce modele s’écrit sous la forme vectorielle :

(7) Xo =T+ (1+m).R(rx,ry,rz).X;

N

ou:

- X, est le vecteur de composantes (X», Yz,Zz)T , T désigne transposée,

- T est le vecteur translation de composantes (Tx,Ty, TZ)T entre les
systemes 1 et 2,

- 1 4+ m est le facteur d’échelle entre les 2 systemes,

- R(rx,ry,rz) est la matrice de rotation (3,3) pour passer du systeme 1 au
systeme 2,

- X1 est le vecteur de composantes (X1,Y;,7;)7.

En développant (7)), on obtient:

X5 Tx 0 rx ry X
(8) Y2 = TY +(1+m) —rx 0 rz Y1
22 TZ —ry —1rz 0 Zl

avec (rx,ry,rz les rotations comptées positivement dans le sens contraire des
aiguilles d’'une montre. En considérant comme inconnues les parametres
Tx,Ty,Tz,m,rx,ry,rz, I’équation (8) s’écrit en gardant les termes du ler ordre
comme suit :

Tx

Iy

X> —Xi 1 00 X; O Z -1 1z

(9) Yz—Yl = 010 Y1 —Zl 0 X1 m
22—21 0 01 Zl Y1 —X1 0 rx

ry

rz



LE PASSAGE DES ALTITUDES D’UN SYSTEME GEODESIQUE A UN AUTRE 5

En utilisant I’équation (9) pour les n points communs dans les systemes S et
S5 et en posant :

(10) L= (X2 —Xii)i=1n
(11) U:(TX,TY,TZ,m,rX,ry,rZ)T
A la matrice (3n,7):

1 00
(12) 01 o0Ynn -2 0 X1
0 01

et V le vecteur des résidus de la méthode des moindres carrés, la détermination
des parametres inconnus se fait par la résolution par les moindres carrés de
I’équation :

(13) AU =L+V
Soit :
(14) U= (AT A)TATL
Le vecteur résidu est donné par :
(15) V=AU-L=AATA) AT L-L
Le facteur de la variance unitaire est donné par :
vy
(16) o’ = T
La matrice variance covariance du vecteur U est donnée par:
(17) oy = oj(ATA)”!

5. LES FORMULES DE MOLODENSKY

Soient:
ax dA da
(18) dX=| dY |,d®=| do ’dF:<df>
dz dH

En calculant (dX,dY,dZ) de 1’équation (1)) en fonction de d¢,dA,dH ,da et
df et sachant que d(Ncosp) = —p.sin@.d@, on trouve :

(19) dX =J.d®+K.dF
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ou les matrices J et K sont les suivantes :

—(N+H)cospsink —(p + H)sin@cosA cos@pcosA

(20) J=| —(N+H)cospcosh —(p+H)sin@sinA cos@QsinA
0 (p+H)cosp sing
)
weos@cosh psin“@cosQcosi
1—f
(21) K= , psin®QcosQsin
wcosQsini 7

w(l —e*)sing (1 — f)sing(psin*@ —2N)

De I’équation (19), on tire:

(22) dd=J"'adx —J ' K.dF
avec:
—sini cosA
(N+H)coso (N+H)cos@
J 1= | —sinpcosh  —sin@sind cosQ
p+H p+H p+H
cos@cosA cosQsini singQ
0 0
—we’sinpcosQ  —psin@cos@(2 — esin* Q)
23) J'Kk= p+H (p+H)(1-f)
1 _2
— —N(1— f)sin“¢
w

Or, en prenant:

X, —X
24) dX = -1
4H—Z
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on a d’apres 1’équation dX = A.U, par suite en posant:

(25) do =0~ ¢
(26) dA =1 — A4
@7) dH = H, — H,
(28) da=a,—a
(29) df = f—h

avec (ap, f1) et (az, f2) sont respectivement les demis grands-axes et les
aplatissements des ellipsoides des systemes S; et S7, on a alors :

(30) dd=J'AU—-J ' K.dF

avec la matrice J~! donnée ci-dessous par les équations . En développant
I’équation (30) nous obtenons les formules de MOLODENSKY de passage
du systeme 1 au systeme 2.

—sini cosA
0
(N+H)coso (N+H)cosp
J V=] —sinpcosi —sin@sini cosQ@ —e’Ncos@sing
p+H p+H p+H p+H
cosQcosA cosQsini sing  N(1—e%sin’@)+H
—(N(1—e?)+H)tgpcosA —(N(1—e?)+ H)tg@sinA {
N+H N+H
31 (N(1—eé?sin*@) +H)sinkA  —(N(1 — e*sin*@) + H)cosA 0
p+H p+H

Neé*cos@sin@sin —Ne?cos@sin@cosi 0
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On obtient les formules de MOLODENSKY:

e Ay — —sinA; - cosA - —(N(1—e?)+H)tgicosh .
(N +H)cos@, (N +H)cosg, N+H
—(N(1—e})+H)tgoisini
32
(32) + N+H ry+rz
—sin@icosA —sin@; sinA cosQ;
g = IO Ty + T
P=¢ p+H ¥ o+H YT orH”
—e2Ncossing et (N(1 — etsin® @) + H)sink rrt —(N(1 —etsin@y) + H)cosAy ry
p+H p+H p+H
(33) +we%sin(p1 cos Py psin2@y (2 — e3sin®@y) Af

a
o+H 2p+H)(1— /1)
H, — Hy = cos@icosA Tx + cos@sind Ty + sing Tz + (N(1 — e%sinzgol) +H)m
A
+Ne%c0s(p1sinq01sin).1 rx — Ne%cos(plsin(pl cosAiry — Wa +N(1-fi )sin2 O1Af
(34)

Des équations ci-dessus, nous remarquons que :
* Ay — A est indépendante de Tz, m,a et f,
* @, — @) est indépendante de rz,
* Hy — Hy est indépendante de rz.

Nous trouvons souvent dans la littérature géodésique des formules de
MOLODENSKY dites standard et abrégées que nous donnons ci-dessous.

6. LES FORMULES DE MOLODENSKY STANDARD

Elles sont obtenues en tenant pas compte des rotations et du facteur
d’échelle soit m = 0 et rx = ry = rz = 0 dans les formules (32H34)) et on



LE PASSAGE DES ALTITUDES D’UN SYSTEME GEODESIQUE A UN AUTRE 9

obtient alors les formules suivantes en posant :

(35) A@" = @, — @ en secondes sexagésimales
(36) AL" = A, — A1 en secondes sexagésimales
(37) AH = H, — H,
(38) AX =Ty
(39) AY =Ty
(40) N =T,

et en omettant les indices:

AQ" = (—AXsin@cosA — AY sin@sind + AZcosQ+

(41) Nezsin(pcos(p.% +Af(pg +N§).sin(pcos(p).((p +H).sin1")~!
(42) AL" = (—AXsinA + AY cosA)((N + H)cos@sinl") !

AH = AXcos@cosA + AY cos@sinA + AZsing — a%
43) +AfN(1 = f)sin*@

avec b le demi petit-axe de I’ellipsoide de Sj.

7. LES FORMULES DE MOLODENSKY ABREGEES

On fait H = 0 et garde les termes du ler ordre en f dans les formules
Standard, nous trouvons :

AQ" = (—AXsinA + AY cosA).(Ncos@sinl") !
AL" = (—=AXsin@cosA — AY sin@sinA + AZcos@ + (aAf + fAa)sin2¢)(psinl”)~!
AH = AXcos@cosA + AY cos@sinA + AZsing — Aa + (aAf + fAa)sin®> @

8. LA RECHERCHE DES PARAMETRES DE PASSAGE PAR LES
FORMULES DE MOLODENSKY

A partir de I’équation (30) on a :
db=J"'AU-J ' KdF
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d’ou:
(44) J VAU =d®+J ' K.dF

ott U est le vecteur des inconnues (Ty,Ty,Tz,m,rx,ry,rz)". En écrivant
I’équation précédente pour les n points communs et en posant :

(45) L= (d®;+J ' K.dF)i=1
le vecteur des observations (3n,1) et
(46) B=(J;'A)iz1n

la matrice des coefficients (3n,7) et V le vecteur des résidus de la méthode
des moindres carrés, la détermination des parametres inconnus se fait par
résolution par les moindres carrés de 1’équation :

47) BU=L+V
Le vecteur solution est :
(48) U= (B"B)"'B'L

Le vecteur résidu est :

(49) V=BU—-L=B.(B".By"'BT.L-L
Le facteur de la variance unitaire est donné par :

vy
(50) 3n—7

La matrice variance covariance du vecteur U est donnée par :

(51) oy =o>.(B".B)"!

9. PASSAGE A L’ALTITUDE AU DESSUS DU GEOIDE

Ayant déterminé I’altitude ellipsoidique 4, dans le systeme S, dans le
cas ou on a connaissance de 1’ondulation du géoide N, on détermine donc
I’altitude &, au dessus du géoide par la formule connue :

(52) hg =he—N
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