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PRÉ FACE

C’est avec un grand plaisir que je vous présente cette première version numérique

de deux chapitres du fascicule " Géodésie Dynamique " de l’Ingénieur Général Géo-

graphe Jacques Le Menestrel.

Le cours de ce fascicule a été enseigné à la fin des années 70 du dernier siècle

à l’Ecole Nationale des Sciences Géographiques (ENSG) de l’Institut Géographique

National de France, pour les élèves ingénieurs des cycles A et B.

J’étais son élève en première année du cycle B de l’année universitaire 1978-1979

où j’avais suivi donc son cours complet de géodésie (géométrique et dynamique).

Cette version numérique a gardé quasiment le texte original avec quelques légères

modifications. Les deux chapitres en question sont :

- Le potentiel de pesanteur.

- Le sphéroïde de référence.

Je dédie cette édition numérique en hommage à la mémoire de Jacques Le Menes-

trel décédé en décembre 2010.

Tunis, A. Ben Hadj Salem
Mai 2023 Ingénieur Général Géographe
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1 L E POTEN T I E L DE PE SAN TEUR

1.1 généralités - la pesanteur

Nous avons vu que les anciens considéraient la terre comme sphérique, mais aussi

comme solide ou indéformable et immobile : la sphère céleste tournait autour de la

terre supposée fixe.

Le premier Copernic remet en question l’un de ces trois caractères, celui de l’im-

mobilité de la terre ; rejetant l’hypothèse du géocentrisme qui pose la terre au centre

du monde (1543), il défend l’idée d’un système héliocentrique ou "centré" sur le so-

leil. Peu après lui, les théories de Newton conduisent à envisager la forme de la terre

comme celle d’un fluide déformable en mouvement sous l’action de trois types de

forces :

- Les attractions newtonniennes des masses de la terre elle-même ou la "gravité".

- La force centrifuge due à son mouvement de rotation sur elle-même.

- L’attraction des astres et en particulier de la lune et du soleil.

Si la "gravité" désigne la force d’attraction de la terre, le terme de "pesanteur" est

en général utilisé pour représenter l’ensemble de ces trois forces.

Ce sont là les hypothèses fondamentales de la géodésie dynamique. Celle-ci, comme

la géodésie géométrique se donne bien comme objet la détermination de la forme de

la terre, mais à la différence de la première, elle entend défendre quantitativement

cette forme par des mesures dynamiques de forces ou "gravimétrie" et non par des

mesures d’angles ou de distances.

Pour l’essentiel, nous verrons que ces forces dérivent d’un potentiel ; ainsi pour la

géodésie dynamique, la surface terrestre est conçue comme une surface équipotentielle

du champ des forces de pesanteur.

L’objet de la géodésie dynamique est donc le champ de pesanteur ; elle tente d’en

déduire la forme des surfaces équipotentielles correspondantes d’une part, une ex-

pression mathématique globale du champ extérieur d’autre part.

1.2 l’acttraction newtonnienne des astres

Le troisième terme est la force de marée ou attraction luni-solaire, due à l’attrac-

tion différentielle du soleil et de la lune.

Elle présente des périodes caractéristiques de 1 jour, 28 jours, 1 an, etc...(En outre,

les mouvements de précession et de nutation, la variation deΩ, les marées terrestres
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et océaniques provoquent des forces dont on ne tiendra pas compte ici).

L’accélération luni-solaire ne dépasse pas 0.3𝑚𝑔𝑎𝑙. Des tables en donnent la va-

leur en fonction de la date et de l’heure, avec une erreur inférieure à 1/100𝑚𝑔𝑎𝑙, ce

qui permet de l’éliminer et de conserver une valeur indépendante du temps.

1.3 potentiel newtonnien

Soit en un point 𝑀 une masse ponctuelle 𝑚 que nous supposons égale à l’unité,

fixée sur la surface topographique, elle est soumise :

- à la gravité 𝑁 ou attraction newtonienne due à la masse de la terre :

||𝑁 || = 𝑚∫ ∫ ∫
𝑡𝑒𝑟𝑟𝑒

𝐺𝑑𝑚

𝑟2

où :

* 𝐺 : constante de la gravitation universelle = 6.673 × 10−11 SI ;

* 𝑟 : distance de 𝑀 à l’élément de masse 𝑑𝑚.

- 𝑁 dérive d’un potentiel 𝑊1 dit potentiel de gravité :

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

𝑁 = −𝑚𝑔𝑟𝑎𝑑𝑊1

𝑊1 = ∫ ∫ ∫
𝑡𝑒𝑟𝑟𝑒

𝐺𝑑𝑚

𝑟

1.4 equations de laplace

Ce potentiel vérifie l’équation de Laplace : son Laplacien est nul à l’extérieur d’un

corps pesant :

Δ𝑊 =
𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑊

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑊

𝜕𝑧2

En effet soit 𝜇 la masse volumique, le potentiel agissant sur un point matériel 𝐴 à la

distance 𝑟 de l’élément de volume 𝑑𝑣 est :

𝑊 = 𝐺 ∫
𝜇𝑑𝑣

𝑟

La force attractive correspondante s’exprime, en désignant par 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 les coordon-

nées de 𝐴 et 𝑥, 𝑦, 𝑧 celles de 𝑑𝑣 ; c’est-à-dire :

𝑟 = [(𝑥 − 𝑥0)
2
+ (𝑦 − 𝑦0)

2
+ (𝑧 − 𝑧0)

2
]

1
2 ,

𝜕𝑟

𝜕𝑥
=
𝑥 − 𝑥0

𝑟

𝑁

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

−
𝜕𝑊

𝜕𝑥0
= −𝐺 ∫

𝜇(𝑥 − 𝑥0)

𝑟3
𝑑𝑣

−
𝜕𝑊

𝜕𝑦0
= −𝐺 ∫

𝜇(𝑦 − 𝑦0)

𝑟3
𝑑𝑣

−
𝜕𝑊

𝜕𝑧0
= −𝐺 ∫

𝜇(𝑧 − 𝑧0)

𝑟3
𝑑𝑣
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Les dérivées secondes sont de la forme :

𝜕2𝑊

𝜕𝑥20
= 𝐺 ∫ 𝜇

𝑟3 − 3(𝑥 − 𝑥0)
2𝑟

𝑟6
𝑑𝑣

d’où par addition :

𝜕2𝑊

𝜕𝑥20
+
𝜕2𝑊

𝜕𝑦20
+
𝜕2𝑊

𝜕𝑧20
= 𝐺𝜇 ∫

3𝑟3 − 3 [(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 + (𝑧 − 𝑧0)
2
] 𝑟

𝑟6
𝑑𝑣 = 0

Soit :

Δ𝑊 = 0 ∶ Equation de Laplace

1.5 potentiel à l’intérieur d’une masse de densité

𝜇 : equation de poisson

Etudions le flux des forces newtonniennes engendré par l’ensemble des masses

𝑑𝑚 situées en 𝑀 intérieur à la surface 𝑆.

La masse 𝑑𝑚 crée en 𝐴 une force

𝐺𝑑𝑚

𝑟2
. Le flux de cette force à travers l’élément

de surface 𝑑𝑆 autour de 𝐴 est :

𝑑𝜙 =
𝐺𝑑𝑚

𝑟2
𝑐𝑜𝑠𝛼𝑑𝑆 = 𝐺𝑑𝑚.𝑑𝜔

où 𝑑𝜔 est l’élément d’angle solide sous lequel on voit 𝑑𝑆 depuis 𝑀 et 𝛼 est l’angle

de 𝑀𝐴 avec la normale 𝑛 à 𝑑𝑆 en 𝐴.

Le flux total de 𝑑𝑚 à travers la surface 𝑆 est donc :

𝜙 = 𝐺.𝑑𝑚.𝑑𝜔 = −4𝜋𝐺.𝑑𝑚

Le signe négatif indiquant qu’il s’agit d’un flux sortant.

Par ailleurs, la formule d’Ostrogradsky énonce que le flux d’un vecteur gradient

à travers une surface est égal à l’intégrale du Laplacien étendue au volume interne

à la surface :

∫
𝑉

Δ𝑊 .𝑑𝑣 = ∫
𝑆

𝑔𝑟𝑎𝑑𝑊 .𝑛𝑑𝑆 ⟹ Δ𝑊 .𝑑𝑣 = 𝑑𝜋 ⟹ Δ𝑊 .𝑑𝑣 = −4𝜋𝐺𝜇𝑑𝑣

d’où la formule de Poisson :

Δ𝑊 =
𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑊

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑊

𝜕𝑧2
= −4𝜋𝐺𝜇
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1.6 force centrifuge

Elle s’exprime simplement en fonction de la latitude géocentrique𝜓 et de la vitesse

de rotation de la terre Ω. Pour une masse unité en 𝑀 :

𝐹𝐶 = 𝑚.Ω
2
.𝐻𝑀, ||𝐻𝑀 || = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜓 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜃 ⟹ ||𝐹𝑐 || = Ω

2
.𝜌.𝑠𝑖𝑛𝜃

Ses composantes dans le trièdre classique (𝑂, 𝑋, 𝑌 , 𝑍) sont :

𝐹𝐶

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

Ω2𝑥

Ω2𝑦

0

Elles dérivent du potentiel 𝑊2 =
1

2
Ω
2
(𝑥

2
+ 𝑦

2
) qui peut s’écrire :

𝑊2 =
1

2
Ω
2
𝜌
2
𝑐𝑜𝑠

2
𝜓 ou 𝑊2 =

1

2
Ω
2
𝜌
2
𝑠𝑖𝑛

2
𝜃

1.7 pesanteur

On appelle donc pesanteur la force dont l’expression sur un élément de masse

unité est :

𝑔 = 𝑁 + 𝐹𝐶

Elle dérive d’un potentiel 𝑊 = 𝑊1 +𝑊2 dit potentiel de pesanteur :

𝑊 = 𝐺 ∫
𝑑𝑚

𝑟
+
1

2
Ω
2
𝜌
2
𝑠𝑖𝑛

2
𝜃 = 𝐺 ∫

𝜇𝑑𝑣

𝑟
+
1

2
Ω
2
𝜌
2
𝑠𝑖𝑛

2
𝜃

1.8 potentiel newtonnien d’une masse ponctuelle.

polynômes de legendre

Evaluons en un point 𝐴 le potentiel 𝑑𝑈 d’une masse située en un point 𝑀 :

𝑑𝑈 =
𝐺𝑑𝑚

𝑀𝐴
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Soit une origine 𝑂 ; 𝐴 et 𝑀 données par leurs coordonnées 𝐴(𝜌, 0) et 𝑀(𝑟 , 𝜓) :

𝑑𝑈 =
𝐺𝑑𝑚

(𝜌2 + 𝑟2 − 2𝑟𝜌𝑐𝑜𝑠𝜓)1/2
=

𝐺𝑑𝑚

𝜌
(
1 − 2

𝑟

𝜌
𝑐𝑜𝑠𝜓 +

𝑟2

𝜌2)

1/2

Expression que l’on développe en séries :

𝑑𝑈 = 𝐺𝑑𝑚
(

1

𝜌
+

𝑟

𝜌2
𝑐𝑜𝑠𝜓 +

𝑟2

𝜌3

3𝑐𝑜𝑠2𝜓 − 1

2
+…+

𝑟𝑛

𝜌𝑛+1
𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜓) + …

)

Les coefficients de
𝑟𝑛

𝜌𝑛+1
, 𝑛 ≥ 0 sont des polynômes 𝑃𝑛 de degré 𝑛 en 𝑐𝑜𝑠𝜓 dits "polynômes

de Legendre" :

𝑃0 = 1, 𝑃1 = 𝑐𝑜𝑠𝜓, 𝑃2 =
3𝑐𝑜𝑠2𝜓 − 1

2
, 𝑃4 =

5𝑐𝑜𝑠3𝜓 − 3𝑐𝑜𝑠𝜓

2

1.9 potentiel d’un sphéroïde

Sa valeur est donnée par l’expression :

𝑈 = ∫
𝑣

𝑑𝑈 = ∫
𝑣

𝐺𝜇𝑑𝑣

𝑑

avec :

- 𝐺 : constante de l’attraction universelle,

- 𝜇 : densité volumique,

- 𝑑 : la distance 𝑀𝐴,

- 𝑟 : la distance 𝑂𝑀 .
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Par suite :

𝑈 = 𝐺 ∫
𝑣

𝜇𝑑𝑣

𝜌
(
1 − 2

𝑟

𝜌
𝑐𝑜𝑠𝜓 +

𝑟2

𝜌2)

1/2
= 𝐺 ∫

𝑣

𝜇𝑑𝑣

𝜌 (
𝑃0 + 𝑃1(𝑐𝑜𝑠𝜓)

𝑟2

𝜌
+…+ 𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜓)

𝑟𝑛

𝜌𝑛+1
+…

)

où les 𝑃𝑖 sont les polynômes de Legendre :

𝑈 =

𝑛=+∞

∑

𝑛=0

𝐺 ∫
𝑣

𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜓)
𝑟𝑛

𝜌𝑛+1
𝜇𝑑𝑣

ou 𝑈 =

𝑛=+∞

∑

𝑛=0

𝑈𝑛 avec :

𝑈𝑛 = 𝐺 ∫
𝑣

𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜓)
𝑟𝑛

𝜌𝑛+1
𝜇𝑑𝑣

Exprimons les premiers termes de ce développement :

𝑈0 =
𝐺

𝜌 ∫
𝑣

𝜇𝑑𝑣 =
𝐺𝑀

𝜌
𝑀= masse de la terre

C’est le potentiel correspondant à une sphère de masse 𝑀 .

𝑈1 =
𝐺

𝜌2 ∫𝑣
𝑟𝑐𝑜𝑠𝜓𝜇𝑑𝑣

𝑟𝑐𝑜𝑠𝜓 représente la projection de 𝑂𝑀 sur 𝑂𝐴. Plaçons nous dans un trièdre tel que

𝑂𝑍 ′
soit dirigé suivant 𝑂𝐴. La côte 𝑍 ′

du centre de gravité des masses a pour valeur

dans ce trièdre :

∫
𝑣

𝑟𝑐𝑜𝑠𝜓𝜇𝑑𝑣 = 𝑍
′

et 𝑈1 =
𝐺

𝜌2
𝑍

′

Autrement dit si l’on choisit l’origine au centre des masses du sphéroïde considéré, cette

côte est nulle soit :

𝑈1 = ∫
𝑣

𝐺

𝜌2
𝑧𝑑𝑣 = 0

Le développement général devient :

𝑈 =
𝐺𝑀

𝜌
+

𝑛=+∞

∑

𝑛=2

𝑈𝑛
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2 L E SPHÉRO ÏDE DE RÉFÉRENCE

2.1 position du problème

Nous avons vu que la géodésie dynamique se fixait un double objectif :

- déterminer le champ du potentiel à l’extérieur de la terre ceci permettant en

particulier le calcul des trajectoires des satellites.

- déterminer la forme de la terre à partir d’éléments de surfaces équipotentielles

du champ.

Si le premier de ces objectifs peut prendre la forme de la détermination de termes

de degrés de plus en plus élevés du développement du potentiel (polynômes de Le-

gendre, harmoniques, termes en 𝐽𝑛, etc...), en ce qui concerne le second, la forme de

la terre est en fait obtenue par une méthode différente faisant intervenir les mesures

localisées de la pesanteur réelle ; ces mesures permettent de construire un modèle

théorique comme "déformations" d’une surface mathématique de base : sphéroïde

ou ellipsoïde de révolution.

Nous verrons que pratiquement le modèle de base choisi sera un ellipsoïde, sans

doute sous l’influence des résultats de la géodésie géométrique. Nous procèderons

donc ainsi :

- Dans un premier temps, déterminer un sphéroïde ou un ellipsoïde de révolution

dit de "référence".

- Dans un deuxième temps, construire un modèle plus complexe rendant compte

de déformations locales.

Nous étudions dans ce chapitre les solutions élémentaires correspondant à la pre-

mière de ces questions.

Le sphéroïde de référence sera déterminé comme surface équipotentielle du champ

de pesanteur limité au premier terme de son développement.

2.2 premier terme du potentiel de pesanteur - for-

mule de mac-cullagh

Prenons les 2 premiers termes du potentiel général calculé précédemment :

𝑈 =
𝐺𝑀

𝜌
+ 𝑈2

𝑈 =
𝐺𝑀

𝜌
+ 𝐺 ∫

𝑣

3𝑐𝑜𝑠2𝜓 − 1

2

𝑟2

𝜌3
𝜇𝑑𝑣
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Calculons 𝑈2 :

𝑈2 =
𝐺

2𝜌3 (∫
𝑣

3𝑟
2
𝜇𝑐𝑜𝑠

2
𝜓𝑑𝑣 − ∫

𝑣

𝑟
2
𝜇𝑑𝑣

)

On remarque que les quantités ∫ 𝑟
2
𝜇𝑑𝑣 = ∫ 𝑟

2
𝑑𝑚 sont celles intervenant dans le

calcul des moments d’inertie.

Si l’on considère les moments d’inertie 𝐴, 𝐵, 𝐶 par rapport à 3 axes perpendicu-

laires 𝑂𝑥, 𝑂𝑦, 𝑂𝑧 et 𝐼0 le moment d’inertie par rapport au point 𝑂 :

∫ 𝑟
2
𝜇𝑑𝑣 = ∫ 𝑟

2
𝑑𝑚 = 𝐼𝑂 =

1

2
(𝐴+ 𝐵 + 𝐶)

D’autre part ∫ 𝑟
2
𝑐𝑜𝑠

2
𝜓𝑑𝑚 = ∫ 𝑂𝐻

2
𝑑𝑚 en appelant 𝐻 la projection de 𝑀 sur 𝑂𝐴 :

∫ 𝑟
2
𝑐𝑜𝑠

2
𝜓𝑑𝑚 = ∫ (𝑂𝑀

2
−𝐻𝑀

2
)𝑑𝑚 = 𝐼𝑂 − 𝐼𝑂𝐴 ⟹ 𝑈2 =

𝐺

2𝜌3
(2𝐼𝑂 − 3𝐼𝑂𝐴)

Calculons 𝐼𝑂𝐴. Si 𝛼, 𝛽, 𝛾 sont les cosinus directeurs de 𝑂𝐴 :

𝑈2 =
𝐺

2𝜌3
(𝐴 + 𝐵 + 𝐶 − 3𝐼𝑂𝐴), 𝐼𝑂𝐴 = 𝐴𝛼

2
+ 𝐵𝛽

2
+ 𝐶𝛾

2

Repérons la direction 𝑂𝐴 par les angles 𝜃 et 𝜆 (colatitude et longitude) d’où :

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

𝛼 = 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜆

𝛽 = 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜆

𝛾 = 𝑐𝑜𝑠𝜃

et :

𝐼𝑂𝐴 = 𝐴𝑠𝑖𝑛
2
𝜃𝑐𝑜𝑠

2
𝜆 + 𝐵𝑠𝑖𝑛

2
𝜃𝑠𝑖𝑛

2
𝜆 + 𝐶𝑐𝑜𝑠

2
𝜃

𝐴 + 𝐵 + 𝐶 − 3𝐼𝑂𝐴 = 𝐶(1 − 3𝑐𝑜𝑠
2
𝜃) +𝐴(1 − 3𝑠𝑖𝑛

2
𝜃𝑐𝑜𝑠

2
𝜆) + 𝐵(1 − 3𝑠𝑖𝑛

2
𝜃𝑠𝑖𝑛

2
𝜆)

avec :

𝑐𝑜𝑠
2
𝜆 =

1 + 𝑐𝑜𝑠2𝜆

2
, 𝑠𝑖𝑛

2
𝜆 =

1 − 𝑐𝑜𝑠2𝜆

2

On obtient la formule de Mac-Cullagh :

𝑈2 =
𝐺

𝜌3 [(
𝐶 −

𝐴 + 𝐵

2 )(

1 − 3𝑐𝑜𝑠2𝜃

2 )
−
3

4
(𝐴− 𝐵)𝑠𝑖𝑛

2
𝜃𝑐𝑜𝑠2𝜆

]
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2.3 champs en 𝐽2 du sphéroïde de révolution

Si le corps est de révolution, les moments d’inertie par rapport aux axes 𝑂𝑥(𝐴) et

𝑂𝑦(𝐵) sont égaux (𝐴 = 𝐵) et le potentiel correspondant est :

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

𝑈 =
𝐺𝑀

𝜌
+
𝐺

𝜌3

1 − 3𝑐𝑜𝑠2𝜃

2
(𝐶 −𝐴) ⟹

𝑈 =
𝐺𝑀

𝜌 (
1 +

𝐶 −𝐴

𝑀𝜌2

1 − 3𝑐𝑜𝑠2𝜃

2 )

Le facteur limité aux termes en

1

3

𝐶 −𝐴

𝑀𝑎2
est appelé terme en 𝐽2. Dans ces conditions,

l’expression du potentiel de pesanteur s’écrit :

𝑊 =
𝐺𝑀

𝜌 (
1 + 𝐽2

1 − 3𝑐𝑜𝑠2𝜓

2 )
+
1

2
Ω
2
𝑎
2
𝑐𝑜𝑠

2
𝜓

expression dite du champ en 𝐽2.

2.4 les equations de clairaut

Le potentiel de la pesanteur est donc en un point de la surface terrestre :

𝑊 = 𝐺 ∫ ∫ ∫
𝑑𝑚

𝑙
+
1

2
Ω
2
𝜌
2
𝑠𝑖𝑛

2
𝜃

Nous considérons une valeur approchée :

𝑊 = 𝐺
(

𝑀

𝜌
+
1 − 3𝑐𝑜𝑠2𝜃

2𝜌3
(𝐶 −𝐴)

)
+
1

2
Ω
2
𝜌
2
𝑠𝑖𝑛

2
𝜃

où 𝐶 et 𝐴 sont des constantes (moments d’inertie).

𝑎) 1ère équation - aplatissement du sphéroïde 𝛼 =
𝑎 − 𝑏

𝑎

Nous allons écrire que ce potentiel est telque ses valeurs au pôle et à l’équateur

sont égales.

- A l’équateur, 𝜃 =
𝜋

2
, 𝜌 = 𝑎 (grand axe :

𝑊𝐸 = 𝐺
(

𝑀

𝑎
+
𝐶 −𝐴

2𝑎3 )
+
Ω2𝑎2

2

- Au pôle, 𝜃 = 0, 𝜌 = 𝑏 (petit axe) :

𝑊𝑃 = 𝐺
(

𝑀

𝑏
−
𝐶 −𝐴

𝑏3 )

𝑊𝐸 = 𝑊𝑃 ⟹ 𝐺
(

𝑀

𝑎
+
𝐶 −𝐴

2𝑎3 )
+
Ω2𝑎2

2
= 𝐺

(

𝑀

𝑏
−
𝐶 −𝐴

𝑏3 )
⟹

𝐺𝑀
(

1

𝑏
−
1

𝑎)
+ 𝐺(𝐶 −𝐴)

(

1

2𝑎3
+

1

𝑏3)
+
Ω2𝑎2

2
= 0
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La quantité 𝐺(𝐶 −𝐴) (
1
2𝑎3

+ 1
𝑏3 ) est petite par rapport au premier terme en 𝐺𝑀 et si

on néglige la différence entre 𝑎 et 𝑏 dans ce terme, on obtient :

𝑀𝐺
(

𝑏 − 𝑎

𝑎𝑏 )
+ 𝐺(𝐶 −𝐴)

3

2𝑎3
+
Ω2𝑎2

2
= 0

En appelant 𝛼 le rapport

𝑎 − 𝑏

𝑎
et 𝑚 le rapport des forces centrifuges équatoriales et

moyennes :

𝑚 =
Ω2𝑎

||𝑔 ||
, ||𝑔 || ≈ 𝐺

𝑀

𝑎2
⟹ 𝛼 =

3

2
.
𝐶 −𝐴

𝑀𝑎2
+
1

2
𝑚

C’est la première équation de Clairaut.

𝑏) 2ème
équation - Variation de la valeur du pesanteur

Cette valeur est la dérivée du potentiel suivant la ligne des forces et donc ici ap-

proximativement suivant la direction 𝜌 :

𝑔 =
𝜕𝑊

𝜕𝜌
⟹

𝜕𝑊

𝜕𝜌
= −𝐺

(

𝑀

𝜌2
+

3

2𝜌4
(1 − 3𝑐𝑜𝑠

2
𝜃)(𝐶 −𝐴)

)
+Ω

2
𝜌𝑠𝑖𝑛

2
𝜃

- Pesanteur à l’équateur :

𝑔𝐸 = −𝐺
(

𝑀

𝑎2
+

3

2𝑎4
𝐶 −𝐴)

)
+Ω

2
𝑎 = −

𝐺𝑀

𝑎2 (

1 + 3(𝐶 −𝐴)

2𝑀𝑎2 )
+Ω

2
𝑎

- Pesanteur au pôle :

𝑔𝑃 = −
𝐺𝑀

𝑏2 (
1 −

3(𝐶 −𝐴)

𝑀𝑏2 )

Il est intéressant de calculer le rapport :

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

𝛽 =
𝑔𝑃 − 𝑔𝐸

𝑔

𝑔 = 𝑔𝑚𝑜𝑦𝑒𝑛 = −
𝐺𝑀

𝑎2
= −

𝐺𝑀

𝑏2

⟹ 𝛽 = 2𝛼 −
9

2

𝐶 −𝐴

𝑀𝑎2
+𝑚

dite 2ème
équation de Clairaut.

𝑐) 3ème
équation - Elimination des constantes 𝐶 −𝐴.

𝛼 + 𝛽 =
5

2
𝑚 , 𝑚 =

Ω2𝑎

𝑔𝑚

dite 3ème
équation de Clairaut.

𝛾 - Formule générale de la pesanteur théorique

D’une façon générale nous noterons 𝑔 la pesanteur réelle telle qu’elle est mesu-

rée par un gravimètre, et 𝛾 une pesanteur théorique, calculée à partir d’une formule

déterminée.
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Ainsi :

𝛾 = 𝐺
(
−
𝑀

𝜌2
−

3

2𝜌4
(1 − 3𝑐𝑜𝑠

2
𝜃)(𝐶 −𝐴)

)
+Ω

2
𝜌𝑠𝑖𝑛

2
𝜃

Si nous admettons que la surface équipotentielle de la pesanteur est un ellipsoïde,

nous allons montrer que cette équation est de la forme :

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

𝛾 = 𝛾0(1 + 𝑘𝑐𝑜𝑠
2𝜓)

𝜓 =
𝜋

2
− 𝜃 ∶ latitude géocentrique

2.5 pesanteur théorique sur un sphéroïde de ré-

volution

Pour lemoment, nous considérons simplement que la surface équipotentielle théo-

rique représentant la Terre est un sphéroïde de révolution dont les rayons équato-

riaux et polaires sont 𝑎, 𝑏 et l’aplatissement 𝛼.

L’équation de sa méridienne est donc une fonction 𝜌(𝜓) telle que :

𝜌(0) = 𝑎, 𝜌(
𝜋

2
) = 𝑏, 𝜌(−𝜓) = 𝜌(𝜓)

Nous pouvons choisir 𝜌(𝜓) = 𝑎(1 − 𝛼𝑠𝑖𝑛2𝜓).

En portant cette valeur dans l’équation :

𝛾 = −𝐺
(

𝑀

𝜌2
+

3

2𝜌4
(1 − 3𝑠𝑖𝑛

2
𝜓)(𝐶 −𝐴)

)
+Ω

2
𝜌𝑐𝑜𝑠

2
𝜓

il apparaît que 𝛾 peut s’exprimer par un polynôme en 𝑠𝑖𝑛2𝜓 ou 𝑐𝑜𝑠2𝜓 ; 𝛾 est de la

forme :

𝛾 = 𝛾0(1 + 𝛽1𝑠𝑖𝑛
2
𝜓 + 𝛽2𝑠𝑖𝑛

2
2𝜓 +…)

Le premier terme de cette expression
1
s’exprime alors facilement en fonction de :

𝛽 =
𝛾𝑃 − 𝛾𝐸

𝛾𝑚

en effet, 𝛾(0) = 𝛾𝐸 et 𝛾(𝜋/2) = 𝛾𝑃 , donc :

𝛾 = 𝛾𝐸(1 + 𝛽𝑠𝑖𝑛
2
𝜓)

1. N.B : Le 2ème coefficient du développement, 𝛽2, le facteur de 𝑠𝑖𝑛
22𝜓 vaut 0.000 0059.

12



Cette formule permettra à partir de mesures concrêtes de 𝛾 réduites au sphéroïde,

de calculer 𝛽 et 𝛾𝐸 d’où l’on déduire 𝛼 par la 3ème équation de Clairaut.

Les valeurs admises sont :

Ω =
2

24.3600
= 7.2921 × 10

−5
𝑠
−1

𝑎 = 6 378 𝑘𝑚

𝛾𝐸 = 978.03 𝑔𝑎𝑙

⎫
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎭

⟹
𝑚 = 0.003 4674

𝛽 = 0.005 293

}

⟹ 𝛼 =
1

297.4
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