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1 INTRODUCTION

On pourrait penser, au vu des formules donnant l’erreur ϵ(x) de l’interpolation
polynômiale d’une fonction que, pour avoir une très bonne approximation il suf-
fit d’augmenter le nombre n + 1 des points choisis, si l’on veut ϵ(x) très petit, il
faut prendre n + 1 très grand ; ce qui amène à dire si l’on fait n −→ +∞, alors
supx∈[,a,b]|ϵ(x)| −→ 0.

Ceci est complètement faux, même pour les des fonctions très régulières ( pour
des fonctions anlytiques réelles dans (a, b]). Un exemple est donné par le phénomène
de Runge.

2 EXEMPLE DE RUNGE

Soit α > 0 un nombre réel, considérons la fonction :

f(x) =
1

x2 + α2

Sur l’intervalle [−1,+1], prenons pour points x0, x1, . . . , xn les points ±2k + 1

2m
avec

2m = n+ 1 (on suppose n impair) et k = 0, 1, . . . ,m− 1.

Posons : ∏
n

(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn)

Le polynôme d’interpolation de Lagrange s’écrit :

Pn(x) =

j=n∑
j=0

f(xj)
∏

n(x)

(x− xj).
∏′

n(xj)
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Nous allons étudier la différence f(1)− Pn(1) quand n −→ +∞.

Calculons la différence f(x)− Pn(x). Ce calcul est un peu délicat car il utilise un
calcul par résidu.

Soit z ∈ C, considérons la fonction complexe :

f(z) =
1

z2 + α2

Cette fonction n’est pas définie aux points iα,−iα. C’est une fonction holomorphe
dans tout le plan C sauf aux deux pôles simples iα et −iα (f est dite fonction méro-
morphe). Fixons un point x ∈ [−1,+1], x ̸= x0, x1, . . . , xn. Soit γ le cercle de centre O

et de rayon R dans C avec R ≥ |x|, R ≥ α, R ≥ |xj| et considérons l’intégrale :

1

2πi

∫
γ

f(z)
∏

n(x)dz

(z − x)
∏

n(z)
(2.1)

Le résidu de la fonction intégrée g(z) =
f(z)

∏
n(x)

(z − x)
∏

n(z)
au pôle x est f(x), en chacun

des pôles xi il est égal à :
f(xj)

∏
n(x)

(xj − x)
∏′

n(xj)

Le résidu en iα est : ∏
n(x)

2iα(iα− x)
∏

n(iα)

en −iα est : ∏
n(x)

2iα(iα + x)
∏

n(−iα)

Le calcul de
∏

n(iα) donne :

∏
n

(iα) = (−1)m
(
α2 +

1

4m2

)(
α2 +

9

4m2

)
. . .

(
α2 +

(2m− 1)2

4m2

)
Prenons le module de l’équation (2.1), nous obtenons :∣∣∣∣ 1

2πi

∫
γ

f(z)
∏

n(x)dz

(z − x)
∏

n(z)

∣∣∣∣ ≤ 1

2π
.
1

α2
.C1.

1

RRn+1
2πR ≤ C2

Rn+1

où C1, C2 sont deux constantes.
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Donc si R −→ +∞, l’intégrale (2.1) tend vers 0. Appliquons maintenant le théo-
rème des résidus à l’équation (2.1), on obtient :

1

2πi

∫
γ

f(z)
∏

n(x)dz

(z − x)
∏

n(z)
=

j=n∑
j=0

f(xj)
∏

n(x)

(xj − x)
∏′

n(xj)
+ f(x) +

1

x2 + α2
.

∏
n(x)∏
n(iα)

Si n −→ +∞, nous obtenons :

f(x)− Pn(x) =
1

x2 + α2
.

∏
n(x)∏
n(iα)

et : ∏
n

(1) =
1

2m
.
3

2m

5

2m
. . .

4m− 1

2m

A l’aide de la formule de Sterling :

p! ≈
√
2πpp−1/2e−p quand p −→ +∞

on montre que
∏

n(1) ≈
√
2

(
2

e

)n

.

D’autre part,

Log

∣∣∣∣∣∏
n

(iα)

∣∣∣∣∣ =
k=m−1∑
k=0

Log

(
α2 +

(2k + 1)2

4m2

)
A l’aide de la formule d’Euler-Maclauren [1], on montre que :∣∣∣∣∣∏

n

(iα)

∣∣∣∣∣ ≈ Cβn, C = constante ̸= 0

Logβ =

∫ 1

0

Log(t2 + α2)dt =
[
tLog(t2 + α2)

]1
0
− 2

∫ 1

0

t2dt

t2 + α2

= Log(1 + α2)− 2 + 2αArctg
1

α

Remarque que si α −→ 0, Logβ −→ −2. Donc, il existe α > 0 tel que Logβ < Log 2
e
=

Log2− 1.

De là, prenant un tel α :

|f(1)− Pn(1)| ≈
1

α2

√
2

(
2

e

)n

.
1

Cβn
≈ C ′

(
2

eβ

)n
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Mais Log
2

eβ
= Log2−Logβ−1 > 0 =⇒ 2

eβ
> 1 et

(
2

eβ

)n

−→ +∞ quand n −→ +∞.

D’où :
|f(1)− Pn(1)| −→ +∞ quand n −→ +∞

Ce phénomène se produit pour l’extrapolation, mais on a le phénomène analogue
pour l’interpolation en modifiant l’exemple ci-dessus.

Prenons, dans l’intervalle [−1, 3] la fonction f(x) =
1

x2 + α2
si x ∈ [−1,+1] et la

fonction obtenue par symétrie dans l’intervalle [+1,+3].

Si l’on prend pour ϕn(x) = Pn(x) si x ∈ [−1,+1] et la fonction obtenue par sy-
métrie pour x ∈ [+1,+3], on se trouve dans le cas de l’interpolation (au sens stricte)
et cependant :

|f(1)− ϕn(1)| −→ +∞

quand on fait tendre le nombre 2n de points vers l’infini.
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