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Résumé

Dans cette note, on présente la transformation de passage d’un systeme géodésique a un autre
systeme géodésique dite de Bursa-Wolf a sept parametres en montrant comment déterminer les 7
parametres par la méthode des moindres carrés et les calculer numériquement suivant le nombre
des parametres 4,5 ou 7.

Abstract

In this note, we present the Bursa-Wolf seven-parameter transformation from one geodetic sys-
tem to another, showing how to determine the 7 parameters by the method of least squares and
calculate them numerically following the number of the parameters 4,5 or 7.
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Présentation des Cas de 4, 5 et 7 Paramétres
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1 INTRODUCTION

Avec l'introduction de la technologie de positionnement par GPS (Global Positioning System),
laquelle fournit a 1’utilisateur sa position (X,Y,Z) tridimensionnelle dans le systtme géocentrique
mondial dit WGS84 (World Geodetic System 1984), il est nécessaire de savoir la transformation de
passage du systeme géodésique mondial au systeéme géodésique national ou local. On présente ci-
apres le modele de Bursa-Wolf de transformations de passage a 7 parametres.

On utilise par la suite les notations suivantes :

- (X1,Y1,Z;) les coordonnées cartésiennes 3D dans le systeme local (systeme 1),

- (X2,Y2,7,) les coordonnées cartésiennes 3D dans le systeme géocentrique W GS84 (systeme 2),
- (@1, A1, hey) les coordonnées géodésiques dans le systeme 1,

- (¢2,A2, hey) les coordonnées géodésiques dans le systeme 2.

2 LE MODELE DE BURSA - WOLF

Ce modele s’ écrit sous la forme vectorielle :

Xo =T+ (1+m).R(rx,ry,rz).Xi (1)

N

ou :
- X, est le vecteur de composantes (Xa, Yz,Zz)T, T désigne transposée,
- T est le vecteur translation de composantes (T, Ty, TZ)T entre les systemes 1 et 2,
- 1 +m est le facteur d’échelle entre les 2 systemes,
- R(rx,ry,rz) est la matrice de rotation 3 x 3 pour passer du systéme 1 au systéme 2,
- X1 est le vecteur de composantes (X1,Y,Z;)7.



En développant (TJ), on obtient :

X2 Tx 1
L =Ty |+(0+m)|—rz
Z 17 ry

rz
1

—rXx

(@)

avec (rx,ry,rz) les rotations comptées positivement dans le sens contraire des aiguilles d’une montre.

72
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FIGURE 1 — Le Modele de Bursa-Wolf

La formule (2) s’écrit :

Xo Tx 0
L =Ty |+(14+m) | —rz
v2) 1z ry

3)



3 CALCUL DES PARAMETRES DU MODELE DE BURSA-WOLF PAR LES
MOINDRES CARRES

En considérant comme inconnues les parametres Tx, Ty, Tz, m, rx,ry,rz, I’équation ([2)) s’écrit en
gardant les termes du ler ordre comme suit :

Tx
Ty
0 X5 0 -Z Y T,

0 Yl Zl 0 —X1 m (4)
1 27 -1 X 0 rx

ry
rz

Xo — X1 1
L-Y|=1(0
Zr— 7 0

En utilisant I’équation (4)) pour les n points communs dans les systémes 1 et 2 et en posant :

L= (Xoi —Xii)i=1n
U= (TX7TY7T27m7rx7ry7rZ)T

A la matrice 3n x 7 :

100X 0 -Z VY
A=3A7=(0 1 0 v z 0 -X 5)
001 Z -Y X 0

i=1,n

et V le vecteur des résidus de la méthode des moindres carrés, la détermination des parametres incon-
nus se fait par la résolution par les moindres carrés de 1’équation :

AU =L+V (6)

Soit :

U=(ATA)TATL (7)

La matrice AT A est une matrice carrée 7 x 7 symétrique non singuliére c’est-a-dire son déterminant
non nul donc inversible.

Le vecteur résidu est donné par :
V=AU-L=A.ATA) AT L-L

Le facteur de la variance unitaire est exprimé par la formule :

vy
o =37 ®

et la matrice variance-covariance du vecteur U est donnée par :

o = og(ATA)~! 9)




4 METHODE PRATIQUE DU CALCUL DES PARAMETRES DE LA TRANS-
FORMATION DE BURSA-WOLF

En pratique, on dispose de n points connus dans le systeme 1 et dans le systeme 2.

4.1 Cas de 7 parametres

On a donc pour un point I’équation :

Ix
Ty
X, — X 1 00 X 0 -—-Z Y Tz
Yz—Yl =10 1 O Y] Z] 0 —X1 m (10)
Zr—7) 0012 -1 X 0 rx
ry
rz
Pour le vecteur T, on peut écrire que T'=T,, +dT avec :
Tx, — Yo (X — X))
in Yn v dTx
T, = Tym:—i:l(?f_ W ar=| ary (11)
- n dT
e — Liz1(Z2i —Z1i) ¢
=
n

Le vecteur Ty, = (T X, Tym, Tzm)" est le vecteur translation moyenne et dT = (dTx,dTy,dTz)" estle
vecteur inconnu des corrections. Par suite, on obtient I’équation :

dTx
dTy
X] 0 —Z] Yl dTZ
i Zi 0 -X m (12)
Zl —Y1 X] 0 rx
ry
rz

Xz—X1 —Txm 1
»-Y *Tym =10
Zz—Zl —TZm 0

Pour faciliter les notations, I’'indice en bas désigne le numéro du point, le systeme 1 sans indice et on
indique par’, le systeme 2. Par exemple, pour le premier point, on a la relation :

dTx
dTy
00Xy 0 -Z Y dTz X{—X) —Txp Vi

0O 7z 0 —-Xi m | =Y -Y1—Ty, | +|w (13)
1 Z1 —Y1 X1 0 rx Zi—Z]-TZm V3

ry
rz

S O =
S = O

avec (vy,vz,v3) les résidus pour le point 1.



Ecrivons I’équation précédente pour les n points, on obtient I’équation des moindres carrés :
AU=L+V (14)

La matrice des coefficients A = 3,A7, le vecteur des inconnues U = 7Uj, le vecteur des observables
L = 3,L et le vecteur résidu V = 3,,V;, on obtient successivement :

1 0 0 X 0 -7 Y1
01 0 N Z1 0 —Xi
001 Z Y X 0
1 00 Xp 0 ) )2
010 1np Z) 0 —X>
001 2 Y X5 0 dTx
: : : dTy
1 0 X; 0 —Z; Y; dTz
A=10 1 Y; Z; 0 —X; , U= m (15)
001 Z —Y; X; 0 rx
oo : : : ry
100 X0 0 —Zyy Y a
010 Y1 Zn 0 —Ap—1
0 0 1 anl _Ynfl anl 0
1 00 X, 0 —7Z, Y,
010 Y Zy 0 X,
00 1 2z, -7, Xy 0
X{ —X1 — Txm 14
Yll Y —Tyn, %)
Z{ —Z1—Tzp V3
le —Xo —Tx, V4
YZI -YH-Ty, Vs
Z,—Zy —Tzy Ve
X —X;i —Txp V3i—2
L= Y =Y, —Tyn , V=1 s (16)
Zi, — Z,' - TZm V3
X | —Xn—1—Txp V3(n—1)—2
Y =Y —Tyn Vi(n—1)—1
Z;l,1 —Zn1—Tzpm V3(n—1)
Xrl; — Xy —Txp, V3p—2
Yr:_Yn_Tym V3p—1
Z;l —Z,— Tz V3p

La solution par les moindres carrés est obtenue en minimisant la somme des carrés des résidus soit
Y, v} = V.V = ||V||>. Or la norme au carré du vecteur résidu est la fonction scalaire en fonction du



vecteur U des inconnues soit :

F(U)=V'V=(AU—-L).(AU—L)=(U'A"—L').(AU—L)=U".(A"A).U —2L' AU +L'L
a7

On pose N = A".A =7 N7, cette matrice est carrée appelée matrice normale. Elle est inversible car la
matrice N est définie positive c’est-‘a-dire soit W est un vecteur 7 x 1, alors W/ N.W = W' A’ AW =
(AW) .(AW) = ||[W||3 > 0 en définissant une norme par ||W||4 la norme habituelle du vecteur A.W,
mais une norme vérifie si ||H|[4 =0 == H = 0. Il s’ensuit que si R vérifie N.R = G, alors cette équa-
tion a une seule solution égale A R = N~'.G.

On démontre que minF (U) = dF(U) = 0. On rappelle que si y = X.X = X'.X = ||X||?, alors
dy =2X".dX =2dX"'.X, par suite :

dF =d(||A.U||* —2L" AU +||L|]*)
Le vecteur L et la matrice A sont indépendants du vecteur U, par suite on obtient :
dF(U)=2.(A.dU) .(A.U) —2L".A.dU = 2dU"' (A'A).U —2dU'A".L =2dU"'.(N.U —A'.L)  (18)
d’ol:
dFU)=0=NU-A"=0=U=N'A"L=(A"A) AL (19)

On trouve donc la solution des moindres carrés :

U= (A"A)"AL (20)

Dans notre étude, A’ = Agn et N = A’.A est une matrice 7N7. L’expression de la matrice A’ est comme
suit :

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
A= X Y Zr X N V2) X, Y Z; X1 Y, Znw Xy
0 Z\ -Y; O Z> Y, -+ 0 Z; -Y; 0 Zn_1 —Y, 1 O
-7 0 X1 -7, 0 X2 e —=Zi 0 X; —Z,—1 O Xn_1 —7Zy
Y -X; 0 ) -X 0 Y; -X; 0 ) —X,-1 O Y,
2n
Le calcul de N = A?.A donne :
n 0 0 Y X 0 —YiZi Y. Y
0 n 0 Y. Y Y.Zi 0 —YiXi
0 0 n YiZi —Y.Y Y X 0
N=AA=| %X LY Yz YLD} 0 0 0 (22)
0 YLz -LY 0 YL(P+7Z) -LXY —LZX
—YiZi 0 Y X 0 -LXY,  Y(ZP+X?)  —LYizZ
Y -LX 0 0 -X%ZXi -LYZ L4V

S

ONXNO—O



i=n
avec D} = X7 + Y7 —|—Z,~2,Z = Z Notons :
i =1

AXZ' :Xi/ —Xi — Txm
AYI = Yi/_Yi_Tym
AZ,' :Z,{*Zi*TZm

On vérifie que ZAXi = ZAYi = ZAZi = 0, avec cette notation le vecteur L s’écrit :
i i i

1

AX;
L= Ay,
AZi i=1,n
Le vecteur A’.L est un vecteur 7 x 1, il est donné par :
0
Y AX; 0
Y AY; 0
Y. AZ; Y (XiAX; + YiAY; + ZiAZ;)
ty_ AV L VAV L 7Aa7 | | i
A'L= | Yi(XAX +YAY, + ZAZ) | = Y (ZAY, ~ v:AZ,) (23)
Zi(ZiAYi - YiAZi) i
Yi(XiAZ; — Z;AX;) Y (XiAZ; — Z;AX))
L HAX; = AT ) (Y:AX; - X;AY)

1

On obtient la solution par les moindres carrés :

n 0 0 Y Xi 0 —YiZ Y
0 n 0 Y Y YiZi 0 —LiXi
0 0 n YiZi —2iYi Y Xi 0
X, LY Yz YD; 0 0 0
0 Lz LY 0 YL+Z) -LiXY: —LZX
-YZ 0 LXi 0 -LXY YL(Z+XP) LYz
Yy -LX 0 0 -LizZX  -LYZ LG+
0 dTx
0 dTy
0 drz
YiXAX;+YAY,+ZAZ) | = | m | =U (24)
Zi (ZLAYI — YIAZ,) rx
Yi(XiAZ; — Z,AX;) ry
Zi (Y,AXl — XIAYI) rZ

La résolution numérique peut se faire avec I’application Excel. Il suffit de créer les tableaux :
- (X,Y,2);,(X",Y',Z");,=> le vecteur translation approché T,.
- le vecteur L, la matrice A, la matrice N = A’ .A, le vecteur A’ .L.

Par la suite, calculer I’inverse de la matrice N, trouver U, calculer le vecteur des résidus V =
A.U — L et vérifier que A’V = 0, sinon réitérer le processus.



4.2 Cas: 4 parametres (dTx,dTy,dTz,m)

Le vecteur T, = (T X, Ty, Tzm)" est le vecteur translation moyenne et dT = (dTx,dTy,dTz)" est
le vecteur inconnu des corrections. Par suite, on obtient I’équation :

X, — X —Tx,, 10 0 X z;x
Y —Tym | =0 1 0 ¥ M? (25)
Zo—7Z, — Tz, 00 1 7 mz

Pour faciliter les notations, I’'indice en bas désigne le numéro du point, le systeme 1 sans indice et on
indique par’, le systeme 2. Par exemple, pour le premier point, on a la relation :

100 X %? X] —X; — Tx, vy
010 v ﬂ? =Y -vi—Ty. | + [ (26)
001 z)\" 7 —7Z) — Tz V3

avec (v,vz,v3) les résidus pour le point 1.
Ecrivons I’équation précédente pour les n points, on obtient I’équation des moindres carrés :
AU=L+V 27)

La matrice des coefficients A = 3,A4, le vecteur des inconnues U = 4Uj, le vecteur des observables
L = 3,L, etle vecteur résidu V = 3,V;, on obtient successivement :

100 X
010 v
001 2z
100 X
010 Y
001 2
10 X; Z%
A= Lo v |, u=(5" (28)
01 z
. . . m
100 X, ,
01 0 Y,
00 1 Z
100 X,
010 Y
001 2

10



X{ —X1 —Txm V1

Y| — Y| — Ty, V2
Zi - Z] — sz V3
X, — Xy — Txy, Vg
Y} —Ys— Ty, Vs
Zh—2y— Tz V6
Xi/ —X;—Tx, V3 2
L= Y —Yi—Tyn , V= V3i-1
Z—Zi—Tzp V3
X,;,l —Xu1—Txp V3(n—1)-2
Y, = Yu1 —Tym V3(n—1)-1
Z,/171 —Zn1—Tzm V3(n—1)
Xr/, — Xy —Txp Vin—2
Yy:_Yn_T)’m Vin—1
7 —Zy,—Tzm Vin
L’expression de la matrice A’ est comme suit :
1P 0o o0 1 o0 O - 1 0 O 1 0 0 1 0
Al — o 1 0 0 1 0 0O 1 O 0 1 0 0 1
o 0 1 0 0 1 -0 0 1 0 0 1 0 O
Xi  Zt Xo hh 2 Xi Y Zi Xo-1 Yoor Zy-r Xn Vi

Le calcul de N = A’.A donne :
n0 0 YLX
0 a0 LY
0o 0 n YZ
YiXi LY YLiZ LD}

N=A"A=

i=n
avec D} = X7 + Y7 +Zi2,z = Z Notons :
i =1

AX,' :Xi’—Xi—Txm
AY; =Y/ ~Y; =Ty
AZ,' :Z;—Zi—TZm

On vérifie que ZAXi = ZAYi = ZAZi = 0, avec cette notation le vecteur L s’écrit :
i i i

AX;

L=\ AY;:

AZ;

i=1,n

Le vecteur A’.L est un vecteur 4 X 1, il est donné par :

Y AX; 8
AlL= gi 2; = 0
iAZ;
Yi(XiAX; + YiAY; + Z:AZ,;) Z(XiAXi +YAY + Z,AZ)

1

11

:[\]HOO

(29)

(30)

€29

(32)



On obtient la solution par les moindres carrés :

1

n 0 0  YX\ 0 dTx
0 n 0 Y% 0 1 dTy | =
0 0 n  Y.Z | 0 Cldrz | v (33)
X LY Lz LD} Li(XiAX; + Y:AY; + ZiAZ;) m
4.3 Cas: 5 parametres (dTx,dTy,dTz,m,rz)
Par exemple, pour le premier point, on a la relation :
dTx
1 00 X] Y] dTy X{ —X1 — Txm V1
01 0 n -X dTz | =Y -Y1—Tyn |+ | m 34)
0012z 0 m Zy—Z1 —Tzp V3
rz
avec (v,vz,v3) les résidus pour le point 1.
Ecrivons I’équation précédente pour les n points, on obtient I’équation des moindres carrés :
AU=L+V (35)

La matrice des coefficients A = 3,45, le vecteur des inconnues U = 5U], le vecteur des observables
L = 3,L, etle vecteur résidu V = 3,V;, on obtient successivement :

1 00 X Y
010 n X
001 Z 0
1 00 X Y,
010 1 —X>
001 2% 0
: : dTx
10 X v dTy
A= 1 0 Y -X; |, U=|dTz (36)
0 1 Zl‘ 0 m
. . . . . rz
1 00 X,o1 Y
010 Yoor —Xu
0 01 Z_ 0
1 0 0 X, Y,
01 0 Y —Xn
001 2Z 0

12



X{ —X1 —Txm V1

Y=Y —Tyy V2

Zi - Z] — TZm V3

X, —Xo —Txp, V4

Y, =Y =Ty, Vs

Z,—Zy —Tzy V6

Xi/ —X;—Tx, V3i_2

L= Y/ —Y; = Tyn , V=1 v (37

Zl, - Zi - TZm V3i
X,;,l —Xu1—Txp V3(n—1)-2
Y, = Yu1 —Tym V3(n—1)-1
Zy ~Zn1—Tzn V3(n—1)

X! — X, — Txp V3n—2

Yy:_Yn_T)’m V3n—1

Zy—Zn—Tzm Vin

On trouve donc la solution des moindres carrés :

U= (A"A)TA' L (38)

Dans notre étude, A’ =5 A5, et N = A" A est une matrice sNs. L’expression de la matrice A’ est comme
suit :

1 0 0 1 0 0 1 O 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0o O 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
Al = 0 O 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 O 1
X1 N Zy X N V4) X Y Z Xoo1 Yuu Zny Xn Iy Zy
i - X3 0 Y —-X O Y, -X; O Y..1 —X.-1 O Yy, —-X, 0
(39
Le calcul de N = A’ .A donne :
n 0 0 XX Y. Y
0 n 0 LY =Y X
N=a'A=]| 0 0 no Y7 0 (40)

Y.Xi LY, Yz ZiDiz 0
LY, -LX 0 0 Y(X?+Y?)

i=n

avec D,-2 = X,-2 —|—YL-2 —|—Z,~2,Z = Z Notons :
i =l

AX; = X! — X; — Txyp,
AY, =Y! ~Y;~Tyn
AZ,‘:Z;—Z,‘—TZm

On vérifie que ZAX,- = ZAY,- = ZAZI- = 0, avec cette notation le vecteur L s’écrit :
i i i

L=| AY;

i=1,n



Le vecteur A’.L est un vecteur 5 x 1, il est donné par :

0
Y AX; 0
Y, AY; 0
X;AX; + YAY; + Z;AZ,;
Zi(XiAXi + YIAYz +ZLAZz) ;( ! ! 8L i l)
Li{iAX; ~ X:A%) Y (YAX; — X;AY;)

1

On obtient la solution par les moindres carrés :

n 0 0 YX Y. Y
0 n 0 Y. Y — L X
0 0 n Y.Z 0
YXi LY Y.z YD} 0
Yo -LX 0 0 L(XP+rd)

0 dTx
0 dTy
0 =|drz | =U 42)
Zi(XiAXi + YIAY, + ZiAZ,') m
Y. (YiAX; — XiAY)) rz
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