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2 1. Les Courbes

1.1 COURBES PLANES - COURBURE

Définition 1.1 Une courbe plane (u) est une application de R = R? entie-
rement déterminée par la donnée d'une fonction vectorielle M(t) d'un para-
metret :

t€R — (x,y) € R?/OM(x,y) = x(t).i+y(t).j

ot (i,j) la base orthonormée du plan X OY .

1.1.1 Longueur d’un arc de la courbe

L'élément élémentaire de longueur d’'un arc est la quantité ds telle que :
ds® = dx® 4+ dy* = (X* +y'?).dr*
avec x’ et y’ désignent les dérivées de x(¢) et y(¢) par rapport a la variable ¢,

dou:
ds =/ (X2 +y?).dt

Soit pour ¢ = 1y, My le point origine de I'arc, d’ol1 en intégrant s, on obtient :

!
— 2 2\ dt = F , 1.1
s [0\/(x +y'%).dt (t,10) (1.1)

De I'équation (1.1), on peut exprimer ¢ en fonction de s. On peut alors adop-
ter comme parametre la longueur d'un arc de (u) d’origine M, c’est-a-dire s
(I'abscisse curviligne) et de considérer la courbe définie par M(s).

1.1.2 La Tangente

Au point M, la courbe admet une tangente définie par le vecteur unitaire 7T :

dx
r_ M _ | ds 1.2)
ds dy

ds
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Fi1G. 1.1 Courbe Plane

1.1.3 Normale et Courbure

Définition 1.2 La dérivée de T par rapport a s (lorsqu’elle existe et n'est pas
nulle) définit une direction orthogonale a la tangente portant le vecteur uni-
taire N dite la normale au point M. On a alors :

1dT
N=—— (1.3)
ads
avec:
dT 1
— —— 14
“ Hds R (14)

R est appelé rayon de courbure au point M et o, est la courbure.

Soit G de centre de courbure, alors les coordonnées du point G sont données
par I’équation vectorielle :

OG=OM+RN= 0M+R2.‘[%T (1.5)
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1.2 COURBES GAUCHES

1.2.1 Triedre de Frenét - Courbure - Torsion

[

Définition 1.3 Une courbe gauche (1) est une application de R = R* entie-
rement déterminée par la donnée d'une fonction vectorielle OM(t) d'un para-
metret :

x=x(1)
t€R= (x,y,z) €ER® /OM(x,y,z) = | y =y(r) (1.6)
z=1z(1)

1.2.2 Longueur d’un arc de la courbe

L'élément élémentaire de longueur d'un arc est la quantité ds telle que
ds* = dx* +dy* +dz* = (X* +y? +7%).dr*

avec x',y’ et 7/ désignent les dérivées de x(¢),y(r) et z(r) par rapport a la va-
riablet, d’ out:

!

s = \/mdt
0]

Soit pour ¢ = #y, My le point origine de I'arc, d’ou1 en intégrant s, on obtient :

s=F(t,1) (1.7)
De I'’équation (1.7), on peut exprimer ¢ en fonction de s. On peut alors adop-

ter comme parametre la longueur d’'un arc de (¢) d’origine M, c’est-a-dire s
(I'abscisse curviligne) et de considérer la courbe gauche définie par M(s).

1.2.3 La Tangente

Au point M, la courbe admet une tangente définie par le vecteur unitaire T.

1. Jean Frédéric Frenét (1816-1900) : mathématicien, astronome et météorologue fran-
cais.
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dx

ds

dM dy
T——=1| 2 1.8
s =5 (1.8)

dz

ds

1.2.4 La Normale - Courbure

Définition 1.4 La dérivée de T par rapport a s, lorsqu'elle existe et n'est pas
nulle, définit une direction orthogonale a la tangente portant le vecteur uni-
taire N dite la normale au point M. On a alors :

N= ig (1.9)
ads
avec:
ar 1
— |22 == 1.10
“ H ds R (1.10)

R est appelé rayon de courbure .

ar
Eneffet, |T|=1=T.T=1= 2T.d— =0.Donc: le vecteur T est orthogonal
N

T
ds’

1.2.5 Binormale

Définition 1.5 La binormale est la droite passant par le point M et de direc-
tion le vecteur B défini par :
B=TAN (1.11)

On a évidemment : ||B|| = 1. Le triplet (T,N,B) est direct et forme un triedre
dénommé le triedre de Frenét.

Définition 1.6 Les plans définis par les vecteurs (T,N), (N, B) et (B, T) sont
appelés respectivement plan osculateur, plan normal et plan rectifiant.
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F1G. 1.2 Le Triedre de Frenét
1.2.6 Torsion

On calcule la dérivée du vecteur B par rapport a s, on obtient :

dB dT dN
e T AN+ TAZL
ds ds ANALA ds

dN o ) dB N
car T et 5 sont colinéaires, par conséquent = estorthogonala T. Comme
N N

dB dB
B est unitaire, = est aussi orthogonal a B, donc = est colinéaire a N. On
pose: S s
dB -1
—=—N 1.12
ds  (s) (1.12)

Définition 1.7 Leréel1/1(s) est appelé torsion de (1) au point M(s).

On calcule la dérivée du vecteur N. Comme N = BA T, on obtient :

dN dB dT -1
IV T+ B Y = — NAT+BAS
ds d A /\ds (s) AEEBAR
donc:
dN -T B
A 1.13
ds R Jr‘L'(s) (1.13)
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Les trois relations exprimant les dérivées premieres des vecteurs du repére
de Frenét peuvent s’écrire sous forme matricielle :

~
o X

(1.14)

QU

o2}

=
S al— o
&2

1.3 PROBLEMES ET EXERCICES

Probléme 1.1 Soit la courbe (C) définie par les formules :

x=at?
M y:at3
4
z=—at” avec a>0
16

1. Calculer U'abscisse curviligne s d'un point M quelconque de cette courbe lors-
qu'on prend pour origine des arcs l'origine des coordonnées et qu'on prend
pour sens des arcs croissants celui desy croissants.

2. Déterminer au point M les vecteurs unitaires du triedre de Frenét.
3. Calculer le rayon de courbure et les coordonnées du centre de courbure.

4. Evaluer la torsion en M.

Probleme 1.2 Soit la courbe plane :

M) {x = a(t — sint)

y = acost avec a>0

1. Calculer ds* = dx* + dy*.
2. Montrer que la longueur de la courbe entre les points M, et M, vaut4a.

3. Calculer les coordonnées du point G centre de courbure, pourt > 0.

Probleme 1.3 SoitT'(¢) la courbe définie dans R paramétrée par :
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x = é'cost
IFt)=< y=ésint , reR
z=¢é

1. Dessiner l'allure de la courbeT (t).

2. S0it 0 < Xy < A1, donner la longueur de l'arc deT (1) qui se trouve entre les
plansz= Xy etz=A;.

3. Montrer que la courbure et la torson de T (t) sont les deux inversement pro-
portionnelles a ¢'.

Exercice 1.1 Soit la courbeT définie par :
X =acost, y=asint, z=acos2t, a>0

1. Calculer ds.
2. Calculer les composantes des vecteurs, T et N.

3. Donner les coordonnées du centre de courbure.

Exercice 1.2 On considére la courbeT (1) définie comme suit :
x=cosht, y=sinh, z=t, t€R

Montrer que la courbure et la torsion deT sont données par les expressions :

1 1
K=— T=——
2cosh?t 2cosh?t
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2.1 DEFINITION D’UNE SURFACE

Définition 2.1 Une surface (c) de R? est une application d’'un domaine 9 C
R? = R? a (u,u2) € 2 C R? fait correspond un triplet (x;,x,x3) € R oit
x1,X2,X3 Sont des fonctions continues des deux parametres (u,uy) :

X1 = xp (ug,uz)
(ul,ug) €Y= (xl,X2,X3) S ]R3/OM(u1,u2) =1 x sz(u],uz) 2.1)

X3 =X3(M1,M2)

Donc (ul,ug) €Y= (.Xl,xz,X3) S (O')

Sila fonction OM (u;,u;) est dérivable dans le domaine 2, on peut définir en
tout point de (¢) un plan tangent et une normale.

Soient M, et M, les deux vecteurs dérivées au point M avec:

aOM 8)61 8x2 (9)63 T
N = M’ = -, -, —
8141 (I/tl MZ) “ (8:41 aul 8u1 )
aOM 8x1 axZ 8x3 T
) =M, = —, =—=, 2.2
3u2 (ul uz) "2 (8u2 8142 8u2) ( )
Alors I'équation du plan tangent est définie par :
MP.(M, AM,,,) =0
P est un point courant du plan tangent. On pose :
M, \M,, 2.3)
n=—+"—>-" .
IM,, AM, |

un vecteur unitaire porté par la normale a la surface (o) au point M.

Les parametres (uj,uy) sont dits les coordonnées curvilignes sur la surface
(o). Une courbe tracée sur la surface est définie par une relation g(u;,u;) =0
ou par u; = u;(r); u = ux(t) avec t un parametre. En particulier, les courbes
u; = constante et u, = constante sont dites les courbes coordonnées.
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2.2 LA PREMIERE FORME FONDAMENTALE

L'élément linéaire ds sur la surface (o) est la distance de deux points infini-
ment voisins, le carré de ds est le carré scalaire de d M soit :

ds* = dM.dM = dM* = || dM? (2.4)
Or:
x(uy,up) dx; = x’luldul +x) udu2
OM (uy,uz) | x2(u1,uz) :>dM:M;1du1+M;2dM2= dx; :xéuldul —|—x’2u2du2
x3(uy,up) dx; zxguldul +X/3u2d142
Par suite :
dM? = ds* = M, .M, du,* +2M,, .M, dudu, + M, .M, du,’
On pose :
E=M, M,
! !/
F=M, .M, 2.5)
! A
G=M, .M,
alors ds® s’écrit :
| ds? = E.duy + 2.F durdus + G.duy? 2.6)

(2.6) est dite la premiere forme fondamentale, elle définit la métrique de la
surface (o).

2.2.1 Ecriture matricielle de la premiere forme fondamentale

On appelle g = (g;;) la matrice carrée 2 x 2 telle que :

gn==E
gn=81=F
g =G
Soit : .
(o m)-(F &)

Alors I'équation (2.6) s’écrit sous la forme :
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du E F du
2 1\ 1
ds® = (duy,duy).g. (du2> = (duy,du). (F G) . (dM2> (2.8)

La matrice g s’appelle la matrice du tenseur métrique.

2.2.2 Angles de deux courbes coordonnées et Elément d’aire

*Ona:F =M, .M, = |M,|.|M,,|cos6, dou:

F _F _F
1M, 1M, VEVG  VEG

et en considérant 6 € [0, 7] :

2 N )
me:msz#m

E.G E.G

cosB =

On pose parfois :
H=VE.G—F2?=h*(uj,u) (2.9)

soit :
H = | M, AM,, | = | M, || M, |sin6 (2.10)

Par suite, le vecteur unitaire normal n a pour expression :

M, \M, M, \M,
— Pl T Fu 2 2.11)
| M, AM,,, || H

uj

n

* En considérant maintenant le parallélogramme curviligne de sommet M (u;,u,)
et de cotés les vecteurs M, du; et M, duy, alors I'élément infinitésimal d’aire
dg/ apour expression :

dﬂZHM/ dul/\M/uzstzH:HM/ ||||M/ ||duy.duy.sin6 = v/ E.G—F2duidu, = Hdu du>

ujp ujp u

On le note aussi :

dal =/ E.G—deul/\dug = Hdui Nduy (2.12)
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2.2.3 Coordonnées Orthogonales et Coordonnées Symétriques

Les coordonnées (u;,u;) sont dites orthogonales si F = M, .M, = 0, soit
cos6 = 0, donc 6 est un angle droit.

Les coordonnées orthogonales sont dites coordonnées symétriques si de
plus E = G. Alors la premiere forme quadratique s’écrit :

ds* = Eduy> + Gduy? :E(du12+du22) :H(du12+du22) = hz(ul,ug)(dulz—l—duzz)
Exemple :

On considére une sphere de rayon R qu'on note (o), elle est paramétrée par :

Rcos@cosA
OM | Rcos@sinA
Rsing

avec ¢ € [-%,4+5].A € [0,42x]. Les courbes coordonnées de (o) sont les mé-
ridiens A = constrante et les paralleles ¢ = constante. On remarque qu’elles se
coupent en un angle droit. On calcule la premiere forme fondamentale de la
sphere :

—Rsin@cosA —Rcos@sinA
OM;, = | —Rsin@sini OM’)b = | Rcos@cosA (2.13)
Rcos@ 0

D’ou:
— / I _ p2
E=OM,.OM, =R
F = OM;).OM',L =0
G = OM,.OM,, = R%cos*@

F = 0 justifie ce qui a été dit ci-dessus sur 'orthogonalité des courbes coor-
données. Ces dernieres sont orthogonales mais non symétriques. En effet :

d 2
ds® = R?d@® + R*cos*@dA* = R*cos* ¢ ( (l; + dlz)
cos?@

La variable L telle que :
de

cosQ

dL = (2.14)

forme avec A un couple de coordonnées symétriques, car :

ds* = R*cos*@(dL* + dA?) (2.15)
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L est appelée latitude croissante ou latitude ou variable de Marcator[ﬂ On
pose:

t=1g? — _ 1
T8y Tt T
d’our: J 0
t
dt=(14+42)% — gp= =2
(1+ )2 ¢ 1+12

De (2.14), on obtient L vérifiant L(0) =0

L= (2.16)

¢ dw _/fg‘é’ 2dt 1+12 _/fg%’ 2d1
0 0

0 cosw 1427 1—12 1 —12

On serestreinta ¢ € [—¢;,+¢;] ol 0 < ¢; < 7/2. Léquation (2.16) s'écrit :

L [ dw w8 d et ode [, (14 8%
A cosw_/() l+t+./0 1—t o8 L—t1], o
T o0 T 0
og‘tg 4+2 0gtg 4+2 (2.17)
cartg (g + g) > 0, donc:
o T
L= Logt (7 7) 2.18
0gtg 2+4 (2.18)

tg (% + g) =exp(L) = L

Soit I'expression de la latitude ¢ en fonction de L:

Q= 2Arctg(eL) - g

2.3 LA DEUXIEME FORME FONDAMENTALE

On calcule maintenant le vecteur ¢2M la différentielle seconde de OM. On a
alors:

d*M = d(dM) = d(OM,, .du; + OM,,,.du;) = dOM,, .du, +dOM,, .du,

1. Gerhardus Mercator (1512-1594) : cartographe, astronome et ingénieur belge. Son
nom était donné a la représentation cylindrique conforme proposée par lui-méme.
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(OMZIM1 duy + OMu1u2 duz) duy + (OMu1u2 .duy+ O Mzuz duz)duz
soit:
d*M = OM,, , .(du;)*+2.0M, . duy.du, + OM), . (du3)*
car OM,, ,, = OM,; , . On peut écrire I'équation précédente sous la forme :
*M ’M I’M
d*M = ——du,* +2 duydur + —— duy* 2.19
o, 1+8182u1u2+8u22 up (2.19)

Soit (y) une courbe tracée sur la surface (o), définie par u; = u1(s),ur = u(s)
ol s désigne I'abscisse curviligne. Soit z le vecteur normal a la surface et N
le vecteur unitaire porté par la normale principale a la courbe (7). Si T estle
vecteur porté par la tangente a (y) au point M(u,,u,), d’apres les formules de

Frenét,on a:
dT N

ds R

1
oll R est la courbure de () au point M. Or dM = Tds, par suite :

d(dM) = d*M = d(Tds) = ds.dT = ds. (N‘?) (2.20)

On multiplie vectoriellement I’équation (2.19) par le vecteur normal unitaire
n, on obtient :

*M 2 M
21 _ 2 2
ndM = n. 8u12dul +2n. Judu zdu]duz—i—n 92 duz (2.21)
On pose :
*M
L=n——
n 8u12
M
M=n———— (2.22)
" 8u18u2
N =n aziM
o .81422
(2.21) s’écrit alors :
n.d*M = Ldu;* + 2Mdu;duy + Nduy? (2.23)

On multiplie aussi I’équation (2.20) par le vecteur n d’o :
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ds ds?
d’°M =nds. (N =nN—
n n.ds ( R) n.N—

Soit 6 I'angle formé par net N, d'ou :

ds®  cos®
A*M =nN— = ds® 2.24
n nN— 7 s (2.24)
Comme (2.23) est égal a (2.24), on obtient :

050
%ds2 = Lduy? + 2Mdu duy + Ndup* = D(uy,uz)

soit :
cos® Lduy% + 2Mduyduy + Nduy?
R ds?
ou encore :
cos® Lduy? + 2Mdu; dus + Nduy? I (uy,u) (2.25)
R Edui? +2Fduydur + Gdup® — 1(uy,uz) ’

avec I(u;,u) la premiere forme fondamentale et I’expression :

| 1(u1,10) = Lduy® + 2Mduurdus + Ndur? = D(ur.w0) | (2.26)

est appelée la deuxieme forme fondamentale. D’'ou :

Théoréme 2.1 Le produit de la courbure en un point donné d’'une courbe tra-
cée sur une surface dans l'espace a trois dimensions par le cosinus de l'angle
entre la normale a la surface et la normale principale a la courbe est égale au
rapport de la deuxieme et la premiére formes fondamentales du vecteur tan-
gent a la courbe en ce point.

PP .. cosO . .
Définition 2.2 La quantité = invariante pour toutes les courbes ayant

méme vecteur tangent T en un point donné est dite la courbure normale de
la surface en ce point.

Proposition 2.1 Si la courbe est la section d’'une surface par un plan normal,
ona:

1 Ldu\®+2Mduduy + Ndup?
0=00ubO=mr=cos0=+1= +—- =
ou €os R Edui®+ 2Fdu,du, + Gduy?

(2.27)
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2.3.1 Triedre de Darboux - Ribaucour

P|Soit (y) une courbe tracée sur une surface (o) pour laquelle on sait définir
en un point donné M le repere de Frénet (T,N, B).

Définition 2.3 On appelle repere de Darboux - Ribaucour (T,n,g) le repere
orthonormé formé par les vecteurs T, n et le vecteur g= TA n.

La position relative des deux repéres est donnée par I'angle :

—

0=N,n (2.28)

2.3.2 Section Normale

Définition 2.4 Soit la courbe () tracée sur (o) et définie comme intersection
de (o) et du plan passant par le point M et de directions n et T, alors (y) est
appelée section normale de (o) en M dans la direction T.

La normale principale de (y) est la droite portée par le vecteur n. Si R, est le
rayon de courbure de (y) au point M, on a par définition :

aT _n
ds R,
par suite :
4T L
“ds R,
or (2.20) donne:
JT — d*M
T ds
d’ou:
dT E2M 1 H(uy,v)
n——=mn. =—=—"=
ds ds? R,  I(uj,up)
soit :

L o Ldu12+2MdM1dM2 +Ndu22 o [I(Ml,uz) (2.29)
R, Edui>+2Fduidus +Gdu?  1(u1,u2) )

2. Jean Gaston Darboux (1842-1917) : mathématicien francais.
Albert Ribaucour (1845-1893) : ingénieur et mathématicien frangais.
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En comparant I’équation ci-dessus avec 'équation (2.25), on obtient :

20

D’ot1 le deuxieme théoréeme de MeusnierBl:

Théoreéme 2.2 Le rayon de courbure R d’une courbe (y) tracée sur une surface
(o) et ayant méme tangente de direction T est égal au produit de R, rayon de
courbure de la section normale par le cosinus de l'angle 0 entre les vecteurs n
etN.

2.3.3 Indicatrice de Dupin

E] On consideére le repére orthonormé % au point M défini par les vecteurs :

VE duy VG duy

Définition 2.5 Lindicatrice de Dupin est l'ensemble des points P du plan tan-
gent en M vérifiant :
MP=./R,T (2.31)

quand T varie autour de M.

Soit un point P(7,5) dans %, on a alors :

oM 5 oM
VE du; /G dup
duy M dur oM
)

MP =

Mp—mr—m<

du; Y duy )

- e - -
ds VER, ds GR,

En utilisant la deuxiéme forme quadratique, on a :
1 du; 2 duy duy duy :
— =L ) +2M=L2 4N (=2 =
R, (ds)+ ds dsJr <ds)

3. Jean Baptiste Meusnier (1754-1793) : militaire, géometre et mathématicien francais.
4. Charles Dupin (1784-1873) : ingénieur et mathématicien francais.
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1 y2 yS 62
— = +2M +N
R, E N R.VEG

ou encore :

72+2

Y8+ = 52 =1 (2.32)

N/

C’est]’équation d’'une conique (ellipse, parabole, hyperbole) suivant le signe

N M?—LN ) . P .
du discriminant —zc %M M* — LN respectivement (négatif, nul ou posi-
tif).

2.3.4 Les Directions principales

On suppose que M? — LN < 0.

Définition 2.6 On appelle directions principales les directions des axes de sy-
métrie de l'indicatrice de Dupin.

Définition 2.7 On appelle les rayons de courbure principaux R, et R, les
rayons de courbure normale dans les deux directions principales.

Les directions principales sont orthogonales.

2.3.5 Formule d’Euler

P|En supposant que I'indicatrice de Dupin est une ellipse d’équation :
2 52
L (2.33)
a
ol a,b sont les 2 rayons de courbure normale principaux, on peut écrire :

P = /R, T = iv/R,cosy + j\/R,siny

avec y = T,i, or: MP = vi+ 8j, avec 'équation 1» on obtient alors la
formule d’Euler :

5. Leonhard Euler (1707-1783) : mathématicien et physicien suisse.
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Rucos*y n R,sin®y N 1 _ cos®y  sin®y
a? b? R, a? b2

D’oli:
1
Théoréme 2.3 (Formule d’Euler) :La courbure de la section normale R en

n

un point donné est égale a :

L cos?y  sin*y

R, & b?

(2.34)

< . . . TS ’
Ol .03 sont les courbures principales au point considéré et y l'angle sur la
surface entre le vecteur tangent a la section normale et la direction principale

correspondante.

Définition 2.8 Le produit des courbures principales est la courbure de Gauss[ﬂ
ou courbure totale de la surface et la courbure moyenne la somme des cour-
bures principales.

Pour la premiére forme fondamentale ds?, on a déja noté (2.7) :

_(E F
8=\F ¢

et concernant la deuxieme forme fondamentale ®(u;,u;) donnée par'équa-
tion (2.26), elle peut s’écrire sous la forme :

D = D(uy, 1) = (dul,duz).(ﬂz %)(%;) (2.35)

ol par abus de notation, on a noté par ® la matrice ci-dessus.

Alors, on annonce les deux théorémes suivants sans les démontrer (B. Dou-
brovine - S. Novikov - A. Fomenko, 1982) :

Théoréme 2.4 La courbure totale K en un point d’'une surface est égale au
rapport des déterminants de ses deuxieme et premiére formes fondamentales :

Dér®d LN —M?
K=

_ = 2.36
Détg  EG—F? (2.36)

6. Carl Friedrich Gauss (1777-1855) : mathématicien et géometre prussien, fondateur
de la théorie des surfaces.
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et:

Théoréme 2.5 La courbure moyenne H en un point d’'une surface est égale a
la trace de la matriceg=' . ® :

(H=Tr(g"'.®)] (2.37)

2.4 PROBLEMES ET EXERCICES

Probleme 2.1 Soit lellipse (E) définie par les équations paramétriques :

X =dacosu
M < y = bsinu
avec a>b>0

On pose :

2_a2—b2. ,2_a2_b2

1. Calculer la position sur l'axe des abscisses des deux points F et F' appelés
foyers tels que MF + MF' = 2a.

e

2. Montrer que le produit des distances des foyers a la tangente a l'ellipse en M
est indépendant de u.

3. Donner lUexpression de ds.

4. Déterminer les expressions des vecteurs unitaires T et N et en déduire le
rayon de coubure de lellipse.

5. Montrer qu’il passe par M deux cercles tangents en ce point a la courbe et
centrés sur Ox, Oy respectivement (appelés cercles surosculateurs).

6. Que deviennent ces cercles lorsque M est un sommet de l'ellipse.

Probleéme 2.2 On définit une surface (S) par les équations :

X=u?+v
M(u,v){ Y =u+v?
Z=uy

1. Calculer les composantes des vecteurs OM,, et OM.,.
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2. Calculer les coefficients E,F,G de la premieére forme fondamentale de la sur-
face (S).
3. En déduire U'expression de ds”.

4. Les coordonnées (u,v) sont-elles orthogonales ? symétriques ?

5. Calculer un vecteur normal de (S).

Probléme 2.3 On définit une surface (X.) par les équations :

X = a.cosu.cosv
M(u,v) { Y = a.cosu.sinv
Z = b.sinu

avec a,b deux constantes positives.
1. Calculer les composantes des vecteurs OM,, et OM.,.

2. Calculer les coefficients E,F,G de la premiére forme fondamentale de la sur-
face (%).

3. En déduire U'expression de ds”.

4. Les coordonnées (u,v) sont-elles orthogonales ? symétriques ?

5. Calculer un vecteur unitaire normal n de (%).

6. Calculer les vecteurs :
OJWZM ’ va > OM\,//V

On pose :
L=nOM 6 M=nOM,

uu’> uv?

7. Calculer les coefficients L,M et N.

N = n.OM,,

Probleme 2.4 On considere la surface (T') définie par les équations :

X = sinu.cosv
M (u,v) Y = sinu.siny
Z = cosu+ Logtgg +w((v)
avec y(v) est une fonction définie de classe C' dev.

1. Donner le domaine de définition de la surface (T).
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2. Montrer que les courbes coordonnées v = constante constituent une famille
de courbes planes de (T') et que leur plan coupe (T') sous un angle constant.

3. Calculer les composantes des vecteurs OM,, et OM,.

4. Calculer les coefficients E, F, G de la premiere forme fondamentale de la sur-
face (T).
5. En déduire Uexpression de ds*.

6. Les coordonnées (u,v) sont-elles orthogonales ? symétriques ?

7. On suppose pour la suite que y(v) = 0, calculer un vecteur unitaire normal
ndel.

8. Calculer les vecteurs :

oM, OM,, OM,
On pose :
L=nOM), M=nOM,, N=nOM,

9. Calculer les coefficients L,M et N.

10. En déduire U'expression des courbures moyenne et totale.

Probleme 2.5 Soit la surface (T') définie paramétriquement par :

X =thu.cosv
M(u,v) Y = thu.sinv
1 u
Z= ™ + Logthi
avec chu et thu sont respectivement le cosinus et la tangente hyperboliques dé-
finies par :
eu+e—u ell+e—u

chu = — thu =

1. Donner le domaine de définition de la surface (T).

elt — e*M

2. Calculer les composantes des vecteurs OM,, et OM,,.

3. Calculer les coefficients E,F,G de la premiére forme fondamentale de la sur-
face (T).
4. En déduire U'expression de ds”.

5. Les coordonnées (u,v) sont-elles orthogonales ? symétriques ?

6. Calculer un vecteur unitaire normal n de (T).
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7. Calculer les vecteurs :

oM,, OM,, OM,
On pose :
L=nOM,), M=nOM,, N=nOM,

8. Calculer les coefficients L,M et N.

9. Déterminer les coubures moyenne et totale.

Probléme 2.6 Montrer que les courbures totale K et moyenne H en un point
M(x,y,z) d'une surface paramétrée par z = f(x,y), oil f est une fonction lisse,
sont données par :
f// A7)
xxlyy " Jay
(L4124 f2)?

et:

L+ £V =2+ (L+ £
(24 £7)2

Probléme 2.7 Soit (X) une surface deR® paramétrée par OM (u,v) telle que sa
premiere forme fondamentale s'écrit : ds*> = Edu® + 2Fdudv + Gdv*

1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
JE JG
oM
Sy est paralléle au vecteur normal N a la surface,

iii) - les cotés opposés de tout quadrilatere curviligne formés par les courbes
coordonnées (u,v) ont méme longueurs.

ii) - le vecteur

2. Quand ces conditions sont satisfaites, on dit que les courbes coordonnées
de (L) forment un réseau de Tchebychev.[] Montrer que dans ce cas, on peut
paramétrer la surface par (i1, V) telle que ds* s'écrit :

ds* = dii* + 2cosOdiidv + di?

ol 6 est une fonction de (ii, 7). Montrer que 0 est l'angle entre les courbes coor-
donnéesii,v.

3. Montrer que l'expression de la courbure totale est donnée par :

7. Pafnouti Tchebychev (1821 - 1894) : mathématicien russe.
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4. On pose :

=
|
S =
_|_
<=t <=

Montrer que ds* s'écrit avec les nouvelles variables (ii,?) :
ds* = cos*odi* + sin® od?

avec w = 6 /2. (A.N. Pressley, 2010)

Probléme 2.8 Soit (.#) une surface définie dans R?, paramétrée par la fonc-
tion vectorielle OM = F (u,v) telle que :

x=F(u,v)
F(uv)|y=F(u,v)
z2=F(u,v)

F est dite une paramétrisation conforme de (%) si on a les deux conditions

suivantes :
oF OF _ oF OF _ O oF OF _

uou v ¢ “ uv
1. Ecrire la premiere forme fondamentale de (F).

2. Soitn Le vecteur normal unitaire.

3FA8F
Jdu_ Jv
HaF 8FH

n=

o

. . . ,0F OF R
Quand le point M varie sur la surface (.7 ), le repere (a— ——,n) est un repére
u

dv
mobile. La deuxieme forme fondamentale de (.7 ) est définie par :

n.d*F = Ldu* + 2Mdudv + Ndv*

Si cette deuxieme forme fondamentale s'écrit sous la forme :

2 2
CdPF — oP) (du n dv)
p1 p2

alors, la paramétrisation de (¥ ) est dite isotherme. Dans ce cas, pi, p, sont les
rayons de courbure principaux de la surface (% ). Une surface qui admet des
coordonnées isothermes est dite isotherme.
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x = Rcos@cosA
3. On considere que (.F) est la sphere définie par :M = |y = Rcos@sink R >0
z = Rsin@

Soit %y la variable de Mercator. Montrer que la sphére paramétrée par (L, A)
est une surface isotherme.

F OF . .
(E’ W,n). Exprimer les dérivées

. d d
partielles > et > des vecteurs de % dans %, en tenant compte que la surface
u u

est isotherme c’est-a-dire qu'on a l'équation :

4. On considere % la base du repére mobile

du?  av?
_ndPF = @) (; + pv) — —(Ldu® + 2Mdu.dv + N.dv*)
1 2

5. Montrer qu’on peut écrire les résultats de 4. sous la forme matricielle sui-
vante:

o P e®

N (2 2 | (A

d U Y
— | F|= v Zu | F
du |V 2 2 0 v
n pl 0 0 n

1
er:

/ o P, 0 /
F, o 2 F,
i F | = _ﬂ gv _£ | F!
ov |V 2 2 02 v
n 0 pi 0 n

2

Les deux derniéres expressions ci-dessus sont appellées les équations de Gauss-
Weingarten[ﬂ de la surface (7).

Exercice 2.1 Soit (T') la surface paramétrée par (u,v) dans R? telle que :

X = u(1—u?)cosv
M(u,v) < Y = u(1 —u?)sinv
Z=1-u?

1. Calculer 'expression de ds*.

2. Montrer que I'équation cartésienne de (T') est :

8. Julius Weingarten (1836 - 1910) : mathématicien allemand.
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Pyt =(1-2)7

Exercice 2.2 Soit la surface d’Enneper :

3
u
X=u——+w?

M (u,v) 13 5

1. Montrer que :
ds® = (1 +u? +*)2.(du® + dv?)

2. Calculer un vecteur unitaire normal a la surface.

3. Montrer que la surface d’Enneper est de courbure moyenne nulle en chaque
point.

Exercice 2.3 On suppose que la métrique d’'une surface donnée est :
ds® = A%du® + B*dv?, A= A(u,v), B=B(u,v)
1. Montrer alors que l'expression de la courbure totale est :
1 [/AN (B
K=—— |2 Zu
w|(a), (%)

" désigne la dérivation partielle.
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" A coté de la difficulté principale, de celle qui tient au fond
méme des choses, il y a une foule de difficultés secondaires
qui viennent compliquer encore la tadche du chercheur. 1l y
aurait donc intérét a étudier d’abord un probléeme ot I'on
rencontrerait cette difficulté principale, mais ou I'on serait
affranchis de toutes les difficultés secondaires. Ce probleme
est tout trouvé, c’est celui des lignes géodésiques d'une sur-
face; c’est encore un probleme de dynamique, de sorte que
la difficulté principale subsiste; mais c’est le plus simple de
tous les problemes de dynamique. "

29
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(H. Poincaré[l] 1905)
Apres avoir défini les lignes géodésiques d'une surface, on établit les équa-
tions des géodésiques pour une surface donnée. Comme application, on dé-

taille celles de l'ellipsoide de révolution. On fera I'intégration de ces équa-
tions.

3.1 INTRODUCTION ET NOTATIONS

Soit (§) une surface définie par les parametres (u,v) avec (u,v) € 2 un do-
maine C R?. Un point M € (S) vérifie :

v
OM = OM (u,v) | y(u,v) 3.1

On introduit les notations usuelles :

M IM _|oM

= ou ou | ou
oM oM
F=5ra

(3.2)
_OM oM HaM g

v v

ov v

Des équations (3.2), on obtient les équations :

1. Henri Poincaré (1854-1912) : mathématicien francais, parmi les plus grands du
XIXeme siecle.
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9 _ oM M
du " du Ju?

9 _ oM oM
dv " du dudv

IF _*M oM oM 9*M

du  out dv +W'8u8v

(3.3)
oF _ M oM oM oM
dv M du dv Judv
9 _ oM M
du ~ dv dudv
96 _ oM m
dv T v’ o

Soit n le vecteur unitaire normal en M (u,v) a la surface (S), n est donné par :

oM oM

n—du__ou (3.4)
H

avec . aM aM
H=| =" A" 3.5
H du " du (85

D'ou:

ds* = E.du* + 2.F.du.dv+ G.dv* (3.6)

L'équation (3.6) représente le carré infinitésimal de la longueur de I'arc.

Soit une courbe (T') tracée sur (S) et N est le vecteur unitaire de la normale
principale le long de (T).

Définition 3.1 Une courbe (T') est dite ligne géodésique de la surface (S) si et
seulement si les vecteurs n et N sont colinéaires.

On démontre par le calcul des variations (P Petersen, 1998) que la ligne géo-
désique entre deux points d'une surface (S) lorsqu’elle existe est la courbe
de longueur minimale joignant les deux points.
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3.2 LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DES LIGNES
GEODESIQUES

On calcule I'expression de N, on obtient :

dT
N=R—
ds
or:
dM JMdu JMdv
T = — = — — _—
ds Jdu ds v ds
d’our:

dT _ O°M (du\*  0*Mdudv OMdu IMdu M (dv)*
ds ~ ou? \ds dudvdsds OJu ds? dv ds?  h? \ds

La condition n // N peut étre écrite :

NAn=0
soit :
oM oM
dT [ 9u " Ju
Ri = .
ds/\ 7 0 (3.7

Utilisant la formule du produit vectoriel :

AN(BAC)=(A.C)B—(A.B)C (3.8)
on obtient :
dT 9M\ OM _ (dT IM) M _
ds Jdv ] du ds du ) dv
Or &a—M et aa—M forment une base du plan tangent en M, d’ou1 les deux condi-
u v
tions: dT oM dT oM

Ce qui donne deux équations différentielles du second ordre :

M OM (du\* | du  0°M OMdudy  O°M OM (dv\*  dv_
du? " dv \ ds ds? dudv' dv dsds  Jv: dv \ ds ds?
(3.10)

et:
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M OM (dv\* dPv  OM OMdudv  O°M OM (du\*  d*u_,
ov?  du \ds ds? dudv du dsds Ju? Jdu \ ds ds>
3.11)
On pose :
0E 0E oF
9L r_9&, r_or
E,= u’ E v’ Fy du
oF G 0G
r__ Y0 . I 2
ko= ov’ Gu ou’ Yo dy 3.12)

et on utilise les équations (3.3), (3.10) et [3.11), ces 2 dernieres équations
peuvent étre écrites :

2 2 / 2

du dudv G, (dv

F—=22) = F— +4+G —— 422 = G— =0 3.13
(£ 2 ) (ds) + ds? + “ds ds * 2 (ds) + ds? ( )

/ 2 2 / 2 2
E
(E{_GL¢)<dV> +FdSV+E/dVdu+“(du> +Eﬂ =0| (3.19)

3.3 DETERMINATION DES LIGNES GEODESIQUES DE
L'ELLIPSOIDE DE REVOLUTION

On considere maintenant comme surface 'ellipsoide de révolution qu’on
parametre comme suit :

X = N.cospcosA
Y = Ncos@sinA (3.15)
Z=N(1-é*)sing
ou:

a
N=—o— —gw /2

V1 —exsinp
est le rayon de courbure de la grande normale avec :
W=1- ezsinz(p
On note :
r = Ncos@

le rayon du parallele de latitude ¢ et p le rayon de courbure de la méridienne
donné par :
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p— a(l1—eé?)
(1 —e%sin2@) /1 — exsin?@

Alors la premiére forme fondamentale s’écrit :

=a(l —ez)W73/2

ds* = p2de* + rPdA? (3.16)
En prenant comme variables u = ¢ et v = A, on obtient :

E=E(p)=p> F=0, G=r (3.17)
E,=2pp"E; =0,F,=F, =0,G, =2r’ = =2rpsing,Gj =0 (3.18)

Alors les équations (3.13) et (3.14) deviennent :

. dedA  ,d*A
aa\? | (de\?  ,d%
; ar °r = 2
rpsm(p(ds) +pp (ds) +p 732 0 (3.20)
La premiére équation s’écrit :
d ([ ,dA
— — | =0 3.21
ds (r ds) ( )
dont I'intégration donne :
rzﬂ = C = constante (3.22)
ds

On retrouve alors la relation de Clairaut (J. Lemenestrel, 1980) :P]

r.sinAz = constante = C = asinAze ‘ (3.23)

ol Az est 'azimut de la géodésique au point M et Aze son azimut initial au
point My al’équateur.

L'équation (3.20) s’écrit :

(AN (de\T | dPe
p(rsmq) (ds) +p (ds) —I—pﬁ =0 (3.24)

Ce qui donne :

2. Alexis Claude de Clairaut (1713-1765) : mathématicien, astronome et géophysicien
francais.
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- p =0 le point M est sur I'équateur : ¢ = 0 et r = a le demi-grand axe de
I'ellipsoide et I’équation (3.19) devient :

d*2A
2 0 (3.25)
dont l'intégration donne :
A—2X=1(s—s0) (3.26)

le point M décrit I'équateur et la géodésique est le grand cercle de rayon a.

- p # 0, le point M n’est pas sur I'équateur, I'équation (3.20) s’écrit comme

suit: R 5 )
e ., (de . (dA
- - — ) = 2
pds2 +p (ds) —l—rsm(p(ds 0 (3.27)
Pour intégrer (3.27), on utilise une nouvelle fonction, soit :
Z= @ (3.28)
do
De (3.22), on obtient :
do _dgdr _Cdp _ C
ds dAds rdr  r*Z
soit: 4 c
9
—_— = = 3.29
ds r*Z (3.29)
On exprime maintenant la dérivée seconde d?¢ /ds’ :
Ao _d (do\ _ d (dg\dp 1d (d9\® (3.30)
ds?  ds\ds) do\ds)ds 2de\ds ’
L'équation (3.27) s’écrit en utilisant (3.22) et (3.30) :
2 2 2
p d do ,(do . C
Ll N ek - — | = 31
2do l(ds) TP ds +ing r 0 3.31)
On pose :
do 2
U= (%@ 3.32
(%) 332
L'équation (3.31) devient :
2 .
PAU iy — _Csing (3.33)

2de r



36 3. Les Lignes Géodésiques

L'équation (3.33) est une équation différentielle linéaire du premier ordre
avec second membre. Sa résolution sans second membre donne :

U= % (3.34)

En utilisant le second membre de (3.33), on considére que k est une fonction
de ¢, on a alors:
1 C*\  kor*—C?
v=1; (ko - ﬂ) e (3.35)
avec ko la constante d’intégration. U étant une fonction positive, on doit

avoir :
kor> —C* >0 (3.36)

En revenant a I'équation (3.32), on obtient :

_ (do\?  kor*—C?
U_(ds>_p2r2 (3.37)

On utilise les équations (3.29) et (3.37), on obtient :

2 2 _ 2 2 2 2 2
do)' _hor €0 _(CN_ O _C(de (3.38)
ds p3r r’Z Pz 4 \dA
ce qui donne :

da\? p? c?
(d«p) T Pk -C? 339

. . dA . . .
Pour déterminer la valeur de kj, on exprime =25 o utilisant les équations
N
(3.22) et (3.39). On écrit ds? :
r2 (k0r2 — Cz)

ds® = p*de? + PdA? = —= ——=dA? +r7dA?
soit : y ) )
=2 =Z) == 4
ds o dA” = (ds) e (3.40)
Or d’apres (3.22) :

d’oti alors kg = 1 et par suite :

2 2 2
CM)_pC 3.41)
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Pour pouvoir intégrer I'équation précédente, on exprime > —C?, d’ott :

r?—C? :Nzcosz(p—C2 = 7a2cos.2(p —C?=
1 —e%sin?@
(@~ ) (1- 255 sin*p) .
W (3.42)
On pose :
2 2,2
,  a"—C%
kK= o (3.43)
D’ou
1 —C* = (a* - C*)(1 — K*sin*@) /W (3.44)

On remarque que le coefficient k est supérieur a 1, donc la latitude géodé-
sique ¢ reste inférieure a la latitude ¢, définie par sing; = 1/k.

Alors I'équation (3.41) s’écrit :

2 22
AN e ) C . (3.45)
do (a2 —C?)cos?@(1 — e2sin?@) (1 — k2sin’@)

D’olien remplacant C par a.sin(Aze) et comme rg(Aze) est de méme signe que
(dA/dg), on peut écrire alors :

dA 1—e?)ig(A
ar _ (1 )rg(Aze) (3.46)
Ao cospr/(1—e2sin?) (1 — k2sin2 @)
Soit en intégrant entre 0 et ¢ :
P /‘P (1—e?)tg(Aze)
" Jo cost\/ (1 — e2sin?t) (1 — k2sint)
¢ dt
1—e?)1g(Aze /
( Jig(Aze) 0 costr/(1 —e2sint)(1 — K2sin?t)
ou encore :
¢ dt
A—2e=(1-e*)tg(Aze / (3.47)
( Jig(Aze) 0 cost\/(1—e2sin®t) (1 — k2sin?t)
En prenant comme variable w = sint, I'intégrale (3.47) devient :
Sing dw
A—2e=(1—e*)tg(Aze / (3.48)
(1=eVgldze) | (1—w2)/(1—n?) (1 - w?)
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On cherche maintenant a exprimer I'abscisse curviligne s en fonction de ¢.
Or 'expression de ds? est égale a :

CZ
ds* = p*d@® +r7dA* = p*dg® + — ds’

soit :
) r’p2de? B a*(1—e*)*cos*pdp?
ds” = r2—C?  cos*(Aze)(1 —e2sin@)3 (1 — k2sin2 ) (3.49)
D’olu )
1—
ds = all = ¢ )cospdy (3.50)

B cos(Aze) (1 — exsin@) /(1 — K2sin2@) (1 — e2sin? )

En prenant ¢ = sing comme nouvelle variable, 'intégrale de (3.50) donne en
prenant comme origine de I’abscisse curviligne s un point de I'équateur :

a(1—e?) /S""‘P dt
cosAze Jo  (1—e2)\/(1—k%2)(1—e21?)

(3.51)

Les intégrales (3.48) et (3.51) sont dites des intégrales elliptiques de troisieme
espece.

3.4 APPLICATIONS AUX PROBLEMES DIRECT ET INVERSE DU
CALCUL DES LIGNES GEODESIQUES

Dans cette deuxieme partie, on va traiter numériquement I’application des
formules précédentes dans la résolution des problémes dits respectivement
direct et inverse du calcul des lignes géodésiques.

3.4.1 Le Probleme Direct

On donne :
- (@1,A1) d’'un point M; ;
- lalongueur s de la géodésique de M| a M>;

- I'azimut géodésique Az; de laligne géodésique de M; a M,.
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On demande de calculer :
- les coordonnées géodésiques (¢,,1,) de M, ;

- I'azimut géodésique Az, en M,.

Solution: 1. Calcul de la constante C, C = N (¢ ).cos@, .sinAz; = a.sin(Aze) d’ ot
Azeetk.

2. Détermination de ¢, a partir de :

a(l—eé?) cosQIAQ
cosAze (1 — e2sin?@y)+\/ (1 — K2sin2y) (1 — e2sin? @)

As =

avec Ap = @, — ¢y.
3. Ayant ¢,, on calcule A, par:

B 5 Singy dw
Ao —h = (1-eiglAze) /m(m (1=w2) /(1 —e2w?) (1 —k2u?)

4. Le calcul de Az, se fait par sin(Azy) = C/r(@2).

3.4.2 Le Probleme Inverse

On donne les coordonnées (¢;,1;) et (¢2,4,) de deux points M; et M. On
demande de calculer :

- la longueur s de la ligne géodésique de M; a M;;
- l'azimut Az; en My ;

- I'azimut géodésique Az, en M,.

Solution :

1. On doit calculer la constante C. A partir de I'équation (3.41), on peut écrire
que:

(M>2 _pe) € _ (o-n)?
Ag r(g1) () =C?) (2= 1)?
ce qui donne C:
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8]
>
S

[
C=—£L2%
r2 (AL 2
5 (%)
En considérant I’azimut compris entre 0 et 7z, donc Az est positif, C est positif.
En le calculant pour ¢, et ¢;, on obtient C par la valeur moyenne :

Y
<

c— Cl(‘Pl)‘;CZ((PZ)

2. Par suite, on obtient la valeur de k par (3.43) :

2_ 22
-C
k:“’zie

a?—C?

3. Ayant C, on a par (3.23), Az; et Az :

C
et sinAzp =

C
r(¢1) r(¢2)

sinAz) =
4. Par suite, on a aussi Az, :
C
SinAz, = —
a
5. Enfin, 'équation (3.51) détermine s.

On itere le processus.

3.4.2.1 Calcul de 'Expression (3.51]

Dans ce paragraphe, on calcule en détail :

a(l—eé?) /siw dt
cosAze Jo  (1—e22)\/(1—i22) (1 —&?)

Pour |x| < 1, on ales développements limités suivants :

1 315, 35, 315,

S D e e e B 3.52

(1+x)372 T e Tt (8:52)
1 x  3x% 5% 35t

T T T 3.53

T 2T T ts T (3-53)

En prenant x = —e?r? et x = k*t%, on obtient :

1 3,5, 15 4,4 35 o6 315 g4
— =1 —et —e't —e't ——e't
(I—eppn Tyt tge e Tget *
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1 K2 3k 5k6%  35k8s8
_ = 14— 3.54
m+2+8+16+128+ (3-54)
Par suite :
1 2 2 4 21,2 1 4
(1—e22) /(1 —k22) (1 — e22) 2 8
5Kk 4 9k*e? + 15k%e* +35¢° ¢
o+
16
35k% + 60kOe? + 90k*e* + 140k?eS + 31568 ¢
B4 (3.55)
128
ou encore al’ordre 4 :
1
=14+m>+n*+.. (3.56)
(1—e22) /(1 —k212) (1 — €22)
avec :
k> +3¢? 3k* + 662k + 1564
mETy o T 8

3.4.3 Calcul de Uexpression

Ona:

Sing dw
x—/lez(lfez)tg(Aze)/o (1—w?) /(1 — ew?) (1 — K2n2)

soit dans notre cas :

Ao — A = (1—e?)tg(Aze) /Sin(Pz dt
singy (1 —12)/(1—e212) (1 — k2%)

Or d’apres (3.53) :
1 1oo 344,35 66, 35 538
=1+ ettt e S
Vican Tt TRt et Tt
et:
Y SN AN S LI
Vo2 2 8 16 128
et pour (1 —¢?)~!, on obtient :

1
=142+ +0+58+ ...
1—1¢2
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D’ou
1 24k +é?
gtk e,
(1—22)y/(1—e22)(1—k%?) 2
8+4k2+4e2+3k4+2e2k2+3e4t4+
8
16+ 8k* + 8¢ + 6k* + 4%k + 6¢* + 5k° + 3k*e? 4 3k?e* + 5¢° o
16
Qu’on écrit sous la forme :
1
=14ar’ +Br* + b+ .. (3.57)
(1—12)/(1—e2)(1—k22) pr+m
avec:
2+K2+ ¢
o= — s
2 2 4 212 4
B 8+ 4k” +4e —|—2k +2e°k” + 3e (3.58)
- 16 4 8k* + 8¢? + 6k* 4 4e*k* + 6¢* + 5k° 4 3k*e? 4 3k?e* + 5¢°

16

3.4.4 Traitement d’'un exemple

3.4.4.1 Le Probleme direct

Soit le point M; avec :

- ¢ = 10.45498299 gr;

- A =9.59542429 gr;

-Az1 =249.310168 gr;

- s = 16255.206m.

Solution:

-C = N(@1).cos@,.sinAz; = —3594478.080m;
- Az, = 238.1131471 gr;

2 22
a-—C-e
k= D =1.209227584;
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- pour calculer ¢,, on pose Ap = ¢, — @1, et s = As, on a alors 'équation en

utilisant (3.56) :

As.cosAz, sing, dt sing) 5
—T oy =/ :/ (1+mt +nt*)dt
a(l —e ) sing; (1 _62t2)\/(] —k2t2)(1 —eztz) singy

As.cosAz,

Alordre 1,ona: ———— = sin@, — sin@;.
a(l—e?)

3.5 PROBLEMES ET EXERCICES

Probleme 3.1 Soit &(a,e) un ellipsoide de révolution oil a,e sont respective-
ment le demi-grand axe et la premiére excentricité. (g) une géodésique partant
d'un point E(¢ = 0,Ag) sur l'équateur et d'azimut Azg. A cette géodésique, on
lui fait correspondre une géodésique (g') sur la sphere #* dite de ]acobiE] de
rayon a, ayant le méme azimutAzg au pointE'(¢' = 0,Ag). De méme au point
M(p,1) de la géodésique (g) de lellipsoide, on lui fait correspondre le point
M'(¢', 1) de(g') de . tel qu'il y a conservation des azimuts.

Ellipsoide

F1G. 3.1 La Correspondance de la sphére de Jacobi

1. Ecrire I'équation de Clairaut pour la géodésique (g).

2. On noter’ le rayon du paralléle passant par M’ de la géodésique (g'). Ecrire
de méme l'équation de Clairaut pour la géodésique (g').

3. Montrer que ¢ et ¢’ vérifient :
Ncos@ = acos¢’

et en déduire que ¢’ est la latitude paramétrique de M.

3. Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) : mathématicien allemand.
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4. Ecrire les expressions detgAzg ettgAzy respectivement sur (g) et (g').

5. Montrer que :

_pdo .,
ah = o

dA = \/1—e%cos>@'d)’

6. En intégrant l'équation précédente, montrer qu'on obtient :

A+
A—Ag = / V1—e2cost@'d)’
A

E

En déduire que :

avec A > Ap et A' est comptée a partir de Ag.

7. En écrivant \/1 — e*cos?¢' = 1 — %cosz(p’ +o(e*) otto(e*) est un infiniment
petit d'ordre 4 en e dont on néglige, écrire l'intégrale précédente entre Ag et
A+ A.

8. Comme (g') est une géodésique de la sphere, on démontre que :

SinAzg
— =4y

cos*@'dA =
ol ds' est I'élément différentiel de l'abscisse curviligne sur la géodésique (un
grand cercle). Alors en posant s’ = 0 au point E', montrer que l'équation pré-
cédente s’écrit sous la forme :

2. /

AL’ S
)L:)LE—HL'*ﬂ/ ds'

2a 0

9. On suppose que la géodésique (g') coupe une premiere fois le plan de I'équa-
teur en un point F', montrer qu'on obtient :

I
Ap=m
s =ma
2 msinAzg

AF:AE—FTC— 5

10. La géodésique (g') partant de F' a pour azimut n — Azg, elle coupe une
deuxieme fois U'équateur au point E', mais la géodésique (g) sur l'ellipsoide
coupe une deuxieme fois le plan de l'équateur au point correspondant a H
dont la longitude est Ay . Montrer que Ay est donnée par :

e’msinAzg  e*msin(m —Azg)

Ay = Ag +27m — > - > =Ag +27m— eznsinAzE
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Quelle conclusion a-t-on sur les lignes géodésiques de lellipsoide de révolu-
tion.

Probleme 3.2 Un point M de la surface d'une sphere (S) de rayon R, a pour
coordonnées (X,Y,Z) dans un repére orthonormé :

M = (X,Y,Z) = (Rcos@.cosA,Rcos@.sin),Rsin®)
1. Montrer qu'un vecteur normal unitairen a (S) en M est :
n = (cos@.cos,cos@.sink,sing)’

2. Soit (C) le grand cercle passant par le point A(R,0,0) et d'azimut Azg. Le
point M peut étre décrit par son abscisse curviligne s mesurant l'arc AM. On
note par o représente l'angle au centre de l'arc AM. Utilisant la trigonométrie
sphérique, montrer que :

cosQ.sind = sinm.sinAzg

3. En utilisant la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique dans le
triangle APM, montrer qu'on a les deux relations :

cos® = cosQ.cosA
SinQ = sin®.cosAzg

4. En déduire que les coordonnées de M s'écrivent en fonction de s comme suit :

X =R.cos(s/R)
M Y = RsinAzgsin(s/R)
Z = RcosAzgsin(s/R)

5. Calculer les vecteurs T et N du repere de Frenét. En déduire les composantes
de N en fonction de w.

6. Montrer que les vecteurs N et n sont paralléles.

7. Justifier que les géodésiques de la sphere sont les grands cercles.

Probleme 3.3 Soit le tore T défini par les équations suivantes :

x = (a+ Rcos¢)cosA
M(9,A) =< y= (a+Rcosd)sinA
z = Rsin¢®

olta,R deux constantes positives aveca > R, (¢,1) € [0,27] x [0,27].
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1. Calculer la premiére forme fondamentale ds.

2. Avec les notations usuelles, on pose :

OE _, OJE __, JF
a¢_E¢’ a1~ Ev aq;_F‘f’
OF _, 9G __, IG
ax G0 T

Utilisant les équations des géodésiques et citées ci-dessus du cha-
pitre 3, montrer que les équations des géodésiques du tore sont :

, d¢ dA S d*2
—2R R —_— R — =
sing (a+ Rcos¢) F + (a+ Rcos9) i 0
2 2
Rsing (a+ Rcos¢) (if;) —l—RZ% =0

3. Montrer que la premiére équation ci-dessus donne :
dA
2
a-+Rcosp)"— =C =cte
Montrer qu'on retrouve l'équation de Clairaut avec C = (a + R)sinAze 0il Aze

est l'azimut de départ au point My(¢ = 0,2).

4. On suppose au point My, la géodésique a pour azimutAze tel que : 0 < Aze <
2. Montrer que la deuxiéme équation des géodésiques s'écrit en utilisant le
résultat précédent :

¢  C*  sing

ds> R (a+Rcosg)3

5. Montrer qu'on arrive a :

2 2
@ :[_C— 20
ds R2(a+ Rcos¢)?

oitl est une constante d'intégration.
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Pour trouver les courbes () tracées sur une surface donnée (.#), et jouissant
d’une propriété donnée, on utilise les équations paramétriques de la surface
sous la forme :

x=f(u,up), y=g(u,u2), z=~h(u,u)

et on considere que u; = uy (1) ce qui définit la courbe (y). Léquation diffé-
rentielle liant u; et u, caractérise les courbes cherchées (7).

4.1 LOXODROMIES D’UNE SURFACE DE REVOLUTION

Définition 4.1 On appelle loxodromie d’une surface de révolution (.%) toute
courbe (y) coupant sous un angle fixe les méridiens de cette surface.

47
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La surface (.#) est connue en donnant :

r=10). 2=5) @.1)

r étant le rayon du parallele de cote z, Oz étant ’axe de révolution.

La surface (.#) est représentée en coordonnées cylindriques par :
OM = ru(L) +zk

u(A) étantle vecteur unitaire du plan xOy dont I’angle polaire est la longitude
A.En tenant de (4.1), on a:
OM = F(1,1)

Si (y) fait au point M I'angle o avec le méridien, (y) fait 'angle § — o avec
le paralléle passant par M et inversement. On introduit le repére mobile or-
thonormé (O, u, p, k) voir (Fig.) ci dessous. La tangente en M au parallele
porte le vecteur unitaire p, la tangente en M a la courbe () porte le vecteur
dM:

dM = udr+ prdA + kdz

On a alors au point M :

rdA
||dM]|

sin*a(dr? +dz*) = r*dA*cos’a = tg>a(dr* +dz*) = r*dA? (4.2)

sinoy = = sin*a(dr* +r*dA* +d7?) = rPdA* =

En utilisant I'’équation (4.1), on obtient que :

f2() +87(1)
f(1)

Exemple : Loxodromies de la spheére de centre O et de rayon a.

dA = etgo dt = A — A = £G(r)

On peut paramétrer la sphere par :

r=f(@) =acosp, z=g(p)=asing (4.3)
Par suite :
_ de e — T,®
dA —j:tgam — Al = :EtgocLog‘lg(4 + 2)‘

Les équations (4.3H4.4) définissent paramétriquement, en fonction de ¢, les
loxodromies de la spheére, considérée comme surface de révolution autour
de Oz.
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X

FIG. 4.1 Le repére mobile au point O.
4.2 LES LIGNES ASYMPTOTIQUES D’UNE SURFACE .¢¥

Définition 4.2 Les lignes asymptotiques d'une surface (.¥) sont des courbes
(y) tracées sur (), telles que le plan osculateur en tout point M de (y) est
tangentenM a ().

Nous rappelons que le plan osculateur est défini par les vecteurs (T, N) (voir
définition 1.6, chapitre 1.). La surface (.#) est définie par OM = F(uy,u;). On
va chercher la courbe (y) sous la forme u; = ¢(u;). La position du point cou-

rant M de (y) dépend du seul parametre «; et le plan osculateur, engendré
2

dM  d°M
par T et N, est défini donc par T et e Le premier vecteur est evidem-
up Ml

ment dans le plan tangent en M a (). 1l suffit d’écrire que le deuxieme vec-
teur est aussi dans ce plan.



50 4. Les Courbes Tracées Sur Une Surface Donnée

M
Soit n= o A 50 n est un vecteur perpendiculaire en M a (). Alors, Vu;,
u u
ona: : 2 M
n—=20
dbl]

En prenant sa dérivée par rapport a u;, on obtient :

LM an M
du? du; duy “

2
La condition que nous avons a exprimer n.ﬁ = 0 est équivaut donc a
u
1

dM.dn=0

est 'équation différentielle pour retrouver les lignes asymptotiques de (.).
C’est une équation du second ordre.

Exemple : les lignes asymptotiques d’un ellipsoide de révolution E(a,e) :
Un point M a ses coordonnées comme suit :

x = Ncos@cosA
M = { y= Ncos@sini
z=N(1—¢?)sing

On peut prendre n = (cos@,sin,0)' = dn = (—sin@d@,cospdp,0)" et :

dx = —psin@cosAd@ — Ncos@sinAdA
dM = { dy = —psin@sinAd@ + Ncos@cosAdA
dz

Par suite, on trouve d¢ = 0 = ¢ = constante ce sont les paralléles et :
dA Lo
Ncos@cos(A — (p)% —psingsin(A — @) =0

Pourl'intégration de I'équation ci-dessus, on fait le changement de variables
suivant: y = A — :d—erl—ﬁ
Ty = (0] T = do’
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4.3 LES LIGNES DE COURBURES

Définition 4.3 On appelle lignes de courbure d’'une surface (.¥) les courbes
() tracées sur () telles que, quand un point M décrit (y), la normaleen M a
() engendre une surface développable.

Sans donner une démonstration, les lignes de courbures sont fournies par
I’équation différentielle suivante :

déterminant(dM, n,dn) =0
n(M) étant un vecteur normal, non nécessairement unitaire, a () au point
M.

Par tout point de la surface il passe, en général, deux lignes de courbures.

Exemple : les lignes de courbure d’un ellipsoide de révolution E(a,e) :

On al’équation :
dx cos@ —sin@d @
dy sin@ cospdp |=0=dz.dp =0= @ = constante
dz0 0

Les lignes de courbure sont les paralleles.

4.4 PROBLEMES ET EXERCICES

Probleme 4.1 Un point M (x=acosu,y=asinu,z=asin2u) décrit une courbe C.
Le plan osculateur en M a C coupe l'axe Oz en P. Trouver les lignes asympto-
tiques de la surface engendrée par la droite MP.

Probleme 4.2 On considere la surface représentée paramétriquement par :
x=¢é"cosv, y=-é"sinv, z=f(u,v)

Déterminer la fonction f pour que les courbesv = constante soient des asymp-
totiques.
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Exercice 4.1 Trouver les lignes asymptotiques de la surface représentée para-
métriquement par :

x=u-+v, y:uz—l—vz, z:uZ—v2

Exercice 4.2 Trouver les lignes de courbures de chacune des surfaces d’équa-
tion (repere orthonormé) :

Xy=az, y=xtgz
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Note historique : La théorie des surfaces élaborée par Gauss était surtout in-
fluencée essentiellement par son travail comme géomeétre topographe dans
le Royaume de Hannover au Nord de I’Allemagne durant la période 1821-
1825. En 1822, il présenta son mémoire intitulé " General solution of the pro-
blem of mapping parts of a given surface onto another given surface in such
a way that image and pre-image become similar in their smallest parts", a la
Société Royale des Sciences a Copenhague (Danemark) oti il recevait un prix
officiel.

Ot se réside donc I'importance de son mémoire? Ce dernier concernait
I'étude du probléme de cartographier une surface sur une autre en satis-
faisant certaines propriétés. C’est le probleme de base de la cartographie.
Parmi les représentations planes dites abusivement projections sont celles
qui conservent les angles ou représentations conformes. Elles ont un as-
pect pratique pour la navigation maritime. Ainsi, Gauss avait réussi a trouver
une procédure pour déterminer toutes les représentations conformes loca-
lement pour les surfaces analytiques. 1l ajouta dans le titre de son mémoire
cette phrase en latin :

Ab his via sterniture ad maiora.

soit " De 13, le chemin de quelque chose plus importante est préparé ". En
effet, Gauss présentait en octobre 1827 une théorie générale des surfaces a
travers son papier " Disquisitiones generales circa superficies curvas[] " (In-
vestigations about curved surfaces). L'important résultat de son papier est
le théoreme egregium dit encore le théoreme merveilleux. Ce dernier dit que
la courbure de Gauss est une propriété intrinséque pour les surfaces de di-
mension 2. La courbure de Gauss dépend des composantes g;; du tenseur
métrique et de ses dérivées partielles premiéres et secondes par rapport aux
coordonnées locales. (E. Zeidler, 2011)

1. Voir aussi (P. Dombrowski, 1979).
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