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/♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤* ♦♥ *❤❡ ❡✈❡♥* ❤♦+✐③♦♥✱ *❤❡ ♦❜❥❡❝* ✇✐❧❧ ❧❡❛✈❡ *❤❡ ❡✈❡♥* ❤♦+✐③♦♥✱

❜✉* ✐* ✇♦♥✬* +❡❛❝❤ ✐♥✜♥✐*②✳ ❖♥❝❡ ✐* +❡❛❝❤❡/ ❛ ❝❡+*❛✐♥ ❛❧*✐*✉❞❡✱ ✐* ✇✐❧❧ /*❛+* *♦

❢❛❧❧ ❜❛❝❦ ❥✉/* ❧✐❦❡ ❛ ❜❛❧❧ *❤+♦✇♥ ✉♣✇❛+❞/✳ ❆❧/♦✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❣♦ ❜❡❧♦✇ *❤❡ ❡✈❡♥*

❤♦+✐③♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ *❤❡ ❞❡♣*❤ ♦❢ ❞❡/❝❡♥*✱ *❤❡+❡ ❛+❡ ✈❡❧♦❝✐*✐❡/ ✭❞✐+❡❝*❡❞

✉♣✇❛+❞/✮ *❤❛* ❛+❡ ❧❡// *❤❛♥ *❤❡ /♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤* ❜✉* ❣+❡❛*❡+ *❤❛♥ ❛ ❝❡+*❛✐♥

❝+✐*✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐*②✳ ❚❤❡/❡ ✈❡❧♦❝✐*✐❡/ ✇✐❧❧ ❝❛✉/❡ *❤❡ ♦❜❥❡❝* *♦ +✐/❡ ❛❜♦✈❡ *❤❡ ❡✈❡♥*

❤♦+✐③♦♥ ❛♥❞ ❡✈❡♥*✉❛❧❧② ❢❛❧❧ ❜❛❝❦✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉/✐♦♥/ ♣+❡/❡♥*❡❞ ❤❡+❡ /*❡♠ ❢+♦♠

*❤❡ ❡F✉❛*✐♦♥/ ♦❢ *❤❡ ❣❡♥❡+❛❧ *❤❡♦+② ♦❢ +❡❧❛*✐✈✐*② ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ *❤❡ /♦✲❝❛❧❧❡❞

❙❝❤✇❛+③/❝❤✐❧❞ ♠❡*+✐❝ ✐/ ❞❡✜♥❡❞✳

❖♥❡ ♠✉/* +❡❛❧✐③❡ *❤❛* ♥♦ ♠❛*❤❡♠❛*✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧✐❡/ *❤❡ ❡①✐/*❡♥❝❡ ♦❢

❛ ♠②/*❡+✐♦✉/ ✧/❡♠✐♣❡+♠❡❛❜❧❡ ♠❡♠❜+❛♥❡✧ ❝❛❧❧❡❞ *❤❡ ❡✈❡♥* ❤♦+✐③♦♥✳ ❋✉+*❤❡+✲

♠♦+❡✱ ♥♦ ♠♦❞❡❧ ♣+♦♣♦/✐♥❣ *❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐/♠ ♦❢ /✉❝❤ ❛ /❡♠✐♣❡+♠❡❛❜❧❡ ♠❡♠✲

❜+❛♥❡ ❤❛/ ❜❡❡♥ ♣✉* ❢♦+✇❛+❞✳ ■♥ *❤✐/ /✐*✉❛*✐♦♥✱ *❤❡ ❡①✐/*❡♥❝❡ ♦❢ *❤❡ ♣❤②/✐❝❛❧

♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❦♥♦✇♥ ❛/ ❍❛✇❦✐♥❣ +❛❞✐❛*✐♦♥ /❤♦✉❧❞ ❛❧/♦ ❜❡ F✉❡/*✐♦♥❡❞✳

❚❤❡ ❤②♣♦*❤❡/✐/ ♦❢ *❤❡ ❡①✐/*❡♥❝❡ ♦❢ ❛ /✉+❢❛❝❡ *❤❛* ❛❧❧♦✇/ ❡✈❡+②*❤✐♥❣ *♦

♣❛// ✐♥ ♦♥❡ ❞✐+❡❝*✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦*❤✐♥❣ ✐♥ *❤❡ ♦*❤❡+ ✐/ ❞❡/❝+✐♣*✐✈❡❧② ❥✉/*✐✜❡❞ ✭✇✐✲

*❤♦✉* ❛♥② ♠❛*❤❡♠❛*✐❝/✮ ❜② /❛②✐♥❣ *❤❛* *❤❡+❡ ✐/ ❛♥ ✐♠♠❡♥/❡ ❣+❛✈✐*❛*✐♦♥❛❧

✜❡❧❞ ✐♥*❡♥/✐*② ❛* *❤❡ ❡✈❡♥* ❤♦+✐③♦♥ ♦❢ ❛ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉/❡/ /♣❛❝❡*✐♠❡

*♦ ❜❡ ❝✉+✈❡❞ *♦ /✉❝❤ ❛♥ ❡①*❡♥* *❤❛* ♥♦*❤✐♥❣ ❝❛♥ ❡/❝❛♣❡ ❢+♦♠ ✐*✳ ❆❞❞✐*✐♦✲

♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ +❡❢❡++✐♥❣ *♦ ✧✐♠♠❡♥/❡ ❣+❛✈✐*❛*✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥*❡♥/✐*②✱✧ ♥♦ /♣❡❝✐✜❝

♥✉♠❜❡+/ ❛+❡ ♣+♦✈✐❞❡❞✳

■♥ *❤❛* ❝❛/❡✱ ❧❡*✬/ *+② *♦ ❝❛❧❝✉❧❛*❡ *❤❡ ❣+❛✈✐*❛*✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥*❡♥/✐*② ❛* *❤❡

✧❡✈❡♥* ❤♦+✐③♦♥✧ ♦❢ ❛ /❛♠♣❧❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ✇✐*❤ ❛ ❙❝❤✇❛+③/❝❤✐❧❞ +❛❞✐✉/ ♦❢ ✶✴✷

❧✐❣❤*✲②❡❛+✳ ❋+♦♠ ❢♦+♠✉❧❛ ✭✶✮✱ ✐* ❢♦❧❧♦✇/ *❤❛* *❤❡ ♠❛// ♦❢ /✉❝❤ ❛ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡

✐/ ❛♣♣+♦①✐♠❛*❡❧② 3.185 ×1042 [kg]✳ ❚❤❡ ❛✈❡+❛❣❡ ❞❡♥/✐*② ♦❢ /✉❝❤ ❛ ❜❧❛❝❦

❤♦❧❡ ✐/ ❛❜♦✉* 7.183×10−6 [kg/m3]✱ ✇❤✐❝❤ ✐/ ♦✈❡+ ✜✈❡ ♦+❞❡+/ ♦❢ ♠❛❣♥✐*✉❞❡

/♠❛❧❧❡+ *❤❛♥ *❤❡ ❞❡♥/✐*② ♦❢ ❛✐+ ❛* /❡❛ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❣+❛✈✐*❛*✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥*❡♥/✐*②

✭❣+❛✈✐*❛*✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡+❛*✐♦♥✮ ❛* ❛ ❞✐/*❛♥❝❡ ♦❢ *❤❡ ❙❝❤✇❛+③/❝❤✐❧❞ +❛❞✐✉/ ❢+♦♠

✸



 ❤❡ ❝❡♥ ❡% ♦❢ (✉❝❤ ❛ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ✐( ❛♣♣%♦①✐♠❛ ❡❧② 9.5 [m/s2]✱ ✇❤✐❝❤ ✐( ❧❡((

 ❤❛♥  ❤❛ ♦♥  ❤❡ (✉%❢❛❝❡ ♦❢  ❤❡ ❊❛% ❤✳

❖❢ ❝♦✉%(❡✱ ❞❡(♣✐ ❡ (✉❝❤ ❛ (♠❛❧❧ ❣%❛✈✐ ❛ ✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥ ❡♥(✐ ②✱ ❛❝❝♦%❞✐♥❣

 ♦  ❤❡ ❡<✉❛ ✐♦♥( ♦❢ ❣❡♥❡%❛❧ %❡❧❛ ✐✈✐ ②✱ ✐ ( ✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇(  ❤❛ ❛  ❤❡ ✧❡✈❡♥ 

❤♦%✐③♦♥✧ ♦❢ (✉❝❤ ❛ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡✱  ❤❡ ❡(❝❛♣❡ ✈❡❧♦❝✐ ② ❡<✉❛❧(  ❤❡ (♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤ ✳

❆❝❝♦%❞✐♥❣  ♦  ❤❡(❡ ❡<✉❛ ✐♦♥(✱ ✐ ✐( ✐♠♣♦((✐❜❧❡  ♦ ✐♠♣❛% ❛♥② ♦❜❥❡❝ ✇✐ ❤

❛ ✈❡❧♦❝✐ ②  ❤❛ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ✐  ♦ ❡(❝❛♣❡  ♦ ✐♥✜♥✐ ②✳ ❍♦✇❡✈❡%✱  ❤❡(❡ ❡<✉❛ ✐♦♥(

❞♦ ♥♦ ✐♠♣❧②  ❤❛  ❤❡ (♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡✈❡♥ ❤♦%✐③♦♥ ❝♦♥( ✐ ✉ ❡( ❛ ♣❤②(✐❝❛❧ ❜❛%%✐❡%✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣ ♦❢ ❡(❝❛♣❡ ✈❡❧♦❝✐ ② ✐( (✐♠♣❧② ♠✐(✐♥ ❡%♣%❡ ❡❞ ✐♥  ❤✐( ❝♦♥ ❡① ✳

■❢  ❤❡ ♠❛(( ♦❢  ❤✐( ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ✇❡%❡ ❡✈❡♥❧② ❞✐( %✐❜✉ ❡❞ ❣❛( ✇✐ ❤✐♥ ✐ (

✐♥ ❡%✐♦%✱  ❤❡ ❣%❛✈✐ ❛ ✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥ ❡♥(✐ ② ❛❧♦♥❣  ❤❡ %❛❞✐✉( ✇♦✉❧❞ ❞❡❝%❡❛(❡

❧✐♥❡❛%❧② ❢%♦♠  ❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 9.5 [m/s2]  ♦ ③❡%♦ ❛ ✐ ( ❝❡♥ ❡%✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ ✐❢ ❛❧❧  ❤❡

♠❛(( ✇❡%❡ ❝♦♥❝❡♥ %❛ ❡❞ ❛  ❤❡ ❝❡♥ ❡% ✐♥  ❤❡ ❢♦%♠ ♦❢ ❛ (✐♥❣✉❧❛%✐ ②✱  ❤❡ ❣%❛✈✐✲

 ❛ ✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥ ❡♥(✐ ② ❛❧♦♥❣  ❤❡ %❛❞✐✉( ✇♦✉❧❞ ✐♥❝%❡❛(❡ ✭♣%♦♣♦% ✐♦♥❛❧  ♦  ❤❡

✐♥✈❡%(❡ (<✉❛%❡ ♦❢  ❤❡ ❞✐( ❛♥❝❡✮ ❢%♦♠ 9.5 [m/s2]  ♦ ✐♥✜♥✐ ② ❛ ✐ ( ❝❡♥ ❡%✳ ■ ✐(

✐♥  ❤❡ (✐♥❣✉❧❛%✐ ②  ❤❛  ❤❡ ❣%❛✈✐ ❛ ✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥ ❡♥(✐ ② ❤❛( ❛♥ ✐♥✜♥✐ ❡ ✈❛❧✉❡✱

❛♥❞ ♥♦ ❤✐♥❣ ❝❛♥ ❡(❝❛♣❡ ❢%♦♠ ✐ ✳ ❍♦✇❡✈❡%✱  ❤❡ (✐♥❣✉❧❛%✐ ② ❤❛( ♥♦ ✐♥ ❡%✐♦%❀ ✐ 

✐( ❥✉( ❛ ♣♦✐♥ ✳ ◆♦♥❡ ❤❡❧❡((✱ ✐ ✐( ❡((❡♥ ✐❛❧  ♦ %❡♠❡♠❜❡%  ❤❛ ❛ (✐♥❣✉❧❛%✐ ② ✐(

❛♥ ❛❜( %❛❝ ♠❛ ❤❡♠❛ ✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ ✳ ❆❧❧ ♣❤②(✐❝❛❧  ❤❡♦%✐❡(✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❣❡♥❡%❛❧

%❡❧❛ ✐✈✐ ②✱ ❝♦❧❧❛♣(❡ ✐♥ ❛ (✐♥❣✉❧❛%✐ ②✱ ❛♥❞  ❤❡%❡ ✐( ♥♦ ❡♠♣✐%✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡  ❤❛ 

(✉❝❤ ❛ ♣❤②(✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ ❝❛♥ ❡①✐( ✳

■♥ ❧✐❣❤ ♦❢  ❤❡(❡ ❝♦♥(✐❞❡%❛ ✐♦♥(✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ ❝❡❧❡( ✐❛❧ ❜♦❞② ♦%❜✐ ✐♥❣

(✉❝❤ ❛ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ✐♥ ❛♥ ❡❧❧✐♣(❡ ♣❛% ✐❛❧❧② (✉❜♠❡%❣❡❞ ✉♥❞❡%  ❤❡ ❙❝❤✇❛%③(❝❤✐❧❞

(♣❤❡%❡✱ ✇❤❡%❡ ✐ ❛❧ ❡%♥❛ ❡( ❜❡ ✇❡❡♥ ❢❛❧❧✐♥❣ ❜❡❧♦✇  ❤❡ ✧❡✈❡♥ ❤♦%✐③♦♥✧ ❛♥❞

❡♠❡%❣✐♥❣ ❢%♦♠ ✐ ♦✈❡%  ✐♠❡✳ ❯❧ ✐♠❛ ❡❧②✱ ✐ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞  ❤❛  ❤❡ ❡✈❡♥ 

❤♦&✐③♦♥ ♦❢ ❛ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡✱ ❛❝❝♦&❞✐♥❣  ♦  ❤❡ ❣❡♥❡&❛❧  ❤❡♦&② ♦❢ &❡❧❛✲

 ✐✈✐ ②✱ ✐4 ❛ ❣❡♦♠❡ &✐❝ ❧♦❝✉4 ♦❢ ♣♦✐♥ 4 ✇❤❡&❡  ❤❡ ❡4❝❛♣❡ ✈❡❧♦❝✐ ②✱

✉♥❞❡&4 ♦♦❞ ❛4  ❤❡ 4❡❝♦♥❞ ❝♦4♠✐❝ ✈❡❧♦❝✐ ②✱ ❡9✉❛❧4  ❤❡ 4♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐✲
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❚❤❡ ✜!6# ❝♦6♠✐❝ ✈❡❧♦❝✐#② ✐6 #❤❡ ✈❡❧♦❝✐#② ♦❢ ❛ 6❛#❡❧❧✐#❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝✐!✲

❝✉❧❛! ♦!❜✐# ✇✐#❤ ❛ !❛❞✐✉6 ♦❢ R ❛!♦✉♥❞ ❛ ❝❡♥#!❛❧ ❜♦❞②✱ ✇❤❡!❡ R ✐6 ❛❧6♦ #❤❡

!❛❞✐✉6 ♦❢ #❤❛# ❜♦❞②✳ ■♥ 6✉❝❤ ❛ ❝✐!❝✉❧❛! ♠♦#✐♦♥ ✇✐#❤ ✈❡❧♦❝✐#② v✱ #❤❡ ❝❡♥#!✐✲

♣❡#❛❧ ❛❝❝❡❧❡!❛#✐♦♥ ✐6 ❣✐✈❡♥ ❜② #❤❡ ❢♦!♠✉❧❛✿

a =
v2

R
✭✻✮

❚❤❡ ❝❡♥#!✐♣❡#❛❧ ❢♦!❝❡ ❛❝#✐♥❣ ♦♥ ❛ ❜♦❞② ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ 6✉❝❤ ❛♥ ♦!❜✐#✱ ❛❝✲

❝♦!❞✐♥❣ #♦ #❤❡ !❡❧❛#✐✈✐6#✐❝ ❢♦!♠ ♦❢ #❤❡ 6❡❝♦♥❞ ❧❛✇ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝6 ✭✺✮✱ ✐6 ❣✐✈❡♥

❜②✿

F =
Et

c2
a ✭✼✮

✭❆6 ✈❡❧♦❝✐#② ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡!❛#✐♦♥ ✈❡❝#♦!6 ❛!❡ ♣❡!♣❡♥❞✐❝✉❧❛! ✐♥ #❤✐6 ❝❛6❡✱

#❤❡ 6❡❝♦♥❞ #❡!♠ ✐♥ ♣❛!❡♥#❤❡6❡6 ✐♥ ❢♦!♠✉❧❛ ✭✺✮ ❡E✉❛❧6 ③❡!♦✮✳ ■❢ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝#

#❤❡ #❡♠♣❡!❛#✉!❡ ❛♥❞ ❛♥② ♣♦66✐❜❧❡ ❛♥❣✉❧❛! ♠♦♠❡♥#✉♠ ♦❢ ❛ 6❛#❡❧❧✐#❡ ✇✐#❤

!❡6# ♠❛66 mr✱ #❤❡♥ ❢♦!♠✉❧❛ ✭✼✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇!✐##❡♥ ❛6✿

F =
mr

√

1 − v2

c2

a ✭✽✮

❆❢#❡! 6✉❜6#✐#✉#✐♥❣ #❤❡ ❛❝❝❡❧❡!❛#✐♦♥ ❢!♦♠ ✭✻✮ ✐♥#♦ ✭✽✮✱ ✇❡ ♦❜#❛✐♥ #❤❡

!❡❧❛#✐✈✐6#✐❝ ❢♦!♠ ♦❢ #❤❡ ❢♦!♠✉❧❛ ❢♦! #❤❡ ❝❡♥#!✐♣❡#❛❧ ❢♦!❝❡✿

F =
mr v

2

R
√

1 − v2

c2

✭✾✮

❖♥ #❤❡ ♦#❤❡! ❤❛♥❞✱ ❢!♦♠ ◆❡✇#♦♥✬6 ❧❛✇✱ ✐# ❢♦❧❧♦✇6 #❤❛# #❤❡ ❢♦!❝❡ ❛❝#✐♥❣

♦♥ ❛ 6❛#❡❧❧✐#❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝✐!❝✉❧❛! ♦!❜✐# ♦❢ !❛❞✐✉6R ❛!♦✉♥❞ ❛ ❝❡♥#!❛❧ ❜♦❞②

♦❢ !❡6# ♠❛66 Mr ✐6 ❣✐✈❡♥ ❜②✿

F =
GMrmr

R2
✭✶✵✮

✇❤❡!❡ G ✐6 #❤❡ ❣!❛✈✐#❛#✐♦♥❛❧ ❝♦♥6#❛♥#✱ ❡E✉❛#✐♦♥ ✭✾✮ ❛♥❞ ✭✶✵✮ ②✐❡❧❞ #❤❡ ❢♦❧✲

✼



❧♦✇✐♥❣ ❡'✉❛*✐♦♥✿

mr v
2

R
√

1 − v2

c2

=
GMrmr

R2
✭✶✶✮

❚❤❡ 1♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ *❤✐1 ❡'✉❛*✐♦♥ ✐1 *❤❡ 3❡❧❛*✐✈✐1*✐❝ ❢♦3♠✉❧❛ ❢♦3 *❤❡ ✜31*

❝♦1♠✐❝ ✈❡❧♦❝✐*②✿

vI =
GMr√
2 cR

√

√

√

√

√

1 +
4c4R2

G2M2

r

− 1 ✭✶✷✮

■* ✐1 ♥❡❝❡11❛3② *♦ ✈❡3✐❢② ✇❤❛* ✈❛❧✉❡ *❤✐1 ❢♦3♠✉❧❛ ❣✐✈❡1 ❢♦3 ❊❛3*❤✳ ❆11✉✲

♠✐♥❣ *❤❡ ♠❛11 ♦❢ ❊❛3*❤ *♦ ❜❡ 5.97219×1024 [kg]✱ *❤❡ ❛✈❡3❛❣❡ 3❛❞✐✉1 ♦❢ ❊❛3*❤

*♦ ❜❡ 6 371 008 [m]✱ *❤❡ ❣3❛✈✐*❛*✐♦♥❛❧ ❝♦♥1*❛♥* *♦ ❜❡ 6.67428×10−11

[

m3

kg s2

]

✱

❛♥❞ *❤❡ 1♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤* *♦ ❜❡ 299 792 458 [m/s]✱ ❡'✉❛*✐♦♥ ✭✶✷✮ ②✐❡❧❞1 *❤❡ ✈❛✲

❧✉❡✿

vI = 7909.7898257 [m/s]

❖♥ *❤❡ ♦*❤❡3 ❤❛♥❞✱ ❛❝❝♦3❞✐♥❣ *♦ *❤❡ ♣3❡✈✐♦✉1❧② ✉1❡❞ ♥♦♥✲3❡❧❛*✐✈✐1*✐❝

❢♦3♠✉❧❛✿

vI =

√

GM

R
✭✶✸✮

vI = 7909.7898271 [m/s]

❲❡ ♦❜*❛✐♥❡❞ ❛ 3❡1✉❧* *❤❛* ❞✐✛❡31 ❥✉1* ✐♥ *❤❡ *❡♥*❤ 1✐❣♥✐✜❝❛♥* ❞✐❣✐*✳ ■❢

*❤❡ 1❛♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥1 ❛3❡ ♣❡3❢♦3♠❡❞✱ ❢♦3 ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦3 ❛ ♥❡✉*3♦♥ 1*❛3 ✇✐*❤

❛ ♠❛11 ♦❢ *✇♦ 1♦❧❛3 ♠❛11❡1 ❛♥❞ ❛ 3❛❞✐✉1 ♦❢ 12000 [m]✱ ❛❝❝♦3❞✐♥❣ *♦ ❢♦3♠✉❧❛

✭✶✷✮✿ vI = 139868400 [m/s]✱ ✇❤✐❧❡ *❤❡ *3❛❞✐*✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥ ②✐❡❧❞1 ✲

❢♦3♠✉❧❛ ✭✶✸✮✿ vI = 148720918 [m/s]✳ ❚❤✐1 *✐♠❡✱ *❤❡ ✜31* ❝♦1♠✐❝ ✈❡❧♦❝✐*②

❝❛❧❝✉❧❛*❡❞ ✉1✐♥❣ ❢♦3♠✉❧❛ ✭✶✷✮ ✐1 ♥❡❛3❧② ✻✪ 1♠❛❧❧❡3 *❤❛♥ *❤❛* ❝❛❧❝✉❧❛*❡❞

✉1✐♥❣ *❤❡ ❝✉33❡♥*❧② ✉1❡❞ ❢♦3♠✉❧❛✳

❚❤❡ ❢✉♥❝*✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❢♦3♠✉❧❛ ✭✶✷✮ ✐1 ❛ ❝♦♥*✐♥✉♦✉1❧② ❞❡❝3❡❛1✐♥❣ ❢✉♥❝✲

*✐♦♥ ✐♥ *❤❡ 3❛♥❣❡ ♦❢ r ∈ 〈0,∞)✱ ❛♥❞ *❤❡ ❧✐♠✐* ♦❢ *❤✐1 ❢✉♥❝*✐♦♥ ❢♦3 r → 0 ✐1

c✳ ❚❤❡3❡❢♦3❡✱ ✐* ❝❛♥ ❜❡ ♦❜1❡3✈❡❞ *❤❛* ❢♦3 ❛♥② ♠❛11✐✈❡❧② ❝♦♠♣❛❝* ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡

✇✐*❤ ❛ 3❛❞✐✉1 ❣3❡❛*❡3 *❤❛♥ ③❡3♦✱ *❤❡3❡ ❡①✐1*1 ❛ ✜31* ❝♦1♠✐❝ ✈❡❧♦❝✐*② 1♠❛❧❧❡3

*❤❛♥ c✳

✽



❆!!❡♥!✐♦♥✦ ❋♦( !❤❡ ❙❝❤✇❛(③/❝❤✐❧❞ (❛❞✐✉/ RSch=
2GM
c2
✱ !❤❡ ✜(/! ❝♦✲

/♠✐❝ ✈❡❧♦❝✐!② ❛❝❝♦(❞✐♥❣ !♦ ❢♦(♠✉❧❛ ✭✶✶✮ ✐/ vI = 187313486 [m/s]✱ ✇❤✐✲

❧❡ ❛❝❝♦(❞✐♥❣ !♦ !❤❡ ♥♦♥✲(❡❧❛!✐✈✐/!✐❝ ❢♦(♠✉❧❛ ✭✶✷✮✿vI = 211985280 [m/s]✳

❖♥ "❤❡ ♦"❤❡& ❤❛♥❞✱ ✐♥ ♦&❞❡& "♦ ✜♥❞ "❤❡ &❡❧❛"✐✈✐."✐❝ ❢♦&♠✉❧❛ ❢♦& "❤❡

.❡❝♦♥❞ ❝♦.♠✐❝ ✈❡❧♦❝✐"②✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞. "♦ ❝❛❧❝✉❧❛"❡ "❤❡ ❡♥❡&❣② "❤❛" ♠✉." ❜❡

❡①♣❡♥❞❡❞ "♦ ♠♦✈❡ ❛ "❡." ❜♦❞② ✇✐"❤ ❛ &❡." ♠❛.. mr ❢&♦♠ "❤❡ .✉&❢❛❝❡ ♦❢

❛ ❝❡❧❡."✐❛❧ ❜♦❞② ✇✐"❤ ❛ &❡." ♠❛..Mr ❛♥❞ &❛❞✐✉. R "♦ ✐♥✜♥✐"②✳

❆!!❡♥!✐♦♥✦ ❚❤❡ /❡❝♦♥❞ ❝♦/♠✐❝ ✈❡❧♦❝✐!② ✐/ !❤❡ ✈❡❧♦❝✐!② !❤❛! ♠✉/! ❜❡

✐♠♣❛(!❡❞ !♦ ❛ !❡/! ❜♦❞② ♦♥ !❤❡ /✉(❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ❝❡❧❡/!✐❛❧ ❜♦❞② !♦ ❛❧❧♦✇ ✐! !♦

❡/❝❛♣❡ !♦ ✐♥✜♥✐!②✱ ❛//✉♠✐♥❣ !❤❛! ♦♥❧② !❤❡/❡ !✇♦ ❜♦❞✐❡/ ❛(❡ ♣(❡/❡♥! ✐♥

/♣❛❝❡✳

❚❤❡ ✇♦&❦ W &❡<✉✐&❡❞ "♦ ♠♦✈❡ ❛ "❡." ❜♦❞② "♦ ✐♥✜♥✐"② ✐. ❞❡"❡&♠✐♥❡❞

❜② "❤❡ ❢♦&♠✉❧❛✿

W =
GMrmr

R
✭✶✹✮

❚❤❡ &❡❧❛"✐✈✐."✐❝ ❢♦&♠✉❧❛ ❢♦& ❦✐♥❡"✐❝ ❡♥❡&❣② ✭Ek✮ ✐. ❛. ❢♦❧❧♦✇.✿

Ek = Et −mrc
2

✭✶✺✮

❆❢"❡& .✉❜."✐"✉"✐♥❣ "❤❡ ❡①♣&❡..✐♦♥ ❢&♦♠ ❢♦&♠✉❧❛ ✭✸✮ ❢♦&Et✿

Ek = mrc
2







1
√

1 − |~v|2
c2

− 1






✭✶✻✮

❚❤❡&❡❢♦&❡✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞. "♦ .♦❧✈❡ "❤❡ ❡<✉❛"✐♦♥✿

GMrmr

R
= mrc

2







1
√

1 − |~v|2
c2

− 1






✭✶✼✮

❲❡ ❤❛✈❡ ♦❜"❛✐♥❡❞ "❤❡ &❡❧❛"✐✈✐."✐❝ ❢♦&♠✉❧❛ ❢♦& "❤❡ .❡❝♦♥❞ ❝♦.♠✐❝ ✈❡❧♦✲

❝✐"②✿

vII = c

√

1 − R2c4

(GMr + Rc2)2
✭✶✽✮

❆❝❝♦&❞✐♥❣ "♦ "❤❡ ❡<✉❛"✐♦♥✱ ✐" ❢♦❧❧♦✇. "❤❛" ❛. "❤❡ &❛❞✐✉. ♦❢ "❤❡ ❝❡♥"&❛❧

❜♦❞② ❛♣♣&♦❛❝❤❡. ③❡&♦✱ "❤❡ .❡❝♦♥❞ ❝♦.♠✐❝ ✈❡❧♦❝✐"② ❛♣♣&♦❛❝❤❡. "❤❡ .♣❡❡❞ ♦❢

✾



❧✐❣❤$ %❡❣❛%❞❧❡)) ♦❢ $❤❡ ❝❡♥$%❛❧ ❜♦❞②✬) ♠❛))✳ ❙♦✱ ✐$ ✐) )✐♠✐❧❛% $♦ $❤❡ ❝❛)❡ ♦❢

$❤❡ ✜%)$ ❝♦)♠✐❝ ✈❡❧♦❝✐$②✿ ❢♦% ❛♥② ♠❛))✐✈❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ✇✐$❤ ❛ %❛❞✐✉) ❣%❡❛$❡%

$❤❛♥ ③❡%♦✱ $❤❡%❡ ❡①✐)$) ❛ )❡❝♦♥❞ ❝♦)♠✐❝ ✈❡❧♦❝✐$② )♠❛❧❧❡% $❤❛♥ c✳

❚❤❡ )❡❝♦♥❞ ❝♦)♠✐❝ ✈❡❧♦❝✐$② ❢♦% ❊❛%$❤ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ ❛❝❝♦%❞✐♥❣ $♦ ❡?✉❛$✐♦♥

✭✶✽✮ ✐)✿

vII = 11186.1320431 [m/s]

❈❛❧❝✉❧❛$❡❞ ✉)✐♥❣ $❤❡ ♥♦♥✲%❡❧❛$✐✈✐)$✐❝ ❢♦%♠✉❧❛✿

vII =

√

2GM

R
✭✶✾✮

✐)✿
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