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Аннотация
Формулируется и доказывается вариационный принцип 

оптимума для электромеханических систем произвольной 
конфигурации, в которых протекают электромагнитные, 
механические, тепловые, гидравлические и др. процессы. Принцип 
обобщается на системы, описываемые уравнениями в частных 
производных и, в т.ч., уравнениями Максвелла. Предложенный 
принцип позволяет расширить лагранжев формализм и 
распространить новый формализм  на диссипативные системы.

Показывается, что для таких систем существует пара 
функционалов с глобальной седловой точкой. Описывается 
быстродействующий универсальный алгоритм расчета таких систем 
при любых возмущающих воздействиях. В этом алгоритме 
реализуется метод поиска глобальной седловой точки 
одновременно на двух функционалах.

Приводятся алгоритмы решения конкретных математических и 
технических задач. Книга содержит многочисленные примеры, в т.ч. 
в виде М-функций системы MATLAB и в виде функций системы 
DERIVE. Программы в системах MATLAB и DERIVE изданы как 
отдельное приложение в виде электронной книги [52]. Программы 
не являются обязательными для понимания теории.
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Предисловие

Предисловие

Представляет теоретический и практический интерес поиск 
вариационных принципов для электромеханических систем 
произвольного состава и конфигурации. В связи с этим ниже 
рассматривается задача поиска функционала, у которого уравнения 
стационарного значения являются уравнениями 
электромеханической системы. Для механических систем такие 
принципы общеизвестны. Для частных случаев электрических 
цепей решение такой задачи известно. Так, для цепей с 
сопротивлениями решение найдено еще Максвеллом [1] и 
сравнительно недавно распространено на цепи с диодами и 
трансформаторами постоянного тока [2]. Еще одно обобщение для 
цепей с нелинейными сопротивлениями можно найти в [3, 4]. Для 
цепей с емкостями и индуктивностями (но без сопротивлений) 
решение этой задачи также известно в [3, 5]. В [6] перечислены 
работы с попытками ее решения для электрических цепей общего 
вида и доказана их несостоятельность. Эти поиски понятны, так как 
отсутствие принципа экстремальности для электрических цепей 
кажется странным. Что касается практической стороны дела, то 
наличие такого принципа позволяет использовать электрические 
цепи переменного тока в качестве моделей задач вариационного 
исчисления: в виде этих цепей природа дает нам в руки простую в 
исполнении вычислительную машину, решающую весьма сложную 
математическую задачу (по неизвестному нам алгоритму). С другой 
стороны, рассуждения в терминах электрических цепей могут 
привести к развитию способов решения определенных задач 
вариационного исчисления. Примером аналогичного влияния 
теории цепей постоянного тока на теорию математического 
программирования может служить работа [2]. Наконец, можно 
использовать теорию вариационного исчисления для расчета 
электрических цепей и электромеханических систем. Этот подход 
применил автор.
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Предисловие

Принцип экстремума для электрических цепей переменного тока 
сформулирован автором в 1988 г. [8] и развит в статьях [9, 10, 15, 16]. 
Первая редакция этой книги опубликована в [31].

Основная идея состоит в том, что функция тока «расщепляется» на 
две независимые функции. Предложенный функционал содержит такие 
пары функций, а его оптимум является седловой точкой, где одна 
группа функций минимизирует функционал, а другая - 
максимизирует его. Сумма оптимальных значений этих функций 
дает функцию тока в электрической цепи. Ниже обобщаются и 
развиваются ранее изложенные результаты, а также рассматривается 
вычислительный аспект применения указанного принципа. Кроме 
того, этот принцип обобщается на электромеханические системы, 
поскольку является обобщением известного принципа наименьшего 
действия. При этом для данной электромеханической системы 
формируется функционал, содержащий тепловые, механические, 
электрические, электромагнитные энергии, функции, зависящие от 
конфигурации системы, функции, описывающие возмущающие 
воздействия - электрические и механические. Функционал имеет 
размерность “энергия * время”. Он является квадратичной 
функцией искомых параметров и имеет единственную точку 
оптимума. Ограничения отсутствуют (они также включены в 
функционал). Функции переменных, доставляющие этому 
функционалу оптимальное значение, являются решением задачи 
расчета данной электромеханической системы. Таким образом, 
расчет данной электромеханической системы математически 
формулируется как вариационная задача поиска безусловного оптимума 
квадратичного функционала. Такая задача всегда имеет решение и для ее 
решения найден быстродействующий алгоритм поиска седловой точки 
этого функционала.

Описываемый принцип может быть использован для разработки 
универсального комплекса программ для быстродействующих расчетов 
электромеханических систем произвольного состава и 
конфигурации. Универсальность обеспечивается единообразием 
формулировки принципа для любой электромеханической цепи.

Итак, природа дает нам некоторый функционал в виде 
указанного принципа оптимума. Из оптимизации этого 
функционала при ограничениях в виде уравнений первого закона 
Кирхгофа следуют уравнения второго закона Кирхгофа. 
Естественно, оптимизация указанного функционала или решение 
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системы уравнений Кирхгофа приводит к одному и тому же 
результату.

Предложенный метод распространяется на дифференциальные 
уравнения в частных производных и, в т.ч., на уравнения Максвелла.

По существу, предлагается обобщение известного лагранжева 
формализма – универсального метода вывода физических 
уравнений из принципа наименьшего действия. Однако, лагранжев 
формализм применим к только к тем системам, в которых 
сохраняется постоянной полная энергия (сумма кинетической и 
потенциальной энергий). Он не отражает тот факт, что в реальных 
системах полная энергия (сумма кинетической и потенциальной 
энергий) при движении убывает, переходя в другие виды энергии, 
например, в тепловую энергию Q , т. е. происходит диссипация 
энергии. Таким образом, предлагаемый формализм 
распространяется на диссипативные системы

Книга содержит 9 глав. 
В главе 1 рассматривается электрическая цепь с RCL-элементами 

и для нее определяется функционал от расщепленной функции 
зарядов x и y. Показывается, что указанный функционал 
максимизируется в функции от x и минимизируется в функции от y. 
При этом сумма оптимальных значений x и y равна наблюдаемой 
функции зарядов q. Рассматривается вычислительный метод поиска 
седловой точки этого функционала.

В главе 2 аналогично рассматривается принцип экстремума 
функционала от расщепленной функции токов v и w. Показывается, 
что указанный функционал максимизируется в функции от v и 
минимизируется в функции от w. При этом сумма оптимальных 
значений v и w равна наблюдаемой функции токов g. 
Рассматривается вычислительный метод поиска седловой точки 
этого функционала.

В главе 3 электрические цепи дополняются трансформаторами 
мгновенных значений. Такие трансформаторы впервые были 
рассмотрены Деннисом и в дальнейшем называются 
трансформаторами Денниса - TД. Денниса. Показывается, что и в этом 
случае для электрической цепи существуют функционалы от 
расщепленных функций заряда и тока. Ограничениями для поиска 
седловой точки этих функционалов являются уравнения первого 
закона Кирхгофа. Следствием существования седловой точки этих 
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функционалов являются уравнения второго закона Кирхгофа. Далее 
эти цепи модифицируются таким образом, что становятся 
математически эквивалентными простой RCL-цепи и описываются 
функционалами без ограничений. При этом расчет таких цепей 
(названных безусловными) существенно упрощается. Затем 
рассматриваются т.н. интегральные трансформаторы и цепи, их 
содержащие. Эти трансформаторы являются некоторым 
обобщением трансформаторов Денниса, а в цепях синусоидального 
тока они эквивалентны трансформаторам с комплексным 
коэффициентом трансформации.

В главе 4 предлагается метод поиска таких функций зарядов и 
токов, оптимальные значения которых доставляют оптимум двум 
функционалам одновременно. Рассматривается физическая 
интерпретация функционалов и показывается, что в электрической 
цепи одновременно минимизируются действие тепловой энергии и 
действие электромагнитной энергии.

В главе 5 описываются алгоритмы одновременной 
оптимизация указанных функционалов. Рассматриваются наиболее 
распространенные виды источников напряжения и тока, как 
функций времени – синусоидальные, периодические, ступенчатые. 
Эти же функции можно рассматривать как возмущающие 
воздействия в системе дифференциальных уравнений, решение 
которой сводится к расчету электрической цепи предлагаемым 
методом. Показывается, что решение системы линейных 
алгебраических уравнений также сводится к расчету электрической 
цепи синусоидальных токов предлагаемым методом.

В главе 6 рассматриваются некоторые положения принципа 
максимума Понтрягина. Показывается, что этот принцип может 
быть применен для оптимизации функционала электрической цепи. 
Тем самым устанавливается, что предложенный вариационный 
принцип можно распространить на разрывные функции. Этот 
аргумент использован выше при описании метода расчета 
разрывных функций. Далее описывается алгоритм расчета 
переходных режимов электрических цепей по алгоритму, 
основанному на совмещении вариационного принципа и принципа 
максимума.
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В главе 7 рассматривается аналогия между предлагаемым и 
лагранжевым формализмом. Затем рассматриваются 
электромеханические системы. Для этого электрическая цепь 
дополняется некоторыми электромеханическими элементами, в 
которых, кроме токов и зарядов имеются «посторонние» 
переменные – координаты, скорости, ускорения, силы, моменты, 
температура, давление и другие переменные, описывающие 
неэлектрические процессы - механические, тепловые, 
гидравлические. При этом строится система уравнений, которая 
описывает систему электромеханических элементов, связанных 
электрической цепью. Показывается, что такая система уравнений 
также эквивалентна условиям существования двух функционалов, 
аналогичных функционалам для электрических цепей. Принцип 
оптимума этих функционалов в частных случаях преобразуется в 
механический принцип наименьшего действия.

В главе 8 рассматриваются электрические цепи, которые 
описываются дифференциальными уравнениями в частных 
производных – электрические линии, плоскости, объемы. 
Рассматриваются классические и специальные дифференциальные 
уравнения в частных производных. Показывается, что для них также 
могут быть построены функционалы, а поиск экстремума этих 
функционалов эквивалентен решению этих уравнений.

В главе 9 доказывается, что существует функционал, для 
которого уравнения Максвелла являются необходимыми и 
достаточными условиями существования глобального экстремума, 
который представляет собой седловую точку. Рассматривается 
вычислительный аспект, который иллюстрируется подробными 
примерами расчета различных электромагнитных полей. Метод 
позволяет сформулировать и решить такие системы уравнений 
Максвелла, которые имеют решения с необычной физической 
интерпретацией:
 продольные электромагнитные волны,
 стоячие волны, в которых отсутствует обмен энергией между 

электрической и магнитной составляющими,
 электрические волны при отсутствии магнитных волн и 

наоборот.

В главе 10 предлагается новый вариационный принцип 
экстремума общего действия, который расширяет лагранжев 
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формализм на диссипативные системы. Показывается, что этот 
принцип применим в электротехнике, механике с учетом сил 
трения, электродинамике и гидродинамике. Доказательством 
являются результаты, изложенные в предыдущих главах. 
Предлагаемый вариационный принцип - новый формализм, 
позволяющий построить для различных физических систем 
функционал с единственной седловой линией оптимума. Кроме 
того, новый формализм – это не только универсальный метод 
вывода физических уравнений из некоторого принципа, но и 
способ вычисления этих уравнений.

В книге приводятся многочисленные примеры. Часть из них 
представляют собой М-функции системы MALAB. Эти программы 
являются существенной частью книги, т.к. часть расчетных формул 
просто вынесены в программы. Это оказалось возможным, ибо язык 
MATLAB приближается по лаконичности к традиционному языку 
математики, в особенности в той части, которая связана с 
операциями над векторами и матрицами, очень широко 
используемыми в данной книге.

Книга сопровождается приложением [52]. Оно содержит 
открытые коды упомянутых программ системы MATLAB и 
DERIVE. Для понимания теории приложение  необязательно.

16



Глава 1. RCL-цепи с электрическими зарядами

Глава 1. RCL-цепи с 
электрическими зарядами

0. Введение
В дальнейшем будем обозначать через R, L, C сопротивление, 

индуктивность и емкость соответственно. Кроме того, вместо 
емкости C часто будем использовать величину S=1/C для 
упрощения матричных выражений. Первую и вторую производные 
по времени будем обозначать одним и двумя штрихами 
соответственно.

Вначале рассмотрим CL-цепь без сопротивления. Она 
описывается уравнением 

0 EqLSq , (a)
где

 q – заряд, неизвестная функция времени t с непрерывными 
вторыми производными,

 E - известная функция времени t.

Пример 1. Рассмотрим уравнение
0 EqLSq .

Решение соответствующего однородного уравнения 0 qLSq  
имеет вид [16]

   tctcq   SinCos 21 ,
где 21, cc  - произвольные постоянные, LS / .

Пусть teuE   . Можно заметить, что частное решение в этом 

случае имеет вид Emq  , где 
LS

m 2
1


 . Такое же решение 

будет при )(Sh tuE    или )(Sin tuE    и т.п. 
Следовательно, общее решение исходного уравнения в таких 
случаях имеет вид

    mEatcatcq  SinCos 21 .
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Рассмотрим функционал

 





  T dtEqqLSqqF 0

22
2
1

2
1)( , (b)

Легко убедиться, что для функционала (в) уравнение (а) является 
уравнением Эйлера - необходимым условием глобального 
минимума этого функционала [16].

Существование глобального оптимума позволяет 
воспользоваться методом градиентного спуска для расчета 
уравнения (а). Для этого при данных значениях функции q ее новое 
значение вычисляется по формуле

apqqn  ,
где

p – вариация функции q, вычисляемая по (а),
a - константа.

При изменении функции от q до nq  функционал (в) изменяется на 
величину )()( qFqFF n  . Далее имеем:

.),(),(

),(),(

),(),(
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Кроме того, имеем:

























 T
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nn dtp
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 .

Оптимальное значение величины шага a определяется из условия 

0 BaA , где 
0

2

2

0
,

 




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



















aa a

FB
a
FA

 
или




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T
dt
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q
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
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 ,
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 






















T
dtp

q
qqfpp

q
qqfpB

0
2

2

2

2 ),(),(





 .

Таким образом, 

  T dtEppqLSqpA 0 ][ ,

  T dtpLSpB 0
22 ][ .

Итерационный процесс позволяет найти оптимальнще значение 
q. Признаком остановки служит 0p . При этом в каждой итерации:

 вычисляется градиент p по (a) при данной функции q;
 вычисляются коэффициенты А и В при данных p и q;
 вычисляется новое значение функции q = q – ap, где a=-A/B, 

или

p
B
Aqq : . (с)

Пример 2. Продолжая пример 1, найдем функцию q указанным 
методом. На первой итерации q=0 и, следовательно,

EEqLSqp  , Ep   , 

  T dtELSB 0
22 , tdEA T

 0
2 , 

 E
B
Aq   или q=kE, где 

LS
k 2

1


 .

Вообще, если на некоторой итерации q=hE, то 
  nEEhLShEqLSqp  12 ,

    tdELhShntdEppqLSqpA TT
  0

22
0 1 ,

   TT dtELSndtpLSpB 0
222

0
22 ][  ,

а новое значение функции 
 
  LS

EnE
LSn

LhShnhEp
B
Aqq 222

2 1:









 ,

т.е., как и после первой итерации, q=kE, где 
LS

k 2
1


 . Это 

решение отличается от окончательного решения, которое 

получено в примере 1 и имеет вид Emq  , где 
LS

m 2
1


 .
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Рассмотрим функционал

 





  T dtEqqLSqqF 0

22
1 2

1
2
1)( , (с)

который отличается от функционала (в) знаком перед вторым 
слагаемым. Назовем функционал (с) сопряженным относительно 
основного функционала (в). Рассмотрим, далее, спуск по градиенту (а) 
в сопряженном функционале (с). Легко убедиться, что в этом случае

  T dtEppqLSqpA 01 ][ ,

  T dtpLSpB 0
22

1 ][ .

Эти коэффициенты отличаются от коэффициентов А и В знаком 
перед вторым слагаемым.

Пример 3. Продолжая пример 1, найдем функцию q указанным 
методом спуска по градиенту (а) в сопряженном функционале 
(с). На первой итерации q=0 и, следовательно,

EEqLSqp  , Ep   , 

  T dtELSB 0
22

1  , tdEA T
 0

2
1 , 

 E
B
Aq 

1

1  или q=mE, где 
LS

m 2
1


 ,

Это решение совпадает с тем, которое получено в примере 1. 
Вообще, если на некоторой итерации q=hE, то 

  nEEhLShEqLSqp  12 ,

    tdELhShntdEppqLSqpA TT
  0

22
01 1 ,

   TT dtELSndtpLSpB 0
222

0
22

1 ][  ,

а новое значение функции 
 
  LS

EnE
LSn

LhShnhEp
B
Aqq 222

2

1

1 1:









 ,

т.е., как и после первой итерации, это решение совпадает с тем, 
которое получено в примере 1.
Таким образом, движение по сопряженному функционалу (с) в 

направлении градиента (a) основного функционала (в) приводит к 
минимальному значению основного функционала (в). 

Мы будем использовать это правило в дальнейшем. 
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Глава 1. RCL-цепи с электрическими зарядами

1. Последовательная RCL-цепь.
Рассмотрим функционал

 T dtyxfyxF 0 ),(),( , (1)
где


















)()(

)()(
),(

2222

yxEyxyxR

yxLyxS
yxf , (2)

 x, y - неизвестные функции времени t с непрерывными 
вторыми производными,

 E - известная функция времени t,
 S, L, R - положительные числа.

Найдем необходимые условия экстремума этого функционала [7]:

0













x
f

dt
d

x
f







, 0













y
f

dt
d

y
f







или 0222  EyRxLSx , (3)
0222  ExRyLSy . (4)

Найдем еще:

022

2



L

x
f


 , (5)

022

2



L

y
f


 .           (5а)

Следовательно, экстремаль, определенная уравнениями (3) и (4) 
доставляет функционалу (1) и (2) глобальный слабый максимум по 
функции x и глобальный слабый минимум по функции y (уравнения (3) 
и (4) являются необходимыми, уравнения (5, 5a) достаточными 
условиями для этого [7]). Это означает, что существуют 
оптимальные функции 0x  и 0y , являющиеся решением системы 
дифференциальных уравнений (3) и (4) и доставляющие 
функционалу (1) и (2) экстремальное значение ),( 000 yxFF  . 
Оптимальность функций 0x  и 0y  проявляется при сравнении 
значений функционала, зависящих от оптимальных и 
неоптимальных функций и от их производных. Оптимальные 
функции удовлетворяют условию
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Глава 1. RCL-цепи с электрическими зарядами

00 yx  , (6)
что следует из симметрии уравнений (3) и (4) и может быть доказано 
строго при переходе к записи этих уравнений в операторной форме 
[9]. Складывая уравнения (3) и (4), получаем

0 EqRqLSq , (7)
где

q = x + y. (8)
Таким образом, функционал (1) и (2) оптимизируется при таких 

функциях x и y, которые в сумме удовлетворяют уравнению (7). 
Этот функционал имеет оптимальную седловую точку, в которой 
выполняются условия (6), (7) и (8). Уравнение (7) является 
уравнением RCL-цепи, подключенной к источнику Э.Д.С. E, где q  
- ток в этой цепи. Следовательно, в RCL-цепи объективно 
соблюдается принцип экстремума величины F, определенной по (1) 
и (2), а следствием этого принципа является уравнение (7). 
Подинтегральное выражение (2) функционала (1) имеет 
размерность энергии. Поэтому при интерпретации указанного 
принципа можно полагать, что в электрической цепи 
оптимизируется алгебраическая сумма электрической, магнитной, 
тепловой энергии и потенциальной энергии источника Э.Д.С.

Замечание 1. Рассмотрим еще случай, когда величины S, R 
являются функциями S(t), R(t) независимого переменного t. В 
выражении (2) первое слагаемое не содержит операторов 
дифференцирования и интегрирования. Поэтому величина S  
может быть функцией S(t) независимого переменного t без 
изменения функционала. Для включения функции R(t) в 
функционал он должен быть изменен так, чтобы для него, по-
прежнему,  стационарную линию определяло уравнение (7). Можно 
убедится, что таким функционалом является следующий:























 


)()(

)()()(
2
1)(

),(
2222

yxEyxyxR

yxLyx
dt

tdRtS
yxf . 8а)

Это замечание будет использовано в дальнейшем при решении 
дифференциальных уравнений, где независимыми переменными 
являются пространственные координаты.
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2. Вычислительный алгоритм для 
RCL-цепи.
Существование глобального оптимума позволяет 

воспользоваться методом градиентного спуска для расчета 
электрической цепи. Идея метода состоит в следующем. При 
данных значениях функций x и y их новые значения вычисляются 
по формулам:

apxxn  , (9)
,bhyyn            (10)

где
p и h – вариации функций x и y, вычисляемые по (3) и (4),
a и b - константы.

Направление спуска определяется градиентами p и h основного 
функционала (1) с подинтегральной функцией (2), а движение 
выполняется по сопряженному функционалу с подинтегральной 
функцией 


















)()(

)()(
),(

2222

yxEyxyxR

yxLyxS
yxf .

Эта функция отличается от (1) только знаком перед вторым 
слагаемым. При изменении функций от x до nx  и от y до ny  
функционал изменяется на величину ),(),( yxFyxFF nn  . 
Далее имеем:

.),,,(),,,(

),,,(),,,(

),,,(),,,(

0

0

0






































 



















T

n

nnn

n

nnn

T
n

n

nnnn

n

nnn

T
nnnnnn

dt
x

yxyxfp
x

yxyxfp

dt
a
x

x
yxyxf

a
x

x
yxyxf

dt
a

yxyxf
a

yxyxF
a
F




























Кроме того, имеем:

























 T

n

nnn

n

nnnn dtp
x

yxyxfpp
x

yxyxfp
a

F

0
2

2

2

2

2

2 ),,,(),,,(





 .

23



Глава 1. RCL-цепи с электрическими зарядами

Оптимальное значение величины шага a определяется из условия 

0 aBA , где 
0

2

2

0
,

 

























aa a

FB
a
FA

 
или






















T
dt

x
yxyxfp

x
yxyxfpA

0

),,,(),,,(





 ,























T
dtp

x
yxyxfpp

x
yxyxfpB

0
2

2

2

2 ),,,(),,,(





 .

Таким образом, 

  T dtEpxpxpRpxLSxpA 0 ])(22[ ,

  T dtpLSpB 0
22 ]22[ .

Аналогично, оптимальное значение величины b определяется из 
условия 0 bBA , где

  T dtEhyhyhRhyLSyhA 0 ])(22[ ,

  T dthLShB 0
22 ]22[ .

Итерационный процесс позволяет найти оптимальные значения x и 
y. Признаком остановки служит 0p  и 0h . Если итерационный 

процесс начинается при 00 yx  , то, в силу симметрии, 00 hp  . 
При этом 0 hphp  и два условия 0 aBA  и 0 aBA  
превращаются в эквивалентные условия, где 

BBBAAA  , , причем a=b. Поскольку x=y=q/2, то 
градиент функции q равен

ppq 2 .           (10а)
Далее имеем:

  T dtpLSpB 0
22 ]22[ ,            (11)

tdEpqpqpRpqLSqpA T
  0 ]2/)([ ,            (12)

EqRqLSqp  .            (13)
Таким образом, итерационный процесс поиска экстремума 
функционала (1) позволяет найти функцию q. При этом в каждой 
итерации:

 вычисляется градиент p по (13) при данной функции q;
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 вычисляется коэффициент a=-A/B по (11) и (12) при данных 
p и q;

 вычисляется новое значение функции 
q = q - 2ap        (13а)

или

p
B
Aqq 2:  .        (13в)

3. Уравнения электрической цепи 
общего вида.

1q 

2

1 3

1H 3H

2H

2222 ,,, ELSR

1111 ,,, ELSR 3333 ,,, ELSR

12M 23M

13M

3q 

2q

Фиг. 1. Пример электрической цепи общего вида
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Рассмотрим электрическую цепь общего вида и выделим в ней 
ветви двух типов:

1. ветвь с источником тока kH , включенную между узлом и 
«землей»,

2. последовательную RCL-цепь с элементами 
kkkk ELSR ,,, , включенную между двумя узлами.

Будем полагать, что ветви второго типа связаны, кроме того, 
индуктивностями kmM . Пример такой цепи приведен на фиг. 1. 

Рассуждая по аналогии с [2], можно показать, что такая 
электрическая цепь описывается следующей системой уравнений:

0 TNEqRqMSq ,           (14)
0 HqN ,           (15)

где qH ,  - векторы токов в ветвях первого и второго типов;
E - вектор Э.Д.С. ветвей второго типа;
  - вектор потенциалов на ветвях второго типа;
N - матрица инциденций с элементами 1,0,-1;
S, R, M - матрицы вида

...]...[diag 21 kSSSS            (16)
...]...[diag 21 kRRRR            (17)

























...............................
.......
............
......
......

...

............

...

...

22

11

321

23221

13121

kmk

mk

mk

kkk ML

MM
MM

MMM

MLM
MML

M .           (18)

В этой системе уравнение (15) описывает первый закон Кирхгофа, 
уравнение (14) - второй закон Кирхгофа. В данной системе 
известны H  и E как вектор-функции времени t, а искомой является 
вектор-функция времени q(t).
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4. Функционал для электрической 
цепи общего вида.
Рассмотрим вектор-функции времени x(t), y(t), )(),( tt  , 

удовлетворяющие уравнениям (8) и уравнению
            (19)

При этом система уравнений (14), (15) может быть переписана в 
следующем виде:

02222  TNEyRxMSx ,            (20)
02222  TNExRyMSy ,            (21)

02  HxN ,            (22)
02  HyN ,            (23)

Рассмотрим теперь функционал (1), где

    

























HyNHxN

yxERyxyRx

yMyxMxSyySxx

yxf
TT

TTT

TTTT

22

)(),(



           (24)

и задачу поиска экстремума этого функционала. Необходимые 
условия экстремума в этом случае имеют вид уравнений (20)-(23).

Складывая уравнения (20) и (21), получаем (14), а складывая (22) 
и (23), получаем (15). Далее имеем: 

M
x
f 22

2



 ,           (25)

M
y
f 22

2



 .         (25а)

Рассмотрим теперь квадратичную форму xMxQ T  , входящую 
в функционал (1) и (24). Ниже в п. 6 показано, что 0Q , то-есть 
матрица M является положительно определенной. Отсюда и из (25, 
25а) следует [7], что функционал (1), (24) имеет седловую точку, в 
которой достигается глобальный слабый максимум по функции x и 
глобальный слабый минимум по функции y. Пояснения для этого 
вывода аналогичны приведенным в п. 1, откуда следует, что оптимум 
этого функционала достигается при

0000000000 ,,,   yxqyx .
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5. Вычислительный алгоритм для 
электрической цепи общего вида.
По аналогии с п.2 рассмотрим итерационный процесс, в 

котором новые значения переменных ,,, yx  вычисляются по 
следующим формулам:

xxn paxx  ,           (26)

yyn payy  ,           (27)

 pan  ,           (28)

 pan ,           (29)
где 

p – вариации вектор-функций ,,, yx , вычисляемые 
по (20)-(23), 

a – величина шагов по этим вектор-функциям.
По аналогии с п. 2 оптимальное значение величины xa  

определяется из условия 0


xa
F


  или 

0()()

0















 dt

x
fp

x
fp

n

T
x

n

T
x

T





 .

Таким образом, оптимальное значение величины xa  определяется 
из условия

 

0

2

))(2

22

0
































 




T

TT
x

y
T
xy

T
xyx

T
xx

T
xx

T
x

T
x

T
x

T
x

T
x

dt

paNp

pRpRppapMpSppa

EpyRpRypxMpSxp



,

Аналогично, оптимальное значение величины ya  определяется из 
условия

 
 

0

2

))(2

22

0































T

TT
y

x
T
yx

T
yyy

T
yy

T
yx

T
y

T
y

T
y

T
y

T
y

dt

paNp

pRpRppapMpSppa

EpyRpRypyMpSyp

,
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оптимальное значение величины a  определяется из условия

   02
0


T

xx
T dtpaxNp ,

оптимальное значение величины a  определяется из условия

   02
0

 

T
yy

T dtpayNp .

Если итерационный процесс начинается при ,, 0000  yx то, в 

силу симметрии,  pppp yx , . При этом 

  0 x
T
yx

T
y pRpRpp  и вышеприведенные условия превращаются в 

следующие:
0321  aAaAA x , 0321  aAaAA y ,

054  xaAA , 054  yaAA ,
где























T

TT
x

T
x

T
x

T
x

T
x

T
x

dt
NpEpyRp

RypxMpSxp
A

0
1

2

22


,

 



 

T
x

T
xx

T
x dtpMpSppA

0
2 )(2 ,

 



 

T
TT

x dtpNpA
0

3 2  ,

  
T

T dtNypA
0

4 2 ,

  
T

y
T dtNppA

0
5 2 .

Отсюда следует, что
54 AAaaa yxq  ,

  2
33142 AAAAAaaa   ,

2/qyx  ,
2/  ,
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T
yxq NEqRqMSqppp  ,

HqNppp   ,

qqn paqq 2 ,

 pan 2 .
При этом коэффициенты могут быть представлены в следующем 
виде:

 























T

TT
q

T
q

T
q

T
q

T
q

T
q

dt
NpEp

qRpRqpqMpSqp
A

0
1 2

1


,

  
T

q
T

qq
T
q dtpMpSppA

0
2 )(2 ,

  
T

TT
q dtpNpA

0
3 2  ,

 
T

T dtNqpA
0

4  ,

 
T

T dtNqpA
0

5  .

Частный случай 1. Цепь с единственным узлом.
Рассмотрим цепь с единственным узлом (и, может быть, с 

матрицей взаимоиндуктивностей). При этом матрица N = 0,
EqRqMSqpq  , 21 AAaq  ,

причем

  



 

T
T
q

T
q

T
q

T
q

T
q dtEpqRpRqpqMpSqpA

0
1 2

1 .

Частный случай 2. Цепь с единственной ветвью.
Рассмотрим цепь с единственной ветвью и, следовательно, с 

единственным узлом. В начальный момент имеем: q=0, Epq  . 
При этом
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
T

dtEA
0

2
1 ,  

T
dtELSEA

0

22
2 )(2 , 

 
TT

q dtELSEdtEa
0

22

0

2 )(2)( .

Частный случай 3. Цепь с единственной ветвью и 
источником тока.
Рассмотрим цепь с одной ветвью, подключенной к источнику 

тока. В начальный момент имеем:
1,,,0,0  NIpEpq q  .

При этом 


T

dtEA
0

2
1 ,  

T
dtELSEA

0

22
2 )(2 ,

 
T

IdtEA
0

3 2 , 04 A ,


T

EIdtA
0

5 2 , 0qa ,










 T

T

IdtE

dtE
A
Aa

0

0
2

3

1

2
 .

6. Свойства матрицы 
взаимоиндуктивностей.
Покажем, что для реальных электрических цепей матрица 
 kmMM   является положительно определенной [9]. Элемент, 

создающий взаимоиндуктивность kmM , создает также 

индуктивности km
kL  и km

mL  в ветвях k и m соответственно. Пусть, 
например, таким элементом служит трансформатор с количеством 
витков kn  и mn  в обмотках. Тогда
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mkkmm
km
mk

km
k nanManLanL  ,, 22 ,           (31)

где a – постоянная величина. Таким образом, взаимоиндуктивность

kmmk
km
m

km
kkm MMLLM  , ,           (32)

а полная индуктивность k-ветви





km

km
k

o
kkkk LLML ,           (33)

где o
kL  – индуктивность элемента, не создающего 

взаимоиндуктивность.
Рассмотрим теперь квадратичную форму xMxQ T  . 

Очевидно,
  mk

k km
mkkm

k
kk xxMMxLQ   



2 .

Из (31), (32), (33) следует, что
  




k km
m

km
mk

km
kmkkm

k
kk xLxLxxMxLQ 222 2

или

 

















 

k km

km
mm

km
kkkk LxLxxLQ

2
2 .

Таким образом, 0Q , т.е. матрица  kmMM   является 
положительно определенной. Это свойство данной матрицы 
использовалось выше.
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Глава 2. RCL-цепи с 
электрическими токами

1. Функционалы от интегральных 
функций.
Выше рассматривались уравнения цепей относительно заряда q. 

Ниже будут рассмотрены уравнения цепей относительно тока g. 
Вначале рассмотрим R-цепь без индуктивности и емкости. Она 
описывается уравнением 

0 ERg , (a)
где

 g – ток, неизвестная функция времени t с непрерывными 
вторыми производными,

 E - известная функция времени t.
Легко убедиться, что для функционала

 





  T dtEgRgqF 0

2
2
1)( , (b)

уравнение (а) является уравнением Эйлера - необходимым условием 
минимума этого функционала [16]:

Введем следующие обозначения:

.ˆ, 0 t
t ZdtZdt

dZZ

Известна формула Эйлера-Пуассона для вариации функционала от 
функции ,...),,( yyyf   [16]. По аналогии запишем такую же 
формулу для функции ,...),,,ˆ(..., yyyyf  :

......var '
2

2
''

0
'
ˆ   yyy

t
y f

dt

d
f

dt
dfdtf (1)

В частности, если yxf () , то xvar ; если yxf ˆ()  , то 
x̂var  .
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2. Интегральные уравнения RCL-цепи.
Уравнение последовательной RCL-цепи относительно тока g и 

его производных имеет вид
0ˆ  ERggLgS . (2)

Аналогично предыдущему это уравнение может быть заменено 
двумя уравнениями вида

022ˆ2  ERvwLwS (3)
022ˆ2  ERwvLvS (4)

где
g = v + w. (5)

Рассмотрим теперь функционал

 T dtwvfyxF 0 ),(),( , (6)
где


















)()(

)()ˆˆ(
),( 22 wvEwvR

wvwvLwvwvS
wvf , (7)

 v, w - неизвестные функции времени t с непрерывными 
вторыми производными,

 E - известная функция времени t,
 S, L, R - положительные числа.

Найдем необходимые условия экстремума этого функционала, 
применяя формулы предыдущего раздела:

0''
0

'
ˆ   vv

t
v f

dt
dfdtf ,

0''
0

'
ˆ   ww

t
w f

dt
dfdtf ,

что эквивалентно уравнениям (3) и (4). Найдем еще

022

2
 R

v
f


 , 022

2
 R

w
f


 . (8)

Следовательно, экстремаль, определенная уравнениями (3) и (4) 
доставляет функционалу (6) и (7) глобальный сильный максимум по 
функции v и глобальный сильный минимум по функции w (уравнения 
(3) и (4) являются необходимыми, уравнения (8) достаточными 
условиями для этого [7]). Это означает, что существуют 
оптимальные функции 0v  и 0w , являющиеся решением системы 
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дифференциальных уравнений (3) и (4) и доставляющие 
функционалу (6) и (7) экстремальное значение ),( 000 wvFF  . 

Оптимальность функций 0v  и 0w  проявляется при сравнении 
значений функционала, зависящих от оптимальных и 
неоптимальных функций и от их производных. Оптимальные 
функции удовлетворяют условию

00 wv  , (9)
что следует из симметрии уравнений (3) и (4) и может быть доказано 
строго при переходе к записи этих уравнений в операторной форме 
[9]. Складывая уравнения (3) и (4), получаем уравнения (2) и (5).

Таким образом, функционал (6) и (7) оптимизируется при таких 
функциях v и w, которые в сумме удовлетворяют уравнению (2). 
Этот функционал имеет оптимальную седловую точку, в которой 
выполняются условия (9), (2) и (5). Уравнение (2) является 
уравнением RCL-цепи, подключенной к источнику Э.Д.С. E, где g - 
ток в этой цепи. Следовательно, в RCL-цепи объективно 
соблюдается принцип экстремума величины F, определенной по (6) 
и (7), а следствием этого принципа является уравнение (2). 
Подинтегральное выражение (7) функционала (6) имеет 
размерность мощности. Поэтому при интерпретации указанного 
принципа можно полагать, что в электрической цепи 
оптимизируется алгебраическая сумма электрической, магнитной, 
тепловой энергии и потенциальной энергии источника Э.Д.С.

Замечание 1. В выражении (7) третье слагаемое не содержит 
операторов дифференцирования и интегрирования. Поэтому 
величина R может быть функцией R(t) независимого переменного 
t.

Это замечание будет использовано в дальнейшем при решении 
дифференциальных уравнений, где независимыми переменными 
являются пространственные координаты.
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3. Вычислительный алгоритм для 
интегральных уравнений RCL-цепи.
Существование глобального оптимума позволяет 

воспользоваться методом градиентного спуска для расчета 
электрической цепи. Идея метода состоит в следующем. При 
данных значениях функций v и w их новые значения вычисляются 
по формулам:

apvvn  ,            (10)
,bhwwn             (11)

где p и h – вариации функций v и w, вычисляемые по (3) и (4), a и b 
- константы. При изменении функций от v до nv  и от w до nw  
функция (7) изменяется на величину ),(),( wvFwvFF nn  . 
Далее имеем:
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Кроме того, имеем:
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



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



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 .

Оптимальное значение величины шага a определяется из условия 

0 aBA , где 
0

2

2

0
,

 

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






















aa a

FB
a
FA

 
или
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
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.
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Таким образом,
 dtpEpRvLwpSwpwpLwpSA T

  0 2ˆˆ ,

 
T

dtRpB
0

22 .

Аналогично, оптимальное значение величины b определяется 
из условия 0 bBA , где

 dthEhRwLvhSvhvhLvhSA T
  0 2ˆˆ ,

 
T

dtRhB
0

22 .

Итерационный процесс позволяет найти оптимальные значения 
v и w. Признаком остановки служдит 0p  и 0h . Если 

итерационный процесс начинается при 00 wv  , то, в силу 

симметрии, 00 hp  . При этом

0)ˆˆ(  LhpShphpLhpS ,
0)ˆˆ(  LphSphphLphS  

и два условия 0 aBA  и 0 aBA  превращаются в 
эквивалентные условия, где BBBAAA  , , причем 
a=b. Поскольку v = w = g/2, то градиент функции g равен

ppg 2 .           (11а)
Далее имеем:

 
T

dtRpB
0

22 ,            (12)

  dtpEpRgLgpSgpgpLgpSA T
  0 2/ˆˆ ,            (13)

ERggLgSp  ˆ .            (14)
Таким образом, итерационный процесс поиска экстремума 

функционала (6) позволяет найти функцию g. При этом в каждой 
итерации:

 вычисляется градиент p по (14) при данной функции g;
 вычисляется коэффициент a=-A/B по (13) и (12) при 

данных p и g;
 вычисляется новое значение функции 
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g = g - 2ap           (14а)
или

p
B
Agg 2:  .           (14в)

Замечание 2. 
Применяя указанный метод градиентного спуска для поиска 

минимума функционала (1.в) получаем:
  tdEpRgpA T

R   0
,

 T
R dtRpB 0

2 ,

ERgpR  ,
а новое значение функции 

R
R

R p
B
Agg : . ........(14с)

Можно заметить, что при L=C=0 имеют место следующие 
соотношения: ppBBAA RRR  ,2/, . Следовательно, формулы 
(14в) и (14с) совпадают.

4. Интегральные уравнения для 
электрической цепи общего вида.

Рассмотрим электрическую цепь общего вида, описанную в разделе 
1.3. Рассуждая по аналогии с предыдущим, можно показать, что 
такая электрическая цепь описывается следующей системой 
уравнений:

0ˆ  TNERggMgS ,            (15)
0 HNg ,            (16)

где H, g - векторы токов в ветвях первого и второго типов. В этой 
системе уравнение (16) описывает первый закон Кирхгофа, 
уравнение (15) - второй закон Кирхгофа. В данной системе 
известны H и E как вектор-функции времени t, а искомой является 
вектор-функция времени g(t).
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5. Функционал для интегральных 
уравнений электрической цепи 
общего вида.

Рассмотрим вектор-функции времени v(t), w(t), )(),( tt  , 
удовлетворяющие уравнениям (5) и уравнению

 .            (17)
При этом система уравнений (15), (16) может быть переписана в 
следующем виде:

0222ˆ2  TNERwvMvS ,            (18)
0222ˆ2  TNERvwMwS ,            (19)

02  HNv ,            (20)
02  HNw ,            (21)

Рассмотрим теперь функционал (6), где

    























HNwHNv
wvERwwRvv

LwvwLvSwvwSv

wvf TTT

TTTT

22
)(

ˆˆ

),(


,            (22)

и задачу поиска экстремума этого функционала. Необходимые 
условия экстремума в этом случае имеют вид уравнений (18)-(21).

Складывая уравнения (18) и (19), получаем (15), а складывая (20) 
и (21), получаем (16). Далее имеем: 

02

2
 R

v
f


 , 02

2
 R

w
f


 .           (23)

Отсюда следует [7], что функционал (6), (22) имеет седловую точку, 
в которой достигается глобальный слабый максимум по функции v 
и глобальный слабый минимум по функции w. Пояснения для этого 
вывода аналогичны приведенным выше, откуда следует, что 
оптимум этого функционала достигается при

0000000000 ,,,   wvgwv .
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6. Вычислительный алгоритм для 
интегральных уравнений 
электрической цепи общего вида.
По аналогии с п.3 рассмотрим итерационный процесс, в 

котором новые значения переменных ,,, wv  вычисляются по 
следующим формулам:

vvn pavv  ,           (24)

wwn paww  ,           (25)

 pan  ,           (26)

 pan ,           (27)
где

p – вариации вектор-функций ,,, wv , вычисляемые по (18-
21),

a – величина шагов по этим вектор-функциям.
По аналогии с предыдущим оптимальное значение величины va  

определяется из условия 0


va
F


  или 

.0

ˆ
),(ˆ

),(),(

0




























T

n

nnT

n

nnT

n

nnT

dt

v
wvfp

v
wvfp

v
wvfp










.

Таким образом, оптимальное значение величины va  определяется 
из условия

 
.0

22

)ˆˆ(

ˆ2ˆ

0



























T

TT
vv

T
vv

w
T

vw
T
vw

T
vw

T
vw

T
v

T
v

T
v

T
v

T
v

T
v

dt

paNpRppa

MppSpppMppSpa

MwpSwpEpRvpwMpwSp



Аналогично, оптимальное значение величины wa  определяется из 
условия

40



Глава 2. RCL-цепи с электрическими токами

 
 

,0

22

ˆˆ

ˆ2ˆ

0





























T

TT
ww

T
ww

v
T

wv
T
wv

T
wv

T
wv

T
w

T
w

T
w

T
w

T
w

T
w

dt

paNpRppa

MppSpppMppSpa

MvpSvpEpRwpvMpvSp

оптимальное значение величины a  определяется из условия

   02
0


T

vv
T dtpavNp ,

оптимальное значение величины a  определяется из условия

   02
0

 

T
ww

T dtpawNp .

Если итерационный процесс начинается при 0000 ,  wv  то, в 

силу симметрии,  pppp wv , . При этом

0)ˆˆ(  w
T

vw
T
vw

T
vw

T
v MppSpppMppSp

и вышеприведенные условия превращаются в следующие:
0321  aBaBB v , 0321  aBaBB w ,

054  vaAA , 054  waBB ,
где



















T

TT
v

T
v

T
v

T
v

T
v

T
v

T
v dt

NpMwpSwp

EpRvpwMpwSp
B

0
1

2ˆ

2ˆ


,

 
T

v
T
v dtRppB

0
2 2 ,  

T
TT

v dtpNpB
0

3 2  ,

 
T

T dtNvpB
0

4 2  ,  
T

v
T dtNppB

0
5 2  .

Отсюда следует, что
21 BBaaa wvg  ,

  535142 BBBBBBaaa   ,
2/gwv  ,
2/  ,

T
wvg NERggMgSppp  ˆ ,

HNgppp   ,
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ggn pagg 2 ,

 pan 2 .
При этом коэффициенты могут быть представлены в следующем 
виде:

 























T

TT
g

T
g

T
g

T
g

T
g

T
g

T
g

dt
NpEpRgp

MgpSgpgMpgSp
B

0
1

ˆˆ
2
1


,

 
T

g
T
g dtRppB

0
2 2 ,

 
T

TT
g dtpNpB

0
3 2  ,

 
T

T dtNgpB
0

4  ,

 
T

g
T dtNppB

0
5 2  .

Частный случай 1. Цепь с единственным узлом.
Рассмотрим частный случай цепи с единственным узлом (и, 

может быть, с матрицей взаимоиндуктивностей). При этом матрица 
N = 0, ERggMgSpg  ˆ , 21 BBag  , причем

  



 

T
T
g

T
g

T
g

T
g

T
g dtEpgRpRgpgMpSgpB

0
1 2

1 .

Частный случай 2. Цепь с единственной ветвью.
Рассмотрим частный случай цепи с единственной ветвью и, 

следовательно, с единственным узлом. В начальный момент имеем: 
g=0, Epg  . При этом


T

dtEB
0

2
1 , 


T

dtERB
0

2
2 2 , 

Rag 21 .

42



Глава 2. RCL-цепи с электрическими токами

Частный случай 3. Цепь с единственной ветвью и 
источником тока.
Рассмотрим частный случай цепи с одной ветвью, 

подключенной к источнику тока. В начальный момент имеем:
1,,,0,0  NIpEpg g  .

При этом 


T

dtEB
0

2
1 , 


T

dtERB
0

2
2 2 , 


T

EIdtB
0

3 2 ,

04 B ,
35 BB  .

Таким образом, 

0ga , 






 T

T

EIdt

dtE
B
Ba

0

0
2

3

1

2
 .
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Глава 3. Специальные 
трансформаторы в цепях 

переменного тока

1. Электрическая цепь с 
трансформаторами Денниса.
Описываемые далее электрические цепи содержат 

трансформаторы мгновенных значений. Такие трансформаторы 
впервые были рассмотрены Деннисом [2]. Поэтому в дальнейшем 
они называются трансформаторами Денниса и обозначаютя как TД. 
Деннис предложил TД как абстрактную математитческую 
конструкцию (для интерпретации задач квадратичного 
программирования) и разработал теорию электрических цепей 
постоянного тока, включающих TД, резисторы, диоды, источники 
тока и напряжения. При этом не были предложены способы 
физической реализации TД. Из-за технической сложности такой 
реализации цепи с трансформаторами постоянного тока до 
настоящего времени не использовались. В [13] предложены 
различные схемы реализации TД и рассмотрены модели различных 
задач математического программирования в виде электрических 
цепей с TД и другими нетрадиционными элементами.

TД имеет первичную и вторичную обмотки. Мгновенные 
значения токов и напряжений в этих обмотках связаны между собой 
также, как комплексные значения синусоидальных токов и 
напряжений в обычном трансформаторе. На фиг. 1 TД изображен 
условно. Он содержит две ветви – первичную с током 1q  и 
напряжением 1e  и вторичную с током 2q  и напряжением 2e . TД 
описывается следующими соотношениями:

012  qtq ,   021  ete ,
где t  - коэффициент трансформации. Из этих уравнений следует, 
что 2211 eqeq  , т.е. мощности, отдаваемые первичной и вторичной 
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ветвями TД в электрическую цепь, в сумме равны нулю. Таким 
образом, TД не изменяет активную и реактивную мощность в цепи, 
являясь пассивным элементом. TД может рассматриваться как узел, 
где токи суммируются с весовыми коэфициентами. При этом 
возникает полная аналогия с первым законом Кирхгофа для узлов.

e2e1

1q  2q

Фиг. 1. Условное изображение TД.

Рассмотрим специальную матрицу TД - см. рис. 2. Для этой 
матрицы обозначим:

j - номер строки,
k – номер столбца,
kJ  - суммарный ток всех обмоток, составляющих k-столбец 

матрицы,  kJJ  ,

k  - общее напряжение на обмотках, составляющих k-столбец 
матрицы,  k  ,

jq  - ток всех обмоток, составляющих j-строку матрицы, 

 jqq 

jW  - суммарное напряжение всех обмоток, составляющих j-
строку матрицы,  jWW  ,

jkt  - коэффициенты трансформации,  jktT  .
В общем случае матрица описывается следующими уравнениями:

,,  TWtW
k

kjkj 

qTJqtJ T

j
jjkk  , ,

qWJ  .
Таким образом, матрица ТД не изменяет активную и реактивную 
мощность в цепи.
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t31 t21

t32 t12

t23 t13

1J

23

3q 

2q

1q 

1

2J3J

Фиг. 2. Специальная матрица ТД

Матрица ТД включается в электрическую цепь таким образом, 
что строки матрицы являются частью ее ветвей. При этом второй 
закон Кирхгофа для вевей электрической цепи принимает 
следующий вид:

0  TNEqRqMSq T , (1)

Схема с «многообмоточными» ТД всегда может быть 
преобразована в схему с матрицей ТД.

Пример 1. «Многообмоточные» ТД.
Рассмотрим схему с «многообмоточными» ТД, изображенную на 
фиг. A. Ей эквивалентна схема, представленная на фиг. B, 
которая содержит матрицу ТД. Это становится особенно ясным, 
если перерисовать ее в виде фиг. C.

В дальнейшем будем полагать, что во всех обычных узлах 
электрической цепи могут быть включены узловые сопротивления 
  и источники тока H , а во всех трансформаторных узлах могут 
быть включены узловые сопротивления   и источники тока P . 
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Токи, протекающие через сопротивления  , будем обозначать 
через mi,  для обычных и трансформаторных узлов 
соответственно. Такие цепи будем называть электрическими цепями 
общего вида.
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R1

R2

R3

TD5 TD4 TD3 TD2 TD1

R4

R5

U5

R6

R7

R8

R9

Фиг. С.

На фиг. 3 показан пример электрической цепи общего вида, где 
во всех узлах включены узловые сопротивления и источники тока. 
На этой фигуре буквами a, b, c обозначены ветви строк 
трансформаторной матрицы и разрывы обычных ветвей, куда 
вставлены ветви строк.
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При этом первый закон Кирхгофа принимает следующий вид 
для обычных и трансформаторных узлов соответственно:

iHqN  , (2)

mPqT T  . (3)
Запишем эти же законы в виде интегральных уравнений:

0ˆ   TNERggMgS T , (4)
iHNg  , (5)

mPgT T  . (6)
Здесь, как и ранее, qg  .

Обратимся к системам уравнений (1)-(3) и (4)-(5). Рассмотрим 
функционалы, для которых эти уравнения являются необходимыми 
условиями оптимума. Эти функционалы имеют следующий вид:

для уравнений (1)-(3):

  T dtmiyxfmiyxF 0 ),,,,,,,(),,,,,,,(  , (7)
где

 
   
    


































mPyTmPxT

iHNyiHNx

mmiiyxERyxyRx

MyyMxxSyyxSx

f

TTTT

TT

TTTTT

TTTT

22

22
2

)(
(.)






, (8)

q=x+y,  ,   ; (9)

для уравнений (4)-(5):

  T dtmiwvfmiwvF 0 ),,,,,,,(),,,,,,,(  ,           (10)
где

 
   
   







































mPwTmPvT

iHNwiHNv

mmii

wvERwwRvv

MwvwMvSwvwSv

f

TT

TT

TTT

TTTT

22
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2

)(

ˆˆ

(.)





 ,           (11)

g = v + w,  ,   .           (12)
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Фиг. 3. Пример электрической цепи общего вида
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2. Безусловная электрическая цепь с 
трансформаторами Денниса.
Электрическую цепь, у которой   01  , в дальнейшем будем 

называть безусловной. Пример такой цепи показан на фиг. 3. 
Системы уравнений (1)-(3) и (4)-(5) могут быт упрощены при 
  01  , т.к. в этом случае все потенциалы   mi ,  и 
могут быть исключены:

    0 PqTTHqNNEqRqMSq TT  ,
    0ˆ  PgTTHNgNERggMgS TT  .

После приведения подобных, получаем (1.7) и (2.2), где
 

 .,

,,

PTHNEEMM

TTNNRRSS

T

TT








        (13)

Таким образом, безусловная электрическая схема с матрицей ТД 
описывается уравнениями (1.7) и (2.2). Эти уравнения идентичны 
уравнениям для RCL-цепей и для рассматриваемых цепей 
существуют функционалы, для которых данные уравнения являются 
необходимыми условиями оптимума. Эти функционалы имеют 
следующий вид

 для уравнения (1.7) - функционалы (1.1), (1.2),
 для уравнения (2.2) - функционалы (2.6), (2.7),

причем в этих формулах скалярные величины S, R, L, E заменены 
на матрицы S R M E, , , , определенные по (13).

Таким образом функционалы для безусловной электрической 
цепи имеют безусловный оптимум. При   безусловная 
электрическая цепь аппроксимирует обычную электрическую цепь с 
теми же параметрами (напряжениями и токами), но при  . 
Другими словами, режим безусловной электрической цепи при 

 . стремится к режиму аппроксимируемой электрической 
цепи Следовательно, расчет электрической цепи может быть 
заменен расчетом безусловной электрической цепи при достаточно 
больших  . Этот способ будет использован в дальнейшем.
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3. Электрическая цепь с 
интегрирующими трансформаторами.
Интегрирующий трансформатор описывается следующими 

соотношениями:

112 qtqtq  ,

221 etete  ,
где tt ,  - коэффициенты трансформации. В дальнейшем будем 
обозначать такой трансформатор абревиатурой ИT. Для ИT 
выполняется следующее соотношение:

22221111 etqetqetqetq  .
В частности, если токи и напряжения являются синусоидальными 
функциями, то

   tjteqtjteq   2211

или
2211 eqeq  .

Таким образом, ИT не меняет активную мощность мощность цепи.
В цепях синусоидального тока ИT представляет собой 

трансформатор с комплексным коэффициентом трансформации 
 tjt   . Следует отметить, что такие трансформаторы широко 
применяются в трехфазных энергетических системах, где они 
реализуются путем некоторой комбинации обмоток, включенных в 
различные фазы. Для однофазных цепей синусоидального тока не 
существует физической реализации ИT (также, впрочем, как и не 
существует физической реализации TД). Очевидно, ИT при 0t  
превращается в TД.

Рассмотрим специальную матрицу ИТ, аналогичную 
специальной матрице ТД, используя те же обозначения. Для 
матрицы ИT справедливы следующие соотношения:

  ,, 21   TTWttW
k

kjkkjkj

  ,, 21 qTqTJqtqtJ TT

j
jjkjjkk 

qWJ  .

Матрицы 21, TT  имеют следующий вид:

53



Глава 3. Специальные трансформаторы в цепях переменного тока
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

Второй закон Кирхгофа для ветвей электрической цепи с ИТ 
принимает следующий вид:

021   TTNEqRqMSq T ,           (14)
Первый закон Кирхгофа в данном случае принимает 

следующий вид для обычных и трансформаторных узлов 
соответственно:

iHqN  ,           (15)
mPqTqT TT  21 .           (16)

Запишем эти же законы в виде интегральных уравнений:
0ˆ 21   TTNERggMgS T ,           (17)

iHNg  ,           (18)
mPgTgT T  21 .           (19)

Здесь, как и ранее, qg  .
Обратимся к системам уравнений (14)-(16) и (17)-(19). 

Рассмотрим функционалы, для которых эти уравнения являются 
необходимыми условиями оптимума. Эти функционалы имеют 
следующий вид:

для уравнений (14)-(16):

  T dtmiyxfmiyxF 0 ),,,,,,,(),,,,,,,(  ,
где

 
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 
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
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,
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q=x+y,  ,   ;

для уравнений (17)-(19):

  T dtmiwvfmiwvF 0 ),,,,,,,(),,,,,,,(  ,
где
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
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

mPwTwT
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f
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TTT

TTTT
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21
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2
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ˆˆ

(.)








,

g = v + w,  ,   .

Системы уравнений (14)-(16) и (17)-(19) для безусловной 
электрической цепи могут быть упрощены при   01  , т.к. в этом 
случае все потенциалы   mi ,  и могут быть 
исключены:

 
    ,0212211 



PqTqTTPqTqTT

HqNNEqRqMSq
TTTT

T





 
    .0

ˆ

212211 



PgTgTTPgTgTT

HNgNERggMgS
TTTT

T





Для синусоидальных токов имеем: ., 22 ggqq    Тогда 
два последних уравнения после приведения подобных 
превращаются в уравнения (1.7) и (2.2), где

 
 

  .
,

,
,

21

2112

22
2

11

PTPTHNEE
TTTTMM

TTTTNNRR
SS

T

TT

TTT














       (20)
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Дальнейшие рассуждения полностью аналогичны тем, которые 
приведены для цепей с ТД. Отличие заключается только в том, что 
вместо формулы (13) применяется формула (20). В этом общем 
случае безусловная цепь отличается от реальной цепи тем, что в 
обычных и трансформаторных узлах реальной цепи узловые токи 
раны нулю, а в безусловной цепи эти токи отличаются от нуля – см. 
(15) и (16). В дальнейшем эти токи будем называть методической 
ошибкой первого закона Кирхгофа или невязкой в уравнениях (15) и (16). 
Эта ошибка тем меньше, чем больше  . Следствием этого является 
отклонение вектора q  в безусловной цепи от того же вектора q  в 
реальной цепи, что эквивалентно некоторой невязке в уравнении (14) 
для реальной цепи.
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Глава 4. Обобщенный 
функционал

1. Обобщенный функционал для 
безусловной электрической цепи
Из вышеизложенного следует, что принцип экстремума 

функционала (1.1, 1.2) от расщепленной функции зарядов x и y 
приводит к такому их распределению, при котором указанный 
функционал максимизируется в функции от x и минимизируется в 
функции от y. При этом сумма оптимальных значений x и y равна 
наблюдаемой функции зарядов q. Аналогично, принцип экстремума 
функционала (2.6, 2.7). от от расщепленной функции токов v и w 
приводит к такому их распределению, при котором указанный 
функционал максимизируется в функции от v и минимизируется в 
функции от w. При этом сумма оптимальных значений v и w равна 
наблюдаемой функции токов q. Таким образом, в безусловной 
электрической цепи объективно устанавливается безусловный 
экстремум функционала зарядов (1.1, 1.2) и безусловный экстремум 
функционала токов (2.6, 2.7). Следствием оптимизации являются 
уравнения второго закона Кирхгофа для зарядов (1.7) и токов (2.2) 
соответственно. При этом предполагается, что в этих формулах 
скалярные величины S, R, L, E заменены на матрицы 
S R M E, , , , вычисленные по (3.13). Для наглядности объединим 

эти формулы в табл. 1. 
Оба функционала (1.1) и (2.6) оптимизируются одновременно. Это 

означает, что выполняется поиск таких функций qg  , 
оптимальные значения которых доставляют оптимум этим 
функционалам одновременно. Это, в свою очередь, означает, что 
любое отклонение функций qg   от оптимального значения 
(даже в сторону улучшения значения одного из функционалов) 
приводит к тому, что значение другого функционала ухудшается.
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Таблица 1.
Перемен-

ные
Номер

формулы
Формула

1.1
 T dtyxfyxF 0 ),(),(

1.2


















)()(

)()(
),(

2222

yxEyxyxR

yxLyxS
yxf

1.7 0 EqRqLSq

заряды

1.8 q = x + y
2.6

 T dtwvfyxF 0 ),(),(

2.7


















)()(

)()ˆˆ(
),( 22 wvEwvR

wvwvLwvwvS
wvf

2.2 0ˆ  ERggLgS

токи

2.5 g = v + w

Ниже будем обозначать
h(t) - функция от времени t,
  - оператор дифференцирования, 

)(h  - изображение функции h(t).
Одновременность оптимизации двух функционалов с 

процедурной точки зрения означает следующее.
1) Каждый шаг начинается с равных значений функций qg  . 

При этом градиенты обоих функционалов по функциям qg ,  
совпадают (см. (2.2), (1.7)) и равны

EqRqMqSp  . (1)

2) Шаги по функционалам ,, 21 aa  должны быть такими, чтобы 
новые значения функций также были равны; для этого должно 
удовлетворяться условие gq   или papa 21  , т.е.

21 aa  . (2)
3) Переменные qg   должны быть вдвое меньше тех значений, 

которые они имели при раздельной оптимизации. Тогда их сумма в 
результате оптимизации обобщенного функционала будет равна 
искомой функции. Из физических соображений ясно, что все токи 
в электрической цепи уменьшаться вдвое, если все э.д.с. всех 
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источников э.д.с. уменьшить вдвое и все токи всех источников тока 
уменьшить вдвое. Следовательно, для определения шага должны 
вычисляться величины 21, AA   в зависимости от 2,,, EMRS , а 

не величины 21, AA , которые вычисляются в зависимости от 

EMRS ,,, . 
4) Таким образом, если при раздельной оптимизации шаги 

определялись из условий

,0)(,0)(
222

2
111

1








 aBA
a
gFaBA

a
qF nn (3)

то при одновременной оптимизации шаги (с учетом (2)) должны 
вычисляться из условия

0),(
122111

1



 aBAaBA

a
gqF nn  . (4)

Отсюда следует
 

21

21
1 BB

AAa



 (5)

или
 

21

21
2 BB

AAa






 . (6)

5) Как следует из (1.13а) и (2.14a), при одновременной 
оптимизации приращения функций должны определяляться по 
формуле

pagpaq 21 2,2  . (9)
Таким образом, из (1.9), (6) и (9) получаем

 p
BB
AAq
21

212






 ,           (10)

Итак, при одновременной оптимизации в каждой итерации
 Вычисляется градиент p по (1.7) при данной функции q или, что 

одно и тоже, - по (2.14) при данной функции qg  ; этот 
градиент является общим для обоих функционалов и 
определяется по (1).

 Вычисляются основные коэффициенты 2211 ,,, BABA  
соответственно по формулам (1.12), (1.11), (2.13), (2.12); в этих 
формулах должна быть произведена замена E  на 2E .
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 Определяется приращение искомой функции тока по формуле 
(10).
Запишем формулы для основных коэффициентов, входящих в 

формулу (10):

  





























 T

TT

TT
dtpE

pRqpRq

pMqpSq
A 01 22

,         (11a)

   T TT dtpMppSpB 01 2 ,        (11b)

dtpEqRp
qMpqSp

qMpqSp
A T T

TT

TT

 















































02 2
2

ˆˆ
,        (11n)


T

T pdtRpB
0

2 2 .       (11m)

В общем случае для вычисления по формуле (10) необходимо
1. перейти от функции p  к ее изображению p ,
2. по формуле (10) найти изображение q ,
3. перейти от изображения q  к функции q .

Из (11a) и (11n) следует, что входящая в формулу (10) величина
 21 AAA         (11r)

может вычисляться по формуле

     



  T TTTT dtpEpRqpRqqSpqSpA 0 ˆ

2
1  (11s)

Из (1.5, 2.8) следует, что для существования оптимума обобщенного 
функционала достаточно, чтобы матрицы RM ,

 

были 
положительно полуопределенными. 

Снова рассмотрим функционал 

  
T

TTTT dtEqqRqqMqqSqqF
0

2)(        (12)

с подынтегральной вектор-функцией q. Вариация этого 
функционала имеет, очевидно, вид

.EqMqSp 
Мы же будем вычислять вариацию по формуле

EqRqMqSp            (13)
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и будем называть ее квазивариацией функционала (12). Очевидно, 
все компоненты формул (10, 11) 

 

зависят только от квазивариации и 
ее компонент. При этом полученные результаты можно 
сформулировать в виде следующей теоремы.

Теорема 1. Рассматривается функционал (12) с положительно 
полуопределенными матрицами RM ,  и его квазивариация (13). 
Движение в этом функционале по направлению (10, 11) 

 
эквивалентно движению к глобальным седловым точкам двух 
вторичных функционалов с подинтегральными функциями


















)(
),(

yxEyRxyRx

yMyxMxySyxSx
yxf

TTT

TTTT
,        (14)


















)(

ˆˆ
),(

wvEwRwvRv

vMwwMvwSvwSv
wvf

TTT

TTTT

.
При этом стационарные значения функций wvyxq ,,,,  
удовлетворяют условиям 

ooooooooo wvyxqwvyx  , ,
а уравнение стационарного значения имеет вид

0 EqRqMqS .           (15)
Следствие 1. Рассматривается функционал (14) и вторичный 

относительно него функционал (12), а также квазивариация 
вторичного функционала (13). Необходимыми условиями 
существования седловой линии функционала (14) является 
равенство нулю квазивариации (13),  где yxq  .

2. Достаточные условия существования 
экстремума обобщенного функционала
Рассмотрим подробнее достаточные условия экстремума 

функционала (1.1) с подинтегральной функцией (1.2). Аргументами 

этой функции являются вектор-функции yx, . В разделе 1 

показано, что для электрической цепи матрица М является 
положительно определенной. В функционал эта матрица входит с 
отрицательным знаком. Следовательно, экстремаль для 
функционала (1.1, 1.2) доставляет ему глобальный слабый максимум по 
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функции x  и - глобальный слабый минимум по функции y. Если 
матрица М является отрицательно определенной, то экстремаль для 
функционала (1.1, 1.2) доставляет ему глобальный слабый минимум по 
функции x и - глобальный слабый максимум по функции y. Таким 
образом, в общем случае экстремаль функционала (1.1, 1.2) 
существует, если матрица М является знакоопределенной.

Таблица 2.
№ Достаточное 

условие, 
определяющее

R S M

1 Сильный 
оптимум

Знакоопре-
деленная

или
отсутствует

Знакоопре-
деленная

Отсутствует

2 Сильный 
оптимум

Знакоопре-
деленная

Знакоопре-
деленная

или
отсутствует

Отсутствует

3 Слабый 
оптимум

Знакоопре-
деленная

Безразлично Знакоопре-
деленная

При М=0 для определения достаточных условий сильного 
оптимума необходимо рассмотреть матрицу S. В электрической 
цепи матрица S является положительно определенной. В функционал 
эта матрица входит с положительным знаком. Следовательно, 
экстремаль для функционала (1.1, 1.2) доставляет ему глобальный 
сильный максимум по функции x и - глобальный сильный минимум по 
функции y. Если матрица S является отрицательно определенной, то 
экстремаль для функционала (1.1, 1.2) доставляет ему глобальный 
сильный минимум по функции x и - глобальный сильный максимум по 
функции y. Таким образом, в общем случае экстремаль 
функционала (1.1, 1.2) существует, если матрица S является 
знакоопределенной.

Рассмотрим теперь подробнее достаточные условия экстремума 
функционала (2.6) с подинтегральной функцией (2.7). Аргументами 
этой функции являются вектор-функции wv, . В электрической 
цепи матрица R является положительно определенной. В функционал 
эта матрица входит с положительным знаком. Следовательно, 
экстремаль для функционала (2.6, 2.7) доставляет ему глобальный 
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слабый максимум по функции v и - глобальный слабый минимум по 
функции w. Если матрица R является отрицательно определенной, то 
экстремаль для функционала (2.6, 2.7) доставляет ему глобальный 
слабый минимум по функции v и - глобальный слабый максимум по 
функции w. Таким образом, в общем случае экстремаль 
функционала (2.6, 2.7) существует, если матрица R является 
знакоопределенной.

Для обобщенного функционала (когда функционалы (1.1, 1.2) и 
(2.6, 2.7) оптимизируются одновременно) должны выполнятся 
достаточные условия существования экстремалей для функционалов 
(1.1, 1.2) и (2.6, 2.7). В табл. 2 перечислены достаточные условия в 
зависимости от вида этих матриц M, S, R.

3. Обобщенный функционал для 
электрической цепи общего вида.
Таблица 3.

Пере-
менные

Номер
формулы

Формула

1.1
 T dtyxfyxF 0 ),(),(

1.24

    

























HyNHxN

yxERyxyRx

yMyxMxSyySxx

yxf
TT

TTT

TTTT

22

)(),(



1.14 0 TNEqRqMSq
1.15 0 HqN

заряды

1.8, 19 q = x + y, 
2.6  T dtwvfyxF 0 ),(),(

2.22

    























HNwHNv
wvERwwRvv

LwvwLvSwvwSv

wvf TTT

TTTT

22
)(

ˆˆ

),(


2.15 0ˆ  TNERggMgS
2.16 0 HNg

токи

2.5, 2.17 g = v + w, 
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Из вышеизложенного следует, что в электрической цепи 
объективно устанавливается экстремум функционала зарядов (1.1, 
1.24) и экстремум функционала токов (2.6, 2.22) при ограничениях 
(1.15) и (2.16) соответственно. Следствием оптимизации являются 
уравнения (1.14) или (2.15). При этом предполагается, что в этих 
формулах скалярные величины S, R, L, E заменены на матрицы 

EMRS ,,, , вычисленные по (3.13). Для наглядности объединим 

эти формулы в табл. 3.
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Глава 5. Алгоритмы раcчета 
электрических цепей

1. Общий алгоритм
Результаты, полученные в главе 4, могут быть использованы для 

расчета электрических цепей. В общем случае вычисления 
выполняются по следующему алгоритму градиентного поиска.

Алгоритм 1. Общий случай.
1. устанавливаются 0,0,0  qqq .
2. вычисляется градиент p по формуле (4.1);
3. определяется норма p  градиента p;

4. при p  расчет заканчивается с определенным ранее 
значением q;

5. вычисляются основные коэффициенты по формуле (4.11);
6. определяется изображение p  по оригиналу p ;
7. определяется изображение приращения тока по формуле (4.10);
8. определяется оригинал приращения тока q  по 

изображению q ;
9. вычисляется новое значение тока qqq  ;
10.пункты 2-9 повторяются.
Для расчета линейных электрических цепей переменного тока 

по этому алгоритму можно использовать, естественно, компьютер 
общего назначения. С целью ускорения расчета целесообразно 
применить матричный процессор, поскольку в алгоритме большая 
часть операций выполняется с матрицами. Вместе с тем важно 
отметить, что в алгоритме отсутствует обращение матриц, что 
уменьшает время вычислений и объем используемой оперативной 
памяти.

В частных случаях формулы для вычисления основных 
коэффициентов 2211 ,,, BABA   и приращения тока q  
упрощаются. Ниже рассматриваются наиболее распространенные 
виды функций и модификации общего случая вычислений для этих 
функций.
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2. Cистема линейных дифференциальных 
уравнений
2. 1. Способ 1. Вышеприведенные результаты можно 

интерпретировать как метод решения системы дифференциальных 
уравнений второго порядка вида (4.15) относительно переменной 
q(t). Решаемая система должна иметь вид

0 dcxxbxa , (1)
где

x – вектор неизвестных,
a, b, c - данные положительно определенные квадратные 

матрицы,
d - данный вектор.

Полагая dEcSbRaMxq  ,,,, , из (3.20) находим 
параметры электрической цепи, которая моделирует данную 
систему дифференциальных уравнений второго порядка.

В частности, электрическая цепь может моделировать систему 
дифференциальных уравнений первого порядка

0 dbxxa . (2)
Полагая dESbRaMxq  ,0,,, , из (3.20) находим 
параметры электрической цепи, которая моделирует данную 
систему дифференциальных уравнений первого порядка.

Из раздела 4.4 следует, что решение системы (4.15) эквивалентно 
минимизации функционалов (16) и (17) при ограничении (4.15). 
Следовательно, решение системы (1) эквивалентно минимизации 
функционалов вида

   T TTT dtxdxaxxcxxF 01 2)( , (3)

   T TT dtxdxbxxF 02 2)( (4)
при ограничении (1). При хорошо определенной системе (1) 
оптимизация фактически отсутствует, т.к. решение является 
единственным. Рассмотрим преобразования плохо определенных 
систем, которые позволяют сформулировать критерии (3) и (4), 
имеющие естественную математическую интерпретацию.

Недоопределенная система. В такой системе количество 
уравнений меньше количества переменных. В этом случае систему 
(1) можно дополнить уравнением вида

0 xmxnxk TTT , (5)
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где mnk ,,  – векторы заданных весовых коэффициентов. При 
этом система (1) преобразуется к виду

0
0


d

x
m
c

x
n
b

x
k
a , (6)

а функционалы (3) и (4) примут вид:
   T TTTTT dtxdxkxxmxxaxxcxxF 01 2)( ,

   T TTT dtxdxnxxbxxF 02 2)( .
При относительно больших весовых коэффициентах mnk ,,  
последние функционалы принимают вид

   T TT dtxkxxmxxF 01 )( , (7)

   T T dtxnxxF 02 )( . (8)
Эти функционалы соответствуют минимизации взвешенной суммы 
квадратов переменных и их производных. Заметим, что матрицы 

mn,  должны дополнять матрицы ba,  до квадратных матриц 

n
b

m
a

, .

Переопределенная система. В такой системе количество 
уравнений больше количества переменных. В этом случае систему 
(1) можно преобразовать к виду

0
000









 d
y
x

m
c

y
x

n
b

y
x

k
a , (9)

где у – вектор дополнительных переменных, mnk ,,  – матрицы 
заданных весовых коэффициентов при дополнительных 
переменных. При этом функционалы (3) и (4) примут вид:

   T TTTTT dtxdykyymyxaxxcxxF 01 2)( ,

   T TTT dtxdynyxbxxF 02 2)( .
При относительно больших весовых коэффициентах mnk ,,  
последние функционалы принимают вид

   T TT dtykyymyxF 01 )( ,          (10)

   T T dtynyxF 02 )( .          (11)
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Эти функционалы соответствуют минимизации взвешенной суммы 
квадратов невязок по переменным и их производным. Заметим, что 
матрицы mn,  должны дополнять матрицы ba,  до квадратных 

матриц 
n

b
m

a
0

,
0 .

2.2. Способ 2. Рассмотрим функционалы (1.1, 1.2), (2.6, 2.7), где 
скалярные величины S, R, L, E заменены на матрицы S, R, М, E. 
Оптимизация этих функционалов при ограничениях

0 HqN ,          (12)

0 PqTqT TT          (13)
(см. (3.15, 3.16) или (3.18, 3.19)) эквивалентна (как показано выше) 
безусловной оптимизации тех же функционалов, где скалярные 
величины S, R, L, E заменены на матрицы EMRS ,,, , 
определенные по (3.20), если  .

Рассмотрим некоторый частный случай, когда

0,0,0,0,0  NMSRE .

и переобозначим .,,, PcTaTbqx TT   При этом 
уравнение (13) примет вид уравнения

cxbxa           (14)
а из (3.20) получим:

 
 .ˆ,

,,

cabcEbaM

bbaaRbaS
T

TTT







          (15)

Таким образом, уравнение (14) заменяется  на уравнение вида

      0ˆ  cabcxbbaaxxba TTT .          (17)
Одновременно с решением этого уравнения минимизируются 
функционалы (4.16) и (4.17), которые в данном случае принимают 
следующий вид:

    T TTTTT dtxcabcxbaxbxaxxF 01 ˆ2)( ,          (18)

      T TTTT dtxcabcxbbaaxxF 02 ˆ2)( ,          (19)
При хорошо определенной системе уравнений (14) она и система 
уравнений (17) имеют единственное решение. Рассмотрим случаи, 
когда система уравнений (14) плохо определенна.
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Недоопределенная система. В такой системе количество 
уравнений меньше количества переменных и существует множество 
решений. Однако, благодаря тому, что в данном методе 
минимизируются функционалы (18) и (19), из множества решений 
выбирается единственное. Это решение минимизирует 
квадратичные формы (18) и (19).

Переопределенная система. В такой системе количество 
уравнений больше количества переменных и система (14) не имеет 
ршения. Однако, благодаря тому, что в данном методе решение 
системы (14) заменяется на решение системы (17), опеределяется 
некоторое решение, в котором минимизируются функционалы (18) 
и (19). Это решение удовлетворяет системе (14) с некоторой невязкой 
- см. раздел 3.3. Как видно из (18) и (19), эта невязка такова, что 
неточное решение минимизирует квадратичные формы (18) и (19).

3. Взаимооперабельные функции

Рассмотрим функции )(),( 21 tftf  определенного вида, для 
которых справедливы следующие соотношения:

  TT dttftfdttftf 0 210 21 )()()()( 
, (1)

  TT dttftfdttftf 0 21
2

0 21 )()()()( 
, (2)

  TT dttftfdttftf 0 21
2

0 21 )()()()( 
, (3)

  TT dttftfdttftf 0 210 21 )()()()(
, (4)

  TT dttftfdttftf 0 210 21 )()()()(ˆ
. (5)

Для сокращения дальнейшего изложения назовем такие функции 
взаимооперабельными. Легко убедиться, что к таким функциям 
относятся прежде всего экспоненты вида teutf  )( , где   – 
действительное или комплексное число. Также к этому классу 
функций относятся синус и косинус, гиперболические синус и 
косинус, суммы этих функций и экспонент. Кроме того, к этому 
классу относятся функции вида  tetf t  Sin)(  , где   – 
действительное или комплексное число, что следует из 
соотношения
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 
j
eetetf

jj
t

2
Sin)(


 

 
 . (6)

Ниже будет показано, что функции тока, возникающего в 
электрической цепи после приложения ступенчатого напряжения, 
также являются взаимооперабельными.

Для взаимооперабельных функций формулы (4.11) упрощаются 
и принимают следующий вид:

 







 T TT dtpEpMqpSqA 01 2

,

   T TT dtpMppSpB 01 2 ,

dtpEqRpA T T 









02 2
,


T

T pdtRpB
0

2 2

или
       T TT TT T dtqRpdtpMqdtpEpSqAA 00

2
021  ,

    




   

T T TT dtpMpdtpSpB 0 0
2

1 2  ,


T

T pdtRpB
0

2 2 .

Формула (4.10) при этом принимает следующий вид:

p
pdtRppdtMppdtSp

pdtEpdtRqpdtMqpdtSq
q T

TT T TT

T TTT TT T







 

  




0
0 0

2

0 00

2

0

или
  
 

p
pdtRMSp

pdtERMSq
q T T

T T








 





0

2

0

2

.

Учитывая формулу для градиента р окончательно получаем

 
p

pdtRMSp

pdtp
q T T

T T








 


0

2

0 . (7)

В частности, при 0,0  MS  имеем:
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ppdtRppdtpq T TT T 




  00

.          (7а)

Важно отметить, что вид функций q и p не изменяется при переходе 
от  итерации к итерации.

4. Синусоидальные функции
В том случае, если напряжения и токи источников являются 
синусоидальными функциями с круговой частотой , алгоритм 1 
упрощается. В данном случае функции от времени заменяются 
комплексными числами (обозначаемыми теми же символами). При 
этом определенный интеграл заменяется на скалярное 
произведение:

  baDdtbDaT T  


0 ,

Здесь верхний предел в интеграле 2T , а символом   
обозначена операция покомпонентного скалярного умножения 
комплексных векторов и сложения полученных произведений. 
Результатом такой операции является действительное число.

При этом имеем:

pqDDpdtqdtpDq
T

T
T

T   
2

00
, (1)

pqDjdtpDqDpdtq
T

T
T

T   


00
, (2)

pqDDpdtqdtqDp
T

T
T

T   


00
ˆ ,

  0)(0 
T TT dtqRpqRp ,

  0ˆ
0 
T TTTT dtqMpqSpqMpqSp .

Поскольку в формуле (4.10) присутствует отношение интегралов, 
множитель   может быть отброшен и все интералы заменяются 
на скалярные произведения.

Из (4.1) находим
  EqRjMSp  2

или
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EgRXjp 













, (3)

где
 MSX 2 . (4)

Принимая во внимание (1, 2), находим, что снусоидальные 
функции являются взаимооперабельными. Поэтому можно 
воспользоваться формулой (5.3.7), откуда получаем:

  p
pRpjXp

ppjg






 . (5)

По формуле (5) можно вычислять g  непосредственно (без 
применения операционного исчисления).

Пример 1. Одна ветвь. Если имеется только одна ветвь, то из 
(5) получаем:

RjX
pjg






 . (6)

В первой итерации Epg  ,0  и из (6) следует, что 

 RjX
Ejg





 , откуда следует известная формула 
Z
Eg  , где









 RMj

j
SZ 


. 

Вообще, если на некоторой итерации 
1Z

Eg  , то 
1Zj

Eq


  и

    nEE
Zj

ERjXEqRjXp 
1

 ,

где  
1

1
Zj

ZjRjXn


 
 , и, далее, по формуле (6)

   RjX
nEj

RjX
pjg














 .

Таким образом, новое значение функции 

 
  E

Zj
ZjRjX

RjX
j

Z
Eg

Z
Eggg

1

1

11

1:




 





 ,

т.е., как и после первой итерации, 
 RjX

Ejg





 .
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Интегралы (4.16) и (4.17) в данном случае с учетом (1) и (2) 
принимают вид:

     qEMSqqF  22
1 


 ,  (7)

    qjERqqF  22  . (8)

5. Cистема линейных алгебраических 
уравнений
Вышеприведенные результаты для линейных 

дифференциальных уравнений и для электрических цепей 
синусоидального тока можно интерпретировать как метод решения 
системы линейных алгебраических уравнений с комплексными 
коэффициентами. 

5. 1. Способ 1. 
Решаемая система должна иметь вид 

  cxjba  , (1)
где

x – вектор комплексных неизвестных,
a, b - данные квадратные матрицы,
с - данный вектор.

Полагая   cEaMSXbRxq  ,,, 2 , из (3.20) 
находим параметры электрической цепи, которая моделирует 
данную систему линейных алгебраических уравнений с 
комплексными коэффициентами уравнений. На каждой итерации 
новое значение заряда определяется по формуле 

  p
pjpbpa

ppxx



: ,

которая следует из (5.4.5). Градиент, по которому производится 
движение к оптимуму определенного функционала, при этом имеет 
вид   cxjbap  . При движении к оптимуму норма этого 

градиента p  уменьшается. На фиг. 1 показан типичный график 

зависимости p  от номера итерации - см. также функции test2, 
test3, testN.
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Фиг. 1.

На фиг. 2 показан для того же случая график зависимости plog  
от номера итерации 

Фиг. 2.

Пример 1. Программа SinLin решения системы линейных 
уравнений с комплексными коэффициентами вида Z*q=E дана 
в приложении.
О сходимости
Как следует из раздела 4.2, итерационный процесс сходится, если 

матрицы M и R являются знакопределенными (положительно или 
отрицательно).
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Пример 1в. На фиг. 3 показан пример, как расходится процесс 
при решении трех уравнений с комплексными коэффициентами 
системе MATLAB. Здесь матрица M не является знакопределенной, 
процесс расходиться и прекращается, когда ошибка в 100 раз 
превышает ошибку в начале итерации – см. функцию test3r, 
которая использует функцию SinLin. 

Фиг. 3.

О быстродействии и точности. 
Пример 1с. Сравнение результатов решения N уравнений с 
комплексными коэффициентами системе MATLAB по данному 
и традиционному алгоритмам - см. соответственно функции 
testNv, testNe. Параметр comp служит для сравнения по 
точности и вычисляется по формуле

qt = Z\E;
nqt=norm(qt);
nq=norm(q);
comp=abs((nqt-nq)/nqt);

На фиг. 4 приведены графики зависимости количества 
итераций и ошибки comp от размерности N при фиксированой 
величине maxEr. Видно, что, во-первых, comp < maxEr и, во-
вторых, количество итераций пропорционально размерности N. 

На фиг. 5 приведены графики зависимости количества 
итераций и ошибки comp от заданной величины maxEr при 
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фиксированой размерности N. Видно, что, во-первых, comp 
пропорционально maxEr и, во-вторых, количество итераций 
пропорционально maxEr.

Таким образом,  
 comp ~ maxEr,
 comp пропорционально maxEr,
 количество итераций пропорционально maxEr,
 количество итераций пропорционально размерности N.

Фиг. 4.

Рассмотрим теперь в соответствии с разделом 2 решение плохо 
определенных систем вида (1). Интегралы (5.4.7) и (5.4.8) в данном 
случае принимают вид:

    qcaxqF T  21 
 , (2)

    xjcbxqF T  22  . (3)
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Фиг. 5.

Недоопределенная система. В такой системе количество 
уравнений меньше количества переменных. В этом случае систему 
(1)  можно дополнить уравнением вида

  0 xmjn TT , (4)
где mn,  – матрицы заданных весовых коэффициентов. При этом 
система (1) преобразуется к виду

0
c

x
n
b

jx
m
a

 , (5)

а функционалы (2) и (3) при относительно больших весовых 
коэффициентах примут вид следующих функций:

xmxxF T )(1 , (6)

xnxxF T )(2 . (7)
Эти функции соответствуют минимизации взвешенной суммы 
квадратов переменных. Заметим, что матрицы mn,  должны 

дополнять матрицы ba,  до квадратных матриц 
n
b

m
a

, .

Переопределенная система. В такой системе количество 
уравнений больше количества переменных. В этом случае систему 
(1)  можно преобразовать к виду
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c
y
x

n
bj

y
x

m
a 

00 , (8)

где у – вектор дополнительных переменных, mn,  – матрицы 
заданных весовых коэффициентов при дополнительных 
переменных. При этом функционалы (2) и (3) при относительно 
больших весовых коэффициентах примут вид следующих 
функций:

ymyxF T )(1 , (9)

ynyxF T )(2 .           (10)
Эти функции соответствуют минимизации взвешенной суммы 
квадратов невязок. Заметим, что матрицы mn,  должны дополнять 

матрицы ba,  до квадратных матриц 
n

b
m

a
0

,
0 .

5. 2. Способ 2. 
Рассмотрим теперь в соответствии с разделом 2 решение плохо 

определенных систем вида (5.2.14). Интегралы (5.2.18) и (5.2.19) в 
данном случае принимают вид следующих функций:

  x
j
bcacabxxF

T
TT 



























 21)( 2

1 ,          (11)

  x
j
bcacbbaaxxF

T
TTT 
























 2)(2 ,          (12)

или

  xc
j
abbaxxF TT 






















 21)( 2

1 ,          (13)

  xc
j
abjbbaaxxF TTT 






















 2)( 2

2 .        (14)

или, при 1 ,
   xcbjabaxxF TT  2)(1 ,          (15)

     xcjbabbaaxxF TTT  2)(2  .          (16)
Решение системы (5.2.14) при минимизации этих функций 
эквивалентно решению системы (5.2.17), которая в данном случае 
принимает следующий вид:

78



Глава 5. Алгоритмы раcчета электрических цепей

    01 2 







 c

j
abxbbaajbxa TTT


           (17)

или, при 1 ,
    0 cjabxbbaaj TT .

или, наконец,
    0 cjbaxbbaa TT .           (18)

Можно заметить, что уравнение (18) отличается от уравнения 
(5.2.14) множителем  jba  . При хорошо определенной системе 
уравнений (5.2.14) она и система уравнений (18) имеют 
единственное решение. Рассмотрим случаи, когда система 
уравнений (5.2.14) плохо определенна.

Заметим еще, что в уравнении с действительными 
коэффициентами b=0, уравнение (18) принимает вид

0 acxaaT ,           (19)
а минимизируемая (16) функция принимает вид

  xacaaxxF TT  2)(2  .           (20)

Недоопределенная система. В такой системе количество 
уравнений меньше количества переменных и существует множество 
решений. Однако, как показано выше, решение, полученное 
данным методом, минимизирует квадратичные формы (15) и (16).

Переопределенная система. В такой системе количество 
уравнений больше количества переменных и система (5.2.14) не 
имеет ршения. Однако, как показано выше, в данном методе 
находится решение с некоторой невязкой, которое минимизирует 
квадратичные формы (15) и (16).

Итак, для решения системы (5.2.14) данным способом 
необходимо преобразовать ее в систему (18). Это правило 
применимо при любой системе (5.2.14) – хорошо 
определенной, недоопределенной, переопределенной.

Пример 2. Программа SinLin2 решения плохо определенной 
системы линейных уравнений с комплексными 
коэффициентами вида (a+j*b)*q+c=0 дана в приложении.
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5.3. О матричном процессоре
Известно, что 75% всех расчетных математических задач 

сводится к решению задач линейной алгебры [19]. Среди этих задач 
большую часть составляют задачи решения системы линейных 
уравнений с (вообще говоря) комплексными коэффициентами. 
Можно без преувеличения сказать, что матричные процессоры 
обязаны своим появлением именно этим задачам. Однако в этих 
задачах только умножение матриц идеально сочетается с 
возможностью параллельных вычислений на матричных 
процессорах. Другие операции, необходимые для приведения 
линейной системы к виду, удобному для итераций, или для 
обращения матриц [20], плохо распараллеливаются. Это 
обстоятельство наряду большой стоимостью матричных 
процессоров служит тормозом к их распространению.

Предлагаемый выше метод и алгоритмы решения системы 
линейных уравнений с комплексными коэффициентами (в т.ч., 
недоопределенных и переопределенных) использует только 
умножение векторов. При этом специализированный (для этой 
задачи) матричный процессор существенно упрощается и легко (без 
существенных аппаратных затрат) реализуется конвейерная 
обработка данных.

Из вышеизложенного следует (см. функцию SinLin в примере 
1), что при решении системы линейных уравнений с комплексными 
коэффициентами предлагаемым методом используются только 
следующие операции с комплексными векторами и матрицами: 
сложение и вычитание векторов:

1. умножение векторов,
2. сложение и вычитание матриц,
3. умножение матриц,
4. вычисление нормы вектора x

Очевидно, 
 сложение и вычитание матриц (3) распадается на сложение и 

вычитание векторов (1),
 умножение матриц (4) распадается на умножение векторов 

(2),
 вычисление нормы вектора (5) распадается на умножение 

векторов (2) и сложение векторов (1).
Таким образом, для решения системы линейных уравнений 

можно построить матричный процессор, в котором должны быть 
предусмотрены только операции (1, 2). Вычисление обратной 
матрицы отсутствует. Реализация такого матричного процессора не 
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представляет сложности для специалиста. Этот процессор должен 
содержать только сумматоры и осуществлять конвейерную 
обработку данных. Количество сумматоров S пропорционально 
объему процессора и обратно пропорционально времени 
выполнения указанных операций.

На каждой итерации выполняется умножение квадратной 
матрицы на вектор. Время выполнения этой операции на обычном 
процессоре пропорционально размерности вектора N, а количество 
итераций (как указывалось выше) пропорционально размерности N. 
Таким образом, время решения системы линейных уравнений с 
комплексными коэффициентами на обычном процессоре 

пропорционально 3N . На предлагаемом матричном процессоре 
это время пропорционально SN 3 .

6. Расчет линейных электрических цепей 
синусоидального тока
Эти цепи могут иметь произвольную конфигурацию и 

содержать
 сопротивления
 ёмкости
 индуктивнсти и взаимоиндуктивности
 трансформаторы, в т.ч. многообмоточные
 трансформаторы с комплексными коэффициентами 

трансформации, в т.ч. многообмоточные
 источники напряжения
 источники тока

Существующие методы расчета указанных электрических цепей 
основаны на их описании системой линейных уравнений и 
последующем решении этой системы. В нашем случае 
электрическая цепь перед расчетом преобразуется в безусловную 
электрическую цепь, параметры (напряжения и токи) которой с 
заданной точностью совпадают с одноименными параметрами 
исходной электрической цепи. Затем безусловная электрическая 
цепь расчитывается указанным методом поиска оптимума 
некоторого функционала. При этом в отличие от изветных методов

 существует обратная зависимость между точностью и 
временем решения; на практике это означает, что 
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пользователь может быстро перебирать приближенные 
варианты, а затем более точно расчитать выбранный 
вариант;

 вдвое сокращается количество уравнений задачи (точнее, 
система уравнений для обычной электрической цепи 
содержит уравнения первого и второго законов Кирхгофа, а 
для безусловной электрической цепи система уравнений 
содержит лишь уравнения второго закона Кирхгофа);

 появляется возможность обобщения метода на нелинейные 
(по парметрам источников мощности ) системы.

Как следует из вышеизложенного, безусловная электрическая 
цепь описывается системой уравнений вида

,01
















  EgRSMj


 (1)

где EMRS ,,,  определены по следующей формуле

 
 

  .
,

,
,

21

2112

22
2

11

PTPTHNEE
TTTTMM

TTTTNNRR
SS

T

TT

TTT














(2)

которая следует из (3.20).
Алгоритм расчета состоит в многократном решении системы 

уравнений (1) при постоянном значении ошибки по второму закону 
Кирхгофа и увеличивающемся значении методического 
сопротивления. Это увеличение приводит к уменьшению ошибки 
по первому закону Кирхгофа. Итак, алгоритм состоит в следующем:

1. Преобразование схемы к стандартному виду – см. фиг. 3.3. 
Выше показано, что такое преобразование возможно при 
любой конфигурации многообмоточных трансформаторов.

2. Подготовка таблиц описания исходной электрической 
схемы.

3.  Формирование из этих таблиц матриц 

21,,,,, TTNSMR  и вектров E , H , P .
4. Выбор допустимых значений ошибок по первому и второму 

законом Кирхгофа min1 , min2 . Допустимые значения 
ошибок по первому и второму законом Кирхгофа являются 
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относительными к максимальным значениям токов и 
потенциалов цепи.

5. Выбор начального значения методического сопротивления. 
Оно может быть равно среднему значению всех 
комплексных сопротивлений ветвей цепи.

6. Расчет матриц и векторов по (2).
7. Решение системы уравнений (1) при заданном значении 

допустимой относительной ошибки min2  по второму 
закону Кирхгофа  – см. предыдущий раздел 5. Текущее 
значение ошибки по второму закону Кирхгофа 2  на 
каждой итерации вычисляется по формуле

    ,,max/max2 Ep , (3)
Здесь градиент р равен значению левой части выражения (1). 
В первой итерации, когда потенциалы ,  еще 

неизвестны, принимается  0,0   .
8. Вычисление значения ошибки по первому закону Кирхгофа. 

Для этого вычисляются узловые токи по формулам
HNgi  , (4)

  PgTjTm TT  21  , (5)
которые следуют из (3.18) и (3.19). Указанная ошибка

   PHgmi ,,max/,max1  , (6)
Вычисляются также узловые потенциалы

i  , (7)
m  . (8)

Если значение ошибки 1  меньше допустимого, то расчет 
прекращается.

9. Увеличение значения методического сопротивления по 
формуле    k  (где k  - заданный коэффициент) и 
переход к п. 6. Вместе с увеличением   уменьшается 

ошибка 1  по первому закону Кирхгофа при постоянной 

ошибке 2  по второму закону Кирхгофа. На фиг. 1 
показаны зависимости этих величин от числа итераций в 
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расчете электрической цепи из нижеследующего примера 2 
при 25.1k .

Фиг. 1.
Пример 1. Программа SinCir реализует п.п. 5-9 указанного 
алгоритма для расчета электрической цепи. Обозначения в этой 
программе соответствуют вышеприведенным. Кокретнее:
% EEreal,SSS,LLL,RRR,HH,PP – вектор-строки для 
%        E,S,L,R,H,P;
% NN - матрица инциденций N;

% tran1,tran2 – матрицы 21, TT ;

% eK1min,eK2min,omega,stepRo - величины 

%      min1 , min2 ,  , k  соответственно;
% qtt, pp, ff, ffTran, mm, ii – векторы для 

       impg ,,,,, 
% Wmax – допустимое количество внешних циклов 

%       с увеличением k ;
% maxIter - допустимое суммарное количество внутренних
%          циклов (в функции SinLin3 );
% kromin – коэффициент увеличения начального
%          методического сопротивления;
% res=0 – OK;
% res=1 – много внутренних итераций;
% res=2 – большая ошибка;
% res=3 – много внешних итераций;
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Фиг. 2.
Пример 2. Пример электрической цепи некоторой 
энергосистемы приведен на фиг. 2. На этой схеме генераторы 
обозначены пустыми кружками, а трансформаторы – двойными 
кружками. Схема содержит 14 ветвей, из них – 3 
трансформаторных ветви, и 10 узлов, из низ – 5 генераторных и 
5 нагрузочных. После преобразования схема принимает вид 
фиг. 3. В преобразованной схеме генераторы узлов 1, 2, 3, 4 
представлены источниками фиксированного тока, генератор 
узла 10 представлен линией с источником фиксированного 
напряжения, а трансформатор – двумя ветвями. Для проверки 
всех возможностей первый трансформаторный узел дополнен 
источником тока, а второй трансформатор имеет комплексный 
коэффициент трансформации. В целом эта схема содержит 22 
ветви, 10 узлов и матрицу трансформаторов 3х3. Стрелками 
указаны положительные направления напряжений и токов. Для 
описания стандартной схемы фиг. 3 составляются таблицы узлов 
Nodes, ветвей Branches и трансформаторов Trans. Из этих 
таблиц формируются вектор-строки E, S, L, R, H, P и матрицы 

21,, TTN . Далее выполняется функция RunMain2, которая 
использует функциюя SinCir. После выполнения расчета эти 
таблицы дополняются расчетными параметрами 

21,,,,,,  gmi .
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Фиг. 3.
Nodes
Node  Re  Im  HRe  HIm 1
1 326 235 -5.07 -1.79 0.0021
2 677 419 -6.23 -1.87 0.0042
3 386  70  2.26  3.68 0.0021
4 365 215 -2.55  1.26 0.0023
5 724 208 0 0 0.0040
6 333 166 0 0 0.0020
7 334  99 0 0 0.0018
8 364 116 0 0 0.0020
9 351  69 0 0 0.0019
10 767   3 0 0 0.0041

Trans
Num  Re  Im  PRe  PIm t1 См. 

продол-
жение

1 319 237 1.1 0.9 0.0021
2 318  91 0 0 0.0018
3 334  71 0 0 0.0018
Trans (продолжение столбцов c нумерацией ветвей)
Num B1 B5 b14 B15 B16 b17 …
1 2.25 0 0 1 0 0
2 0 2.25-0.25*j 0 0 1 0
3 0 0 2.25 0 0 1
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Branches 
Num nBeg nEnd Re(E) Im(E) R L S Re(g) Im(g)

2
1 2 0 0 0 0.03 0.7 0 0.51 -0.19 4.10
2 1 6 0 0 0.44 0.1 0 -2.2 -0.1 4.93
3 1 4 0 0 0.27 0.1 0 -0.61 -1.17 2.82
4 2 5 0 0 0.25 0.1 0 -6.74 -1.7 4.03
5 5 0 0 0 0.03 0.7 0 -0.37 -0.05 2.98
6 5 10 0 0 0.1 0.1 0 -6.36 -1.65 10.49
7 6 7 0 0 0.44 0.1 0 -2.08 -0.21 5.58
8 4 8 0 0 0.27 0.1 0 -3.16 0.09 1.8
9 3 7 0 0 0.14 0.1 0 0.89 1.6 2.27
10 3 8 0 0 1.92 0.1 0 1.34 0.89 3.29
11 8 9 0 0 0.99 0.1 0 -1.36 0.34 4.26
12 3 9 0 0 0.27 0.1 0 0.03 1.19 2.89
13 7 9 0 0 0.27 0.1 0 -0.85 -0.41 4.81
14 10 0 0 0 0.03 0.7 0 0.67 0.03 13.45
15 1 0 0 0 0.01 0 0 -2.26 -0.52 7.64
16 7 0 0 0 0.01 0 0 0.85 0.01 17.94
17 9 0 0 0 0.01 0 0 -1.5 -0.07 16.44
18 10 0 750 0 0.01 0 0 -7.03 -1.68 17.45
19 6 0 0 0 8  7 0 -0.12 0.11 10.2
20 7 0 0 0 50 0.5 0 -1.19 1.79 6.78
21 8 0 0 0 157 1.5 0 -0.46 0.64 9.61
22 9 0 0 0 81 0.8 0 -0.67 1.2 5.37

Пример 3. Рассмотрим электрическую схему, приведенную 
на фиг. 3. На этой схеме присутствуют только трансформаторы 

0T  и источники тока P  в трансформаторных узлах. 
Методические сопротивления также указаны на ней. Схема 
содержит n однородных элементов и описывается двумя 
уравнениями:

122 qNq  , PqTq  201 .
Матрица 2N  имеет вид: 






































n

n
N

1...0000
..................
0...1100
0...0110
0...0011

2
,

а матрица 0T  является квадратной n*n-диагональной. 
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kP

kq ,1

 

1,1  kq

kq ,2
kt ,2

kt ,1

1P

 

Фиг. 3.

Фиг. 4.

Рассмотрим 2n-мерный вектор 
2

1

q
q

q  . Тогда матрица 

инциденций и матрица трансформаторов схемы в целом примут 
соответственно следующий вид:
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12 DNN  , 01 TDT 
где 1D  - n*n -диагональная единичная матрица. Все остальные 
матрицы и векторы для этой схемы являются нулевыми. На фиг. 
4 (см. также функцию testDigDir) приведены результаты 
расчета данной схемы при 

.0,0.2j+1.0,7.0,8 11  kkk PPtn

7. Тригонометрические ряды
В том случае, если напряжения и токи источников 

представляются тригонометрическими рядами, вычисления по 
формулам (5.4.3, 5.4.5) в каждой итерации выполняются для каждой 
гармоники.

8. Периодические функции
В этом случае для расчета основных коэффициентов 

используются непосредственно формулы (4.11), где Т – период 
функций. Для периодических функций в этих формулах

  0)(0 
T TT dtqRpqRp ,

  0ˆ
0 
T TTTT dtqMpqSpqMpqSp .

9. Экспоненциальные функции
Здесь рассмотрим экспоненты вида teutf  )( , где   – 

действительное или комплексное число. Эти функции являются (как 
указывалось выше) взаимооперабельными. Рассмотрим некоторые 
примеры.

Пример 1. Рассмотрим уравнение
0 EqLqRSq .

Характеристическое уравнение для соответствующего 
однородного уравнения 0 qLqRSq  имеет вид [16] 

02   LRS , его корни 
L

LSRR
2

42 
 . Решение 

однородного уравнения в этом случае имеет вид
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   
      

,
2

4,
2

,SinCos04

,04

2

21
2

2211
2

L
LSR

L
R

tctceqthenLSRif

ececeqthenLSRif
t

ttt

















где 21, cc  - произвольные постоянные.

Пусть teuE   . Можно заметить, что частное решение в этом 

случае имеет вид Emq  , где 
LRS

m 2
1

 
 .

Пример 2. Продолжая пример 1, найдем функцию q указанным 
методом. На первой итерации q=0 и, как следует из (4.11),

EEqLSqp  , Ep   , 




 T dtEA 0
2

1 2
1 ,   T dtELSB 0

22
1 2  ,




 T dtEA 0
2

2 2
1 ,  T dtERB 0

2
2 2 .

Из (4.10) находим, что 
 

   E
RLS

p
BB
AAq 










22

22
221

21







или

 RLS
Eq





 2 .

Очевидно, для экспоненты   . Следовательно, 

,kEq   где 






 


RLS

k




1 ,

что совпадает с результатом, полученным в примере 1. Вообще, 
если на некоторой итерации q=hE, то 

  nEEhLShEqLSqp  12 ,
и, далее, по формуле (4.10),

p
ppdtRppdtMppdtS

EpdtqpdtRqpdtMqpdtS
q TT T

T TTT








 

  





0
0 0

2

0 00
2

0
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или
 

 
 
 

 
  ,1

2

2

22

2
0

22

00
2

E
RMS
RMShnE

nRMS
nhnRMS

p
dtpRMS

EpdtqpdtRMS
q T

TT




































а новое значение функции 
 
  E

RMS
RMShhEqhEqqq 




 




2

2 1:

или  RMS
Eq







 2

, т.е., как и после первой итерации, 

,kEq  где 






 


RLS

k




1 .

10. Функции, определенные на 
положительной полуоси времени.
Изложенная выше теория построения функционалов 

предполагает, что используемые функции дважды 
дифференцируемы и не распространяется на разрывные функции. 
Однако метод градиентного спуска не предъявляет таких 
требований. Поэтому его можно распространить на разрывные 
функции. Принцип максимума Понтрягина [18] позволяет 
обосновать это утверждение – см. следующую главу.

Далее мы ограничимся только функциями, умноженными на 
единичную ступень )(t . Как будет ясно из дальнейшего, при этом 

придеться оперировать с функциями вида teutf  )( , 

 tetf t  Sin)(  ,  tetf t  Cos)(  . Эти функции в разделе 5.3 
названы взаимооперабельными и к ним применима формула (5.3.7) для 
расчета приращения тока. Преобразуем ее к виду

p
pdtRppdtMppdtSp

pdtp
q T T TT TT

T T






 

 
0 00

2
0 . (0)

или
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)()( 2 tp
LRS

atq 






 , (1)

где a, S, R, L – действительные числа. Это уравнение может быть 
переписано в виде

)()( tpaLRStq 







 


или 

0 EqLqRSq .
Задача состоит в определении тока )(tq  при различных 

разрывных функциях. Поэтому далее будем использовать 
операционное исчисление [14]. Будем обозначать изображение 
функции )(tf  через )(f . 

Если изображение градиента имеет вид

)(
)()(




b
dp  , (2)

то, как следует из (14),

  )(
)()( 2 


bLRS

daq



  (3)

или

  )(
)()( 2 


bLRS

daq



 (4)

Если функция
  )()( 2  bLRSF  (5)

имеет только простые корни m , то из (3) по теореме разложения 
Хевисайда [14] находим:

  



m

t

m

m me
F

da
Z

aq 


 )(

)0(
, (6)

где 

)(
)()(



d

FZ


 . (7)

При S=0 используется формула

  



m

t

m

mm me
F
da

Z
aq 


 )(

)0(
, (6а)

где 
  )()(  bLRF  (5а)

и
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)(
)()(




d
FZ  . (7а)

11. Ступенчатая функция
В этом случае )()( tEtf  , где )(t  - единичная ступень. 

Рассмотрим вначале пример.

Пример 1. Рассмотрим уравнение
)(tEqLqRSq  .

Характеристическое уравнение для него имеет вид [16] 

02   LRS , его корни 
L

LSRR
2

42 
 , его решение 

   
,

2
4,

2

,04

2

2211
2

L
LSR

L
R

ececeqthenLSRif ttt




 





      

,
2

4,
2

,SinCos04

2

21
2

L
RLS

L
R

tctceqthenLSRif t




 





где 21, cc  - произвольные постоянные. Найдем произвольные 

постоянные при   042  LSR . Имеем

    






 

S
Etctceq t  SinCos 21 ,

т.к. ESq   при t . Далее имеем

    
    
















tctce

tctce
q

t

t








CosSin

SinCos

21

21

или
   
    





















tc
tc

eq t



Sinc

Cosc

12

21 ,

При 0t  имеем 0q . Следовательно,
  0c21  c . (а)

Далее имеем
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   
   
   
    
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
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





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


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


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
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

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







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









tc
tc

e

tc
tc

e

q
t

t















Cosc
Sinc

Sinc
Cosc

12

21

12

21

,

или

   
    






























tcc

tcc
eq t





Sin2c

Cosc2

2
2

12
2

1
2

21
2

.
При 0t  имеем EqL  . Следовательно,

  LEcc /c2 1
2

21
2   (в)

Совмещая (а) и (в), находим:

   2211
2

1
2

1
21

2 ,2,c














L
Ec

L
Ecccc . (с)

Подставляя эти постоянные в выражение для заряда, получаем

      
S
Ett

L
Eeq

t











CosSin22

. (д)

Но 
  LS /22   . (е)

Следовательно,

     .SinCos
S
Ett

S
Eeq

t

























Учитывая (д, е) и

        tette
t

t
t







SinCosSin22




















 ,

находим

 















t
L

Eeq
t





Sin

и, далее,

    















tt
L

Eeq
t





SinCos .

Подставляя полученные выражения для в исходное уравнение,
 убеждаемся в том, что оно превращается в тождество.

94



Глава 5. Алгоритмы раcчета электрических цепей

При   042  LSR  находим
















2

2

1

11


 tt ee
LS

q ,

 tt ee
LS

q 211  


 ,

 tt ee
LS

q 22
212

1
1   


 ,

В частности, при S=0 имеем: LR /21   и

t
L
R

e
R
Lq


 2 , 

t
L
R

e
R

q



1 , 

t
L
R

e
L

q



1 .

Рассмотрим частные случаи.
Случай 1. В первой итерации )()( tEtp  , что следует из (4.15) 

при q=0. Тогда 


 Ep )( . В этом случае из (5.10.4) находим

 LRS
Eaq 2)(






 .

Если уравнение   0)( 2  LRSF   имеет при   042  LSR  
корни  j2,1 , то RLF   2)(  и из (5.10.6) получаем 
функцию приращения заряда в виде суммы двух слагаемых 

 
te

RL
Eaq 2,1

2,12,1
2,1 2



 


 . (1)

После преобразования с использованием (5.3.6) получаем (см. также 
пример 1):

     .SinCos


















tt
S

Eeq
t





 
















2

2

1

1



 tt ee
LS

Eaq  при   042  LSR  

t
L
R

e
R

LEaq


 2  
 
при S=0. 

Используя эти формулы, можно вычислить градиент по (4.1). 
Можно заметить, что градиент будет являтся суммой экспонент (с 
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действительным или комплексным показателем степени) или 
экспонент и функций вида  te t   Sin  и  te t   Cos .

Пример 1. Рассмотрим цепь с единственной ветвью, где L=0. 
Для единственной ветви формулу (5.10.0) можно сократить на 


T T pdtp
0

, т.е. в формуле (5.10.1) а=-1. В этом случае на первой 

итерации имеем: )()( tEtp  , /)( Etp  ,   RSF )( , 

 RS
E

Z
Eq







)0(
)(  - см. (5.10.4), RS / , SZ )0(  - см. 

(5.10.7), 
t

R
S

e
S
E

S
Eqq


 - см. (5.10.6). На второй итерации 

  0)(1)( 





















tEEeeEtEqRSqp

t
R
St

R
S

 .

Таким образом, расчет заканчивается на первой итерации с 

результатом 









 t
R
S

e
S
Eq 1

Пример 2. Рассмотрим цепь с единственной ветвью, где S=0. 
В этом случае а=-1 (см. пример 1) и на первой итерации имеем: 

)()( tEtp  , /)( Etp  ,   LRF )( , 

 LR
E

Z
Eq







)0(
)(  - см. (5.10.3), LR / , RZ )0(  - см. 

(5.10.7а), 
t

L
R

e
R

LE
R
Eqq


 2 - см. (5.10.6а). На второй 

итерации 

  0)(1)( 





















tEeEEetEqRqLp

t
L
Rt

L
R

 .

Таким образом, расчет заканчивается на первой итерации с 

результатом 









 t
L
R

e
R
L

R
Eq 1

Случай 2. Пусть tetEp   )( . Тогда 






Ep )( . Из (5.10.4) 

находим
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  )(
)( 2 







LRS
Eaq . (2)

Уравнение    0)( 2   LRSF  имеет корни 

 j2,1  и  ,     LLRRSF 232)(    и из 
(5.10.6) получаем функцию приращения заряда в виде суммы двух 
слагаемых вида (аналогично (1))

 
te

F
Eaq 2,1

2,1
2,1






 . (3)

и еще одного слагаемого вида

 
te

F
Eaq 




 3 .  (4)

Пример 3. Рассмотрим цепь с единственной ветвью, где L=0. 
Пусть для нее в некоторой итерации определен заряд 

bteaaq  10 . В следующей итерации 
   

    .,);(

)()(

01

110

SaEdRbSactdce
tERbeaeSaSatEqRSqp

bt

btbt











.

Расчет на этой итерации выполняется по двум путям: 
1) расчет при ступенчатом воздействии (- d ), что было 
рассмотрено в примере 1; при этом функция заряда дополняется 

членом 
t

R
S

e


;
2) расчет при экспоненциальном воздействии  btce , который 
рассматривается далее.
Итак, полагаем, что btcettp  )()(  . Тогда 

b
cp





)( , 

  bRSF  )( ,   RbSRF   2)( , )0(Z  - см. 

(5.10.7), 
  bRS

cq






)(  - см. (5.10.4),  bRS  ,/2,1 , 

    RbSSRbF  ,)( 2,1 . Таким образом, btt
R
S

mekeq 
  - 

см. (5.10.6), т.е. в по второму пути (также, как и по первому) 

функция заряда дополняется членом 
t

R
S

e


. Здесь 

   .,
RbS
cm

SRb
ck









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Пример 4. Рассмотрим цепь с единственной ветвью, где S=0. 
Пусть для нее в некоторой итерации определен ток 

bteaaq  10 . В следующей итерации 
   

    .;);(

)()(

01

101

RaEdLbRactdce
tEeRaRabeLatEqRqLp

bt

btbt












Расчет на этой итерации выполняется по двум путям:
1) расчет при ступенчатом воздействии (- d ), что было 
рассмотрено в примере 2; при этом функция заряда дополняется 

членом 
t

L
R

e


;
2) расчет при экспоненциальном воздействии  btce , который 
рассматривается далее.
Итак, полагаем, что btcettp  )()(  . Тогда 

b
cp





)( , 

  bLRF  )( ,   LbRLF   2)( , )0(Z  - см. 

(5.10.7а), 
  bLR

cq






)(  - см. (5.10.3),  bLR  ,/2,1 , 

    LbRRLbF  ,)( . Таким образом, btt
L
R

mekeq 
  - 

см. (5.10.6а), т.е. в по второму пути (также, как и по первому) 

функция тока дополняется членом 
t

L
R

e


. Здесь 

   .,
RLb

bcm
RLbL

Rck








Случай 3. Пусть  tetEp t     Sin)( . Тогда 

  22)(








Ep . Из (5.10.4) находим

    222)(








LRS
Eaq .

Уравнение     0)( 222   LRSF  имеет корни 
 j4,3,2,1  и из (5.10.6) получаем функцию приращения 

заряда в виде суммы четырех слагаемых вида

 
te

F
Eaq 






 .  (5)
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Случай 4. Пусть  tosetEp t     C)( . Тогда 
 

  22)(







Ep . Из (5.10.4)  находим

 
   222)(









LRS
Eaq .

Аналогично предыдущему из (5.10.6) получаем функцию 
приращения заряда в виде суммы четырех слагаемых вида

 
 

te
F

Eaq 






 . (6)

В общем случае функции тока имеют вид вида  te t   Sin  и 

 te t   Cos . Следовательно, они являются взаимооперабельнымии 
и для вычисления приращений тока на каждой итерации можно 
пользоваться формулами раздела 3.

При расчете на каждой итерации может встретиться любой из 
рассмотренных случаев. Следовательно, в общем случае к функции 
тока на каждой итерации добавляется 4 слагаемых, имеющих вид 
экспоненты. Практика показывает, что расчет состоит из сотен 
итераций. Таким образом, определенные интегралы в формуле 
содержат сотни слагаемых для каждой ветви. Для сокращения 
времени и объема информации предлагается следующий прием. 
Каждая экспонента представляется ограниченным степенным рядом 
вида   

k

k
kk tj . При этом на каждой итерации и для каждого 

заряда ветви выполняется сложение степенных рядов «прошлого» 
заряда и его приращения, что не изменяет структуры и объема 
представления функции заряда от времени. 
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12. Смещенная ступенчатая функция.
В этом случае )()( stEtf   , где )(t  - единичная ступень, s - 

смещение по оси времени. При этом в первой итерации 
)( stEp   , что следует из (4.15) при q=0. Известно [14], что 




  seddst )( . Из теоремы запаздывания следует, что 

)()()( ststqtq o   ,
где функция )( stqo   определяется также, как для ступенчатой 
функции без смещения.

13. Многоступенчатые функции
Рассмотрим многоступенчатую функцию вида 

  tktktmtf k  1,)( .

- см. также фиг. 1. Очевидно, такую функцию можно представить 
суммой смещенных ступенчатых функций. Принцип суперпозиции 
позволяет свести расчет такой функции к расчету множества 
смещенных ступенчатых функций.

t

t

m0

mk

mn

0 k n

Фиг. 1. Многоступенчатая функция.
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14. Экспонента в положительной полуоси 
времени
В этом случае tetEp   )( . Такая функция рассматривалась 

выше – см. (5.11.2, 5.11.3, 5.11.4). В данном случае эти формулы 
применяются в каждой итерации.

15. Тригонометрические и 
гиперболические ряды в положительной 
полуоси времени
В этом случае   

k
kk tkCosbtkSinatEp )()()(   или 

  
k

kk tkChbtkShatEp )()()(  . Известно, что функции 

)(),(),(),( tkChtkShtkCostkSin   представляются суммой 
двух экспонент. Тем самым данный случай сводится к предыдущему.
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Глава 6. Вариационный 
принцип оптимума и принцип 

максимума

1. Введение в принцип максимума
Рассмотрим некоторые положения принципа максимума 

Понтрягина [18] для последующего применения.
Рассматривается функционал

 dtuxfF T
 0 0 , , (1)

системы уравнений

 uxf
dt
dx

i
i , , (2)

   
v

n

v i

v

i

i
x

uxf
x

uxf
dt

d  
 









1

0 ,,
, (3)

функция

     



n

v
vv uxfuxfuxH

1
0 ,,,,  , (4)

где используются векторы – функции времени 

n
T xxxx ...,,, 21 ,

n
T  ...,,, 21 ,

m
T uuuu ...,,, 21 .

Важно отметить, что эти функции могут быть разрывными, а их 
область изменения может быть ограничена. Принцип максимума 
заключается в том, что поиск минимума функционала (1) по 

)(),( tutx  может быть заменен поиском максимума функции (4) по 
u  во всех точках интервала изменения времени.

В дальнейшем нас будет интересовать случай, когда
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i
i u

dt
dx

 . (6)

При этом
 

i

i
x

uxf
dt

d





,0
, (7)

    



n

v
vv uuxfuxH

1
0 ,,,  . (8)

Пример 1. Пусть

 dtExLuSxF T
  0

22 .
Тогда из (7) и (8) получаем 

ESx
dt

d
 2

,

    uExLuSxuxH   22,, . 
Необходимое условие максимума последней функции по 
переменной u  имеет вид 

   0,, 

 uxH
u

  

или 
02  Lu . 

Принимая во внимание (6) и используя обозначение из раздела 
2.1, отсюда находим необходимое условие максимума 

0ˆˆ22  ExSxL . 
Это условие не должно изменяться при переходе от одного 
момента времени к другому. Следовательно, 

  0ˆˆ22  ExSxL
dt
d

 
или

022  ESxxL .
Заметим, что при выполнении (6) необходимое условие 
минимума исходного функционала имеет такой же вид. Таким 
образом, применяя принцип максимума мы обнаружили условие 
минимума исходного функционала. 
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Рассматривая пример 1, важно отметить следующее:
 необходимое условие оптимума исходного функционала в 

вариационном исчислении может быть получено только при 
том условии, что подынтегральная функция является 
дифференцируемой и, следовательно, функция E(t) не имеет 
разрывов;

 необходимое условие максимума может быть получено для 
любой функции E(t);

 формально указанные условия совпадают; таким образом, 
принцип максимума позволяет распространить условие 
минимума функционала на разрывные функции E(t).

Однако остается открытым вопрос о методе решения уравнения, 
полученного как необходимое условие минимума исходного 
функционала или как необходимое условие максимума. Выше мы 
рассматривали метод, основанный на градиентном спуске по 
функционалу. Далее мы рассмотрим метод, основанный на 
градиентном подъеме по максимизируемой функции Н(t).

Переходя к векторным и матричным обозначениям, из (6, 7, 8) 
получаем

u
dt
dx

 , (9)

 
x

uxf
dt

d





,0
,           (10)

    uuxfuxH T   ,,, 0 .           (11)

2. Метод максимизации
Рассмотрим следующий 
Алгоритм максимизации 1.

1. Принимаем 0)( tx  и 0)( tu .

2. Вычисляем 
 

x
uxf

t





,
)( 0 .

3. Вычисляем  dt t
  0 )()(  при известном )0(  .

4. Определяем функцию  utH ,  по (11) при известных 

)(),( txt .
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5. Вычисляем )(tu  по условию    0, 

 utH
u

.

6. Проверяем изменение функции )(tu  по сравнению с 
предыдущим значением и, если оно достаточно мало, 
прекращаем расчет.

7. Вычисляем   t dutx 0 )()(   при известном )0(u .
8. Переходим к п. 2.

Пример 2. Пусть

 dtxtELuSxF T
  0

22 )( ,

где Е – константа, )(t  - единичная ступень. Воспользуемся 
алгоритмом максимизации. На первой итерации
1. Принимаем 0)( tx  и 0)( tu .
2. Вычисляем )()(2)( tEtESxt   .

3. Вычисляем tEdEt t    0 )()( .

4. Определяем по (11) функцию   utELuutH  2, , где 
отброшены слагаемые, не зависящие от u.

5. Вычисляем )(tu  по условию 02  EtLu . Имеем 

t
L

Etu
2

)(  .

6. Проверяем изменение функции )(tu  и продолжаем расчет.

7. Вычисляем 2
0 4

)()( t
L

Edutx t    .

Переходим ко второй итерации.

2. Вычисляем )(
2

)(2)( 2 tEt
L

SEtESxt   .

3. Вычисляем 





 






   tt

L
SEdt

L
SEt t 3

0
2

6
)(

2
)(  .

4. Определяем функцию   utLuutH  )(, 2   или

  utt
L

SELuutH 





  32

6
, .
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5. Вычисляем )(tu  по условию 0
6

2 3 





  tt

L
SELu . 

Имеем 





  tt

L
S

L
Eu 3

62
.

6. Проверяем изменение функции )(tu  и продолжаем расчет.

7. Вычисляем 





 


  24
0 124

)()( tt
L
S

L
Edutx t  .

Переходим к третьей итерации.

2. Вычисляем )(
122

)(2)( 24 tEtt
L
S

L
SEtESxt  






 


 .

3. Вычисляем 














 


  Ettt
L
S

L
SEdtEt t 35

0 206
)()(  .

4. Определяем функцию   utLuutH  )(, 2   или

  uEttt
L
S

L
SELuutH 















 


 352
206

, .

5. Вычисляем )(tu . Имеем t
L

Ett
L
S

L
SEu

22012
35

2 





 


 .

6. Проверяем изменение функции )(tu  и продолжаем расчет.

7. Вычисляем 246
20 43048

)()( t
L

Ett
L

S
L

SEdutx t 





    .

Итак, в результате итераций последовательно получаем
2

1 4
)( t

L
Etx  ,







  42

2 124
)( t

L
St

L
Etx ,











 6

2

2
42

3
360124

)( t
L

St
L

St
L

Etx ...

Таким образом, можно заметить, что











 ...

360124
)( 6

3
4

2
2 ttt

S
Etx  ,
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где 
L
S

L
S

 2,  , или

     










 ...

!6!4!22
)(

642 ttt
S

Etx 
.

Следовательно,

  1Cos
2

)(  t
S

Etx  .

Условие минимума исходного интеграла и условие максимума 
имеют (как показано в примере 1) вид

022  ESxxL .

Подставляя )(tx  и  t
S

Etx  Cos
2

)(
2

  в это условие, 

получаем тождество, что свидетельствует о правильности 
вычислений.

Пример 3. Пусть в примере 2 на некоторой итерации получено

 



n

k

k
k taEtx

1

2)(  , где  !22
1

kS
ak 

 .

Тогда

2. Вычисляем   )(2)(2)(
1

2 tEtaSEtESxt
n

k

k
k   


.

3. Вычисляем     












 



 tt
k
aSEt

n

k

kk

1

12
12

2)( 


 .

5. Вычисляем )(tu  по формуле )(
2
1)( t
L

tu  , которая следует 

из условия максимизации (8).
7. Вычисляем

    
   
















 




L

tt
kk

a
L
SEdutx

n

k

kkt

41212
)()(

2

1

12
20 




или

 





1

1

2)(
n

k

k
k tbEtx  , где 

   2
1

2
1

212
,

4 kkL
Sab

L
tb k

k


  .
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Учитывая, что 
S

a
2
1

1   и (как показано в примере 2) 
L
S

2 , 

окончательно находим kk ab  . Таким образом, на каждой 
итерации ряд функции x(t) дополняется (n+1)-слагаемым.

3. Системы дифференциальных 
уравнений второго порядка при 
ступенчатых воздействиях.
Рассмотрим RCL-цепь с электрическими зарядами и 

функционал (1.1, 1.2). Обозначим: )()(),()( tutytutx yx  . Тогда 
этот функционал примет вид

 
T
o yxo dtuuyxfF ,,, ,           (12)

где

     
   



















yxEyuxuR

uuLyxS
uuyxf

xy

yx
yxo

2222
,,, .           (13)

Будем полагать в этом функционале неизвестными функции 
)(),( tutx x . Тогда в соответствии с (7), (8) получим соответственно

ERuSx
dt

d
y

x  2
,           (14)

    xxxx ufuxH   ...,, 0 .           (16)

Условие максимума последней функции по )(tux  после 
отбрасывания независимых от )(tux  членов принимает вид

02  xx RyLu  ,
откуда определяется оптимальное значение функции )(tux :

  0
2
1

 Ry
L

u xx  .           (17)

Таким образом, максимизация функции (16) эквивалентна 
минимизации исходного функционала по функции )(tx .

Аналогичным образом могут быть определены функции

ERuSy
dt

d
x

y  2


          (18)
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    xxxx ufuxH   ...,, 0 .           (19)

и оптимальное значение функции )(tux , при которой 
минимизируется функция (19):

  0
2

1



 Rx

L
u yy  .           (20)

Таким образом, минимизация функции (19) эквивалентна 
максимизации исходного функционала по функции )(ty .

Воспользуемся теперь алгоритмом максимизации 1 для поиска 
функции )(tx . В этом частном случае имеем

Алгоритм максимизации 2
1. Принимаем 0)( tx  и 0)( tux .
2. Вычисляем по (14) ERuSx yx  2 .

3. Вычисляем  dt t
xx   0 )()(  при известном )0(  .

4. Вычисляем по (17)  Ry
L

u xx  
2
1

.

5. Проверяем изменение функции )(tu  по сравнению с 
предыдущим значением и, если оно достаточно мало, 
прекращаем расчет.

6. Вычисляем   t dutx 0 )()(   при известном )0(u .
7. Переходим к п. 2.
Аналогично выглядит алгоритм максимизации для поиска 

функции )(ty . Будем выполнять алгоритмы максимизации функций 
)(tx  и )(ty синхронно. Это означает, что после выполнения 

очередной итерации по обоим алгоритмам будем подставлять 
найденные в первом алгоритме значения функций xux,

 
в 

формулы второго алгоритма, а найденные во втором алгоритме 
значения функций yuy,

 
будем подставлять в формулы первого 

алгоритма. Легко убедиться, что при этом на одноименных 
итерациях соблюдаются следующие условия:

yxyx uuyx   ,, .           (21)
Обозначим аналогично (1.8)

yxyx uuuyxq   ,, .           (22)

109



Глава 6. Вариационный принцип оптимума и принцип максимума

Из предыдущего следует, что заряд q может быть вычислен по 
следующему алгоритму.

Алгоритм максимизации 3.
1. Принимаем 0)( tq  и 0)( tu .

2. Вычисляем ERuSq 
2
1 . 

3. Вычисляем  dt t
  0 )()(  при известном )0(  .

4. Вычисляем 





  Rq

L
u

2
11  .

5. Проверяем изменение функции )(tu  по сравнению с 
предыдущим значением и, если оно достаточно мало, 
прекращаем расчет.

6. Вычисляем   t dutq 0 )()(   при известном )0(u .
7. Переходим к п. 2.

Очевидно, алгоритм максимизации 3 применим только в том 
случае, если

L>0.            (23)

Пример 4. Пусть напряжение на RCL-цепи равно )(tE  , где Е 
– константа, )(t  - единичная ступень. Воспользуемся 
алгоритмом максимизации 3. На первой итерации
1. Принимаем 0)( tq  и 0)( tu .

2. Вычисляем )()(
2
1)( tEtERuSqt   .

3. Вычисляем Etdt t    0 )()(  

4. Вычисляем t
L
ERq

L
u 






 

2
11  .

5. Вычисляем 2
0 2

)()( t
L

Edutq t    .

На второй итерации

2. Вычисляем )(
22

)(
2
1)( 2 tEt

L
ERt

L
SEtERuSqt   .

3. Вычисляем Ett
L

REt
L

SEt  23
46

)(  
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4. Вычисляем t
L
Et

L
REt

L
SERq

L
u 






  2

2
3

2 262
11  .

5. Вычисляем 23
2

4
20 2624

)()( t
L

Et
L

REt
L

SEdutq t    .

Пусть на некоторой итерации получено





n

k

k
ktaEtq

1
)( , 




n

k

k
ktbEtu

1
)( .

Тогда
1. Вычисляем

.
2
1

),()(
2
1)(

1







 

 


kkk

n

k

k
k

RbSac

tEtcEtERuSqt 

2. Вычисляем 












 



 tt
k
cEt

n

k

kk

1

1
1

)( .

3. Вычисляем

 

.
2

,1

,
21

212
11)(

1
111

1

11

11
1

11

1







 








 
























































 


















L
Ra

Lk
cb

L
ab

tbE
L
tt

L
Ra

kL
ctaE

ta
L

ERtt
k
c

L
ERq

L
tu

kk
k

n

k

k
k

n

k

kkk

n

k

k
k

n

k

kk

4. Вычисляем 









 






2

2

1
0 )()(

n

k

kkt t
k

bEdutq 
.

Таким образом, на каждой итерации ряд функции q(t) 
дополняется двумя слагаемыми.

Пример 5. Для проверки решения, полученного в примере 4, 
рассмотрим уравнение, приведенное в примере 5.1. Там 
показано, что общее решение этого уравнения имеет вид:

     ,SinCos
S
Ett

S
Eeq

t












111



Глава 6. Вариационный принцип оптимума и принцип максимума

где .
2

4,
2

2

L
RLS

L
R 

   Построим ряд Маклорена для этой 

функции:

     






















 ...

!4!3
2

2
)( 4

222
3

22
2

22
ttt

S
Etq 

Поскольку  
L
S

 22  , то полученное выражение совпадает с 

тем, которое получено во второй итерации примера 4, что и 
требовалось показать.

Можно заметить, что предложенный алгоритм 
распространяется и на векторное представление переменных, где 

RSL ,,  – квадратные матрицы. Важно только, чтобы 
электрическая цепь полностью описывалась системой уравнений

)(tExMxRSx  ,          (24)

Пример 6. Рассмотрим программу, реализующую алгоритм 
максимизации 3 для решения системы уравнений (24) при 

)()( tEtE  . Эта программа состоит из следующих М-
функций:

ValueSeries - вычисление значения вектора степенных 
рядов,

DifSeries - дифференцирование вектора степенных рядов,
IntegraSeries - интегрирование вектора степенных рядов,
errtio - вычисление ошибки в заданный момент,
DEjump - основная функция.

Рассмотрим основную функцию DEjump Она вычисляет 
степенные ряды функций xxx ,, . Предполагается, что 
функция должна быть определена на интервале наблюдения 

Tt 0 . В результате вычисления для представления функции 
)(tx  формируется матрица следующего вида:
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Ndndd

Nknkk

Nn

d

k

xxx

xxx

xxx

tx

tx

tx

tx

,,1,

,,1,

,1,11,11

......
...............

......
...............

......

)(
...

)(
...

)(

)(  ,

где элемент )(txk  вектор-функции )(tx  является полиномом 

вида   



N

n

n
nkk txtx

1
,

 
и представляется строкой значений 

)(txk  в моменты наблюдения.
В программе используются следующие параметры:

входные:
S, М, R, E – см. выше,
N – максимальное количество членов ряда,
erToler – минимально допустимая погрешность на конце 

интервала наблюдения,
выходные:

xxxxx  2,1,  - см. выше,
tio=T – интервал наблюдения,
err – вычисленная погрешность на конце интервала 

наблюдения,
er – вектор невязки в уравнении (24), также представленный 

степенным рядом.
Расчет ведется итеративно. При этом образуется ряд, размер 

которого вдвое превышает число итераций. Одновременно 
вычисляется размер максимального интервала наблюдения T  

(tio), на котором относительная погрешность меньше заданного 
допустимого значения (erToler).

При большом N может возникнуть случай, когда величина 
NT  выходит за пределы разрядной сетки процессора. Это 

можно обнаружить по тому, что графики функций обрываются 
до достижения конца интервала наблюдения. В этом случае 
следует уменьшить значение N. На рисунке (см. также функцию 
testDEJ_2) представлены результаты расчета по этой 
функции трех независимых уравнений, где

S=[1,0,0;0,1,0;0,0,0];
R=[0,0,0;0,0.33,0;0,0,1];
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M=[1,0,0;0,1,0;0,0,3];
E=[1;1;1];

Рассмотрим алгоритм максимизации 3 внимательнее. Объединяя 
формулы этого алгоритма и учитывая, что в конце итерационного 
процесса )()( tutq  , получаем формулу для заряда:

  













  t ddEqRSqRq

L
tq 0 0 )()(

2
1)()(

2
11)(  

. 

Дважды дифференцируя, находим

 ESqqR
L

tq  1)( ,

т.е. в конце итерационного процесса соблюдается уравнение RCL-
цепи.

О переполнении
При большом N может возникнуть случай, когда величина NT  

выходит за пределы разрядной сетки процессора. Это можно 
обнаружить по тому, что графики функций обрываются до 
достижения конца интервала наблюдения. В этом случае следует 
уменьшить значение N - см. также функцию testDEjump4.
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О сходимости
Вне зависимости от вида матриц имеет место вычислительная 

сходимость, которая заключается в том, что на данном интервале 
наблюдения вид искомых функций практически не зависит от 
длины ряда (напомним: длину ряда нужно увеличивать только для 
того, чтобы увеличить интервал наблюдения).

Однако при плохо определенных матрицах решение расходится 
– значение функций растет неограниченно. При этом 
вычислительная сходимость продолжает иметь место. Напомним, 
что в нашем случае хорошо определенные матрицы – это 
положительно полуопределенные матрицы RS ,  и положительно 
определенная матрица ( 0M ). При 0M  решение отсутствует. В 
следующем разделе это ограничение снимается - см. также функции  
testEDJconv и testEDJconv2.

В контексте нашего изложения рассмотренный алгоритм 
интересен тем, что показывает: принцип оптимума функционала (1.1, 
1.2) можно распространить на разрывные функции. Отсюда и из теоремы 
4.1.1 следует

Утверждение 1. Функционал (4.1.12) и уравнение (4.1.13) могут 
содержать разрывные функции E(t). При этом для них сохраняется 
справедливость теоремы 4.1.1 и уравнение стационарного значения 
функционала (4.1.12) имеет вид (4.1.13). 

Это утверждение использовано выше при описании метода 
расчета разрывных функций. Далее будут рассмотрены вопросы его 
применения для расчета электрических цепей. 

4. Системы дифференциальных 
уравнений первого порядка при 
ступенчатых воздействиях.
Рассмотрим RCL-цепь с электрическими токами и функционал 

(2.6, 2.7). Обозначим: 

wv uWwwWuVvvV  ,ˆ,,ˆ .          (25)

Тогда этот функционал при L=0 примет вид

 
T
o wvo dtuuWVfF ,,, ,           (26)

где
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     















wvwv

wv
wvo

uuEuuR

VuWuS
uuWVf 22

)(
,,, .        (27)

Будем полагать в этом функционале неизвестными функции 
)(),( tutV v . Тогда в соответствии с (7), (8) получим 

соответственно

w
v Su

dt
d




,           (28)

    vvvv ufuVH   ...,, 0 .           (29)

Условие максимума последней функции по )(tuv  после 

отбрасывания независимых от )(tuv  членов принимает вид

02  vv ERuSW  ,

откуда определяется оптимальное значение функции )(tuv :

 vv WSE
R

u 
2
1

.           (30)

Таким образом, максимизация функции (29) эквивалентна 
минимизации исходного функционала по функции )(tV .

Аналогичным образом могут быть определены функции

v
w Su

dt
d




,           (31)

    wwww ufuWH   ...,, 0 .           (32)

Условие максимума последней функции по )(tuw  принимает вид

02  vw ERuSV  ,

а оптимальное значение функции )(tuw , при которой 
максимизируется функция (32),

 ww VSE
R

u 
2
1

.           (33)

Таким образом, минимизация функции (32) эквивалентна 
максимизации исходного функционала по функции )(tW .
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Воспользуемся теперь алгоритмом максимизации 1 для поиска 
функции )(tV . В этом частном случае имеем

Алгоритм максимизации 4

1. Принимаем 
R

Etu
2

)(   и вычисляем   t
v dutV 0 )()(  .

2. Вычисляем по (31)  wv uS  .

3. Вычисляем  dt t
xx   0 )()( .

4. Вычисляем по (33)   vv WSE
R

u 
2
1

.

5. Проверяем изменение функции )(tuv  по сравнению с 
предыдущим значением и, если оно достаточно мало, 
прекращаем расчет.

6. Вычисляем   t
v dutV 0 )()(  .

7. Переходим к п. 2.
Аналогично выглядит алгоритм максимизации для поиска 

функции )(tW . Будем выполнять алгоритмы максимизации 
функций )(tV  и )(tW  синхронно. Это означает, что после 
выполнения очередной итерации по обоим алгоритмам будем 
подставлять найденные в первом алгоритме значения функций 

vuV ,
 
в формулы второго алгоритма, а найденные во втором 

алгоритме значения функций wuW ,
 

будем подставлять в 
формулы первого алгоритма. Легко убедиться, что при этом на 
одноименных итерациях соблюдаются следующие условия:

wvwv uuWV   ,, .           (34)
Обозначим аналогично (2.5)

wvwv uuuWVq   ,, .           (35)

Из предыдущего следует, что заряд q может быть вычислен по 
следующему алгоритму.

Алгоритм максимизации 5.

1. Принимаем 
R
Etu )(  и вычисляем   t dutq 0 )()(  .
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2. Вычисляем uS 
2
1 .

3. Вычисляем  dt t
  0 )()(  при известном )0(  .

4. Вычисляем 





  qSE

R
u

2
11

 
5. Проверяем изменение функции )(tu  по сравнению с 

предыдущим значением и, если оно достаточно мало, 
прекращаем расчет.

6. Вычисляем   t dutq 0 )()(  .

7. Переходим к п. 2.
Очевидно, алгоритм максимизации 5 применим только в том 
случае, если

R>0.            (36)
Можно заметить, что п.п. 2-3 могут быть объединены и тогда 

этот алгоритм упрощается и принимает следующий вид:
Алгоритм максимизации 6.

1. Принимаем 
R
Etu )(  и вычисляем   t dutq 0 )()(  .

2. Вычисляем  qSE
R

u 
1

 
3. Проверяем изменение функции )(tu  по сравнению с 

предыдущим значением и, если оно достаточно мало, 
прекращаем расчет.

4. Вычисляем   t dutq 0 )()(  .

5. Переходим к п. 2.

Следствием замечания 2.1 является то, что данный алгоритм 
применим и тогда, когда величина R является функцией R(t) 
независимого переменного t.

Если функции представляются рядами вида





n

k
kuu

1
,
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



n

k
kqq

1
,

где n  - номер итерации, то алгоритм 6 принимает следующий вид:
Алгоритм максимизации 7.

1. Устанавливаем 1n , вычисляем 
R
Etu )(1  и вычисляем 

  t dutq 0 11 )()(  .

2. Вычисляем )()(1 tq
R
Stu nn 

 
3. Проверяем изменение функции )(tu  по сравнению с 

предыдущим значением и, если оно достаточно мало, 
прекращаем расчет.

4. Вычисляем   
t

nn dutq 0 11 )()(  .

5. Увеличиваем n  на 1 и переходим к п. 2.

Пример 7. Рассмотрим уравнение 
0)(  tEqRSq  , (а)

где Е – константа, )(t  - единичная ступень. Решением этого 

уравнения является  













 t

R
S

R
Eq exp1 . При этом
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 т.е.















 t

R
S

S
Eq exp1 .

Решение уравнения (а) при 0t  имеет вид
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





 t

R
S

R
Eq exp . (в)















 t

R
S

S
Eq exp1 . (с)

При 0t   имеем

0,  q
R
Eq , (д)

Однако в момент 0t   производная испытывает скачок 


R
Eq  )0( (е)

Непосредственной подстановкой в исходное уравнение можно 
убедится в правильности этого решения - см. фиг. 1 и также 
функцию  FigGamma. 

Воспользуемся для решения уравнения (а) алгоритмом 
максимизации 7.  
0. Принимаем вначале 0)( tq .

1. Вычисляем 
R

tEtutu )()()( 1


  и вычисляем 

t
R
Edutqtq t  0 11 )()()(  .
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t
R
SEq

R
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R
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2
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и т.д. Итак, 









 ...
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Фиг. 1.

Можно заметить, что на каждой итерации ряд функции q(t) 
дополняется одним слагаемым и что с увеличением числа 
итераций q(t) стремится к известному результату: 















 t

R
S

S
Etq exp1)( , что и требовалось показать.

Можно заметить, что предложенный алгоритм 
распространяется и на векторное представление переменных, где 

RS ,  – квадратные матрицы. Важно только, чтобы электрическая 
цепь полностью описывалась системой уравнений

)(tEqRSq  .          (37)

Пример 8. Рассмотрим программу, реализующую алгоритм 
максимизации 3 для решения системы уравнений (37) при 

)()( tEtE   Эта программа аналогична приведенной в 
примере 6 и в ней используется те же обозначения и 
вспомогательные функции. Отличается основная функция 
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DEjumpRC.  На следующем рисунке (см. также функцию 
testDEJRC_127) представлены результаты расчета по этой 
программе системы 127 уравнений. На рисунке приведены 
графики )(),( txtx   для трех функций с номерами 1, 52, 113.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3
Currents in lines 1, 52, 113

C
ur

re
nt

Time

X.1-charge

X.52-charge

X.113-charge

X1.1-current = derivative of charge

X1.52-current = derivative of charge

X1.113-current = derivative of charge

Другие примеры рассмотрены в разделе 9.6.6.
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5. Системы дифференциальных 
уравнений при многоступенчатых 
воздействиях.
Выше (в разделе 6.4) рассмотрен случай, когда напряжения в 

электрической цепи имеют вид )()( tEtE o  , где oE  – вектор 
констант, )(t  - единичная ступень. При этом в начале каждой 

итерации вычисляется )(
2
1)( tEuRqSt o   и, следовательно, 

к функции )(t  добавляется слагаемое tEo . При этом на каждой 
итерации алгоритма максимизации 3 степенной ряд функции q(t) 
дополняется двумя слагаемыми. Однако можно ограничиться 
определенным числом членов ряда, т.к. он является сходящимся.

Вышеприведенный пример 4 иллюстрирует этот случай.
Очевидно, этот же алгоритм применим и для функции 

)()( oo ttEtE   , где 0ot  – некоторый момент времени. Этот 
же алгоритм применим и в том случае, когда функцию можно 
представить в виде

)()(
1

io
h

i
io ttEtE 




см., например, фиг. 1. В силу принципа суперпозиции для 
электрических цепей вычисление в этом случае состоит из 
многократного применения алгоритма максимизации 3.

tiot(1)=0 t(2) t(3) t(n)

jump(1)

jump(2)

jump(3)

jump(n)

jump

Фиг. 1.
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Пример 9. Рассмотрим DEjumpMany, которая реализует 
алгоритм максимизации 3 для ступенчатых напряжений. В 
данной функции используются следующие параметры:

входные:
S, V, R,  erToler, N – см. выше в описании функции DEjump,
EЕ – вектор, в котором все компоненты, кроме одной, равны 

нулю, а ненулевая компонента е = 1,
jump - вектор скачков напряжения ненулевой компоненты е, 

jump = [jump(1), jump(2),…,jump(n)],
tjump - вектор моментов скачка,

tjump = [t1=0,t2,t3,…,tn,999],
pixels - количество точек наблюдения на интервале 

наблюдения.
выходные:
tio=T, err - см. выше в описании функции DEjump.
xt, x1t, x2t – искомые функции,
t - моменты наблюдения этих функций.
На фиг. 1 иллюстрируется смысл обозначений некоторых 

переменных в этой функции. На выходе функции 
DEjumpMany образуются матрицы значений искомых 
функций во всех точках наблюдения. На следующем графике 
представлены результаты решения некоторой системы трех 
уравнений при многократных ступенчатых воздействия - см. 
также функцию testDEJmany.
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6. Системы дифференциальных 
уравнений первого порядка при 
воздействиях в виде функций Дирака
Далее рассматривается функция Дирака )(t  . Между функцией 

Дирака )(t   и ступенчатой функцией )(t  устанавливаются 
следующие соотношения:





0

)()( dttt  . (1)

dttt )()(   , (2)
Алгоритм максимизации 6 распространяется и на уравнения 

(6.4.37), где )()()( ttEtE o   . 

Пример 9а. Рассмотрим уравнение
0)(  tEqRSq  , (а)

где Е – константа. Решением этого уравнения является

 



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




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R
Eq exp1 . 

При этом
 

,expexp
000 




















































  

R
S

R
Ed

R
S
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S
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Edqq
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 т.е. 















 t

R
S

R
Eq exp1

Решение уравнения (а) при 0t  имеет вид







 t

R
S

R
ESq exp2 . (в)







 t

R
S

R
Eq exp . (с)
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При 0t   имеем

2R
ESq  , 

R
Eq  , (д)

Однако в момент 0t  производная испытывает скачок 









 2R

ES
R
Eq  , (е)

а функция испытывает скачок


R
Eq  . (d)

Фиг. 1.

Непосредственной подстановкой в исходное уравнение можно 
убедится в правильности этого решения - см. фиг. 1 (см. также 
функцию FigGamma). При физической интерпретации 
этого уравнения надо иметь в виду, что функция )(t   
безразмерна, а функция )(t  имеет размерность независимой 
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переменной t. Воспользуемся для решения этого же уравнения 
алгоритмом максимизации 7. 
0. Принимаем вначале 0)( tq .

1. Вычисляем 
R

tEtutu )()()( 1
 

  и вычисляем 

)()()()( 0 11 t
R
Edutqtq t    .
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SEq

R
Su 
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Можно заметить, что на каждой итерации ряд функции q(t) 
дополняется одним слагаемым и с увеличением числа итераций 

)(),( tqtq   стремятся к результатам, указанным в начале 
примера. 

Таким образом, алгоритм максимизации 7 вычисляет 
искомую функцию. На фиг. 2 приведены графики функций 

)(),( tqtq   при определенных значениях параметров - см. также 

функцию testDirak_1.
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Фиг. 2.

Реально отсутствуют случаи, когда можно напряжение или ток 
источников описать функцией Дирака от времени. Однако можно 
представить электрические и другие схемы, где воздействие может 
быть описано функцией Дирака от пространственных координат. 
Рассмотрим пример.

Пример 9в1. Рассмотрим длинную линию, приведенную в 
примере 5.6.3. При большом числе элементов эта линия может 
рассматриваться как непрерывная линия с параметрами, 
зависящими от длины z, а уравнение 122 qNq   можно 

заменить на уравнение dz
qdq 1

2


  (это показано в главе 8). При 

этом линия в целом описывается уравнением

)()()()( zP
dz

zdxzTzx  .
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Если 











,0if,0

,0if,
)(

z
zE

zP  (как это сделано в примере 5.6.3), 

то естественно принять )()( zEzP   . При этом уравнение 
данной линии принимает вид 

0)()()(  zE
dz

zdxRzSx  , где )(,1 zTRS  . 

Именно это уравнение и рассмотрено выше. Таким образом, 
данная непрерывная электрическая линия может быть расчитана 
по алгоритму максимизации 6 при воздействии в виде функции 
Дирака – ср. графики примеров 5.6.3 и 9а.

Алгоритм расчета при воздействиях в виде функций Дирака 
распространяется и на векторное представление переменных в 
уравнении (6.4.37), где )()( tEtE o   и RS ,  – квадратные 
матрицы. 

 Пример 9в2. Рассмотрим систему двух дифференциальных 
уравнений относительно функций )(),( 21 tqtq  независимой 

переменной t:

).(2
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tqq
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Рассмотрим вектор 
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1
q
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q  . Тогда эту систему можно 

представить в  виде 
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Воспользуемся для решения этого уравнения алгоритмом 
максимизации 7. При этом на некоторой  1n -ой итерации, 

когда известен вектор 
n

n
n q

q
q
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и т.д. Таким образом, в результате итераций образуются
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Можно заметить, что ряды, помещенные в квадратные 
скобки, являются рядами функций )sin( t  и  )cos(1 t . 
Следовательно,

 
  t

t
u





cos1
sin2


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 , 
 
 t

t
tq 


 sin

2
1

cos1
)(


 ,
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что и является решением задачи. На рисунке приведены 

графики функций )()(),( tqtutq   при определенных 

значениях параметров - см. также функцию testFig6_9b2.

Пример 9с. Рассмотрим программу, реализующую алгоритм 
максимизации 6 для решения системы уравнений (37) при 

)()( tEtE o  . Основная функция DEdirak аналогична 

приведенной в примере 6 функции DEjump и в ней 
используется те же обозначения и вспомогательные функции. 

На рисунке (см. также функцию testDirak_3) 
представлены результаты расчета по этой программе системы 
трех уравнений. На рисунке приведены графики функций 

)(),( txtx  .

Пример 9d. Рассмотрим систему двух дифференциальных 
уравнений относительно независимой переменной z:
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dz
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


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Рассмотрим вектор 
)(
)(

)(
ze
zh

zx  . Тогда эту систему можно 

представить в  виде 

)()()( zE
dz
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На рисунке (см. также функцию testDirak_2) представлены 
результаты решения этого уравнения при 
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На рисунке приведены графики функций )(),( txtx  .
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Пример 9е. Магнитная сила Лоренца в системе СИ
                      BvqF  .  (1)
где Bvq ,,  - электрический заряд, его скорость и индукция 
магнитного поля соответственно. Обозначим
                     vmF  ,  (2)
где m  - масса заряда. Тогда

                       Bv
q
vm


 .  (3)

В начальный момент заряд влетает в область данного магнитного 
поля со скоростью ov . С учетом этого факта уравнение (3) 
следует переписать в виде

                           0)()(



tBvBtv

q
tvm

o  . (4)

Запишем векторное произведение в виде

                      vS
bvbv

bvbv
bvbv

Bv

xyyx

xzzx

yzzy























 , (5)

где 

                      






















0
0

0

xy

xz

yz

bb
bb

bb
S . (6)

Учтем еще, что скорость заряда и его радиус-вектор r  связаны 
соотношением rv  . Тогда уравнение (4) можно переписать в 
виде
                      0)()()(  rErvRrvS  , (7)

где r  радиус-вектор заряда, qmR / , oSvE  ,  zyx bbbB ,, .
На рисунках (см. также функцию testDirakLorenz, mode=2) 
представлены результаты решения этого уравнения при 

    .1,1,3.1,0,15.0,2.0,1007.0  RBvo  На первом рисунке 
приведены графики координат, скоростей и ускорений заряда, а 
на втором рисунке показана траектория заряда и проекции этой 
траектории на координатные плоскости. Координаты траектории 
вычисляются по формуле   

t
oB dtvrr , где oBv  - проекция 

начальной скорости ov  на направление вектора индукции. 
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Для проверки метода воспользуемся известными уравнениями 
для случая, когда вектор B  направлен по оси oz ,

                      
qB
mvr o ,  (8)

                      )sin(tvzz oo  ,  (9)

                      
qB

mT 


2 ,  (10)
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где r  - радиус траектории-окружности, T  - период    - -угол 
между векторами Bv ,0 . На следующем рисунке (см. также 
функцию testDirakLorenz, mode=3) представлены результаты 
решения этого уравнения (7) при

    .1,1,0,0,)sin(,0),cos(,001.0  RBvvv ooo   По 

графикам траектории находим 01.0r , 5.0)sin( 
tv

z
o

 , 

2.6T , что совпадает с вычислением по формулам (8, 9).
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Как указывалось, алгоритм максимизации 6 применим и тогда, 
когда величина R является функцией R(t) независимого 
переменного t. В главе 9 будут рассмотрены соответствующие 
примеры решения уравнений Максвелла, как уравнений с 
воздействием в виде функций Дирака от пространственных 
координат. 
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6а. Системы дифференциальных 
уравнений второго порядка при 
воздействиях в виде функций Дирака
Алгоритм максимизации 3 распространяется и на уравнения 

(6.3.24), где )()()( ttEtE o   . 

Алгоритм максимизации 8.
1. Принимаем 0)( tq  и 0)( tu .

2. Вычисляем ERuSq 
2
1 . 

3. Вычисляем  dt t
  0 )()(  при известном )0(  .

4. Вычисляем 





  Rq

L
u

2
11  .

5. Проверяем изменение функции )(tu  по сравнению с 
предыдущим значением и, если оно достаточно мало, 
прекращаем расчет.

6. Вычисляем   t dutq 0 )()(   при известном )0(u .
7. Переходим к п. 2.

Пример 9е. Рассмотрим уравнение
0)(  tEqLqRSq  , (а)

где Е – константа. Воспользуемся алгоритмом максимизации 8. 
На первой итерации
1. Принимаем 0)( tq  и 0)( tu .

2. Вычисляем )()(
2
1)( tEtERuSqt   .

3. Вычисляем )()()( 0 tEdt t     

4. Вычисляем )(
2
11 t

L
ERq

L
u  






  .
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5. Вычисляем t
L
Edutq t  0 )()(  .

На второй итерации
2. Вычисляем )()(

2
)(

2
1)( tEt

L
ERt

L
SEtERuSqt   .

3. Вычисляем )(
2

)( 2 tEt
L

REt
L

SEt    

4. Вычисляем )(2
22

11
2

2
2 t

L
Et

L
REt

L
SERq

L
u  






  .

5. Вычисляем t
L
Et

L
REt

L
SEdutq t   2

2
3

20 6
)()(  .

Пусть на некоторой итерации получено





n

k

k
k taEtq

1
)( , 











 





1
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k tb

L
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nn

kkk
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
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




 

2. Вычисляем 












 


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1 tt
L
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k
cEt

n

k
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3. Вычисляем
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4. Вычисляем 

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
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.
Таким образом, на каждой итерации ряд функции q(t) 
дополняется двумя слагаемыми.

Можно заметить, что предложенный алгоритм распространяется 
и на векторное представление переменных, где RSL ,,  – 
квадратные матрицы. 
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7. Алгоритм максимизации для расчета 
электрических цепей
Предложенный алгоритм весьма прост для программной 

реализации и может быть применен для решения системы (6.3.24) 
при ступенчатых  воздействиях. Однако очень часто его 
невозможно применить к расчету реальной электрической цепи. 
Действительно, мы рассмотрели алгоритм расчета RCL-цепи, 
которая описывается системой уравнений (6.3.24). Такая система 
описывает безусловную электрическую цепь. Однако, для 
непосредственного применения этого существуют следующие 
ограничения.

1) Отсутствие индуктивности хотя бы в одной ветви 
электрической цепи приводит к нарушению условия (6.3.23) 
и, как следствие, делению на 0. В этом случае следует 
дополнить электрическую цепь относительно малыми 
индуктивностями в тех ветвях, где она отсутствует.

2) Безусловная электрическая цепь стремиться к состоянию 
реальной электрической цепи при стремлении 
методического сопротивления к бесконечности. Однако это 
приводит к тому, что матрица сопротивлений приближается 
к положительно полуопределенной (а не положительно 
определенной). При этом интервал наблюдения стремиться 
к нулю.

Рассмотрим некоторые примеры расчета электрических цепей, 
удовлетворяющих этим ограничениям.

Пример 10. Рассмотрим электрическую цепь, 
представленную на фиг. 2. Параметры этой цепи перечислены в 
табл. 1. Напряжение в ветви 7 принимает указанное значение 
скачком в начальный момент времени. Видно, что во всех ветвях 
имеются индуктивности. Кроме того, ко всем узлам подключены 
сопротивления ro=1.5. Эти сопротивления физически 
присутствуют в цепи, но, в то же время, могут рассматриваться, 
как методические сопротивления. При этом данная цепь 
описывается системой дифференциальных уравнений (24) и 
может рассчитываться по алгоритму максимизации 3. 
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Таблица 1 (см. также функцию Branches23) .
Ветвь Узел

начала
Узел
конца

Напря-
жение

R (ом) L (гн) S (1/ф)

1 0 1 0 0.2 3 10000
2 0 2 0 0.3 4 10000
3 0 3 0 0.4 5 10000
4 1 2 0 5 6 100
5 2 3 0 6 7 200
6 3 1 0 1 8 300
7 2 0 -192 0.01 0.01 0

32 5

4 6

2

1

3

1

7 ro
ro

ro

Фиг. 2.

Рассмотрим программу LinCir для расчета подобных 
цепей. Эта программа содержит следующие М-функции (здесь 
используются обозначения, принятые при описании функции 
SinCir в разделе 5.6 и функции DEjump в разделе 6.3. На 
фиг. 3 (см. также функцию testLin) показаны графики 
изменения тока во всех ветвях данной схемы: в первой линии 
окон – токи ii в сопротивлениях  ro узлов 1, 2, 3; во второй 
линии окон – токи qqt в ветвях 1, 2, 3; в третьей линии окон – 
токи qqt в ветвях 4, 5, 6; в четвертой линии и левом окне – ток 
qqt в ветви 7; в четвертой линии и правом окне – сумма токов в 
узле 2, представляющая собой невязку первого закона 
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Кирхгоффа; в четвертой линии и среднем окне – относительная 
(к току ветви 7) невязка первого закона Кирхгоффа.

Фиг. 3.

Пример 11. Рассмотрим электрическую цепь, представленную 
на фиг. 4. Параметры этой цепи перечислены в табл. 2. Кроме 
того, к узлу 2 подключен источник постоянного тока, а его ток 
принимает значение I=-3 скачком в начальный момент времени. 
Видно, что во всех ветвях имеются индуктивности. Кроме того, 
(как и в примере 10), ко всем узлам подключены сопротивления 
ro=1.5. Эти сопротивления физически присутствуют в цепи, но, 
в то же время, могут рассматриваться, как методические 
сопротивления. После преобразования в безусловную цепь ток 
I=-3 заменяется вектором напряжений в ветвях E’=[0, 4.5, 0, 4.5, -
4.5, 0]. При этом данная цепь описывается системой 
дифференциальных уравнений (24) и может рассчитываться по 
алгоритму максимизации 3. Для этого используются функции из 
примера 10. 
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Таблица 2 (см. также функцию Branches21) .
Ветвь Узел

начала
Узел
конца

Напря-
жение

R (ом) L (гн) S (1/ф)

1 0 1 0 0.2 3 1000000
2 0 2 0 0.3 4 0
3 0 3 0 0.4 5 0
4 1 2 0 5 6 100
5 2 3 0 6 7 0
6 3 1 0 1 8 300

На фиг. 5 (см. также функцию testLin21) показаны графики 
изменения тока во всех ветвях данной схемы: в первой линии 
окон – токи ii в сопротивлениях  ro узлов 1, 2, 3; во второй 
линии окон – токи qqt в ветвях 1, 2, 3; в третьей линии окон – 
токи qqt в ветвях 4, 5, 6; в четвертой линии окон – 
относительная (к току I=-3) невязка первого закона Кирхгоффа. 
Заметим, что эти функции вычисляют переменные 
составляющие токов – коэффициенты степенного ряда для 
членов степени, большей нуля. Постоянная составляющая токов 
ii – постоянный член степенного ряда равен току НН’=[0, -3, 0].
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Фиг. 5.

8. Алгоритм максимизации для расчета 
электрических цепей при 
переключениях
Как известно [14], при скачке напряжения возникает ток, 

который можно рассматривать как сумму двух токов – 
установившегося и свободного. То же самое можно утверждать 
относительно зарядов. Покажем, что алгоритм максимизации не 
изменяет установившихся зарядов. Применяем алгоритм 
максимизации 3

1. Принимаем, что )(tq  и )()( tqtu   удовлетворяют 
уравнению безусловной электрической цепи

a. 0 EqLqRSq .

2. Вычисляем ERuSq 
2
1 .

3. Вычисляем  dt t
  0 )()(  при известном )0(  .

4. Вычисляем
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,

что и требовалось показать.
С другой стороны, алгоритм максимизации по существу не 

может быть применен к вычислению установившихся значений, т.к. 
интервал изменения этих значений не ограничен слева. Таким 
образом, для расчета цепи, к которой приложено напряжение, как 
функция времени E=f(t), принимающее скачкообразно в нулевой 
момент времени значение f(0), необходимо

1. Расчитать установившийся заряд каким-либо способом 
(например, изложенным в предыдущих главах),

2. Расчитать свободный ток, как реакцию на скачок, методом 
максимизации,

3. Выполнить суперпозицию этих токов.
Рассмотрим этот метод внимательнее на примерах расчета 
послеаварийного режима при коротком замыкании и обрыве ветви.

Короткое замыкание.
Рассмотрим электрическую цепь, в которой выделены некоторые 

зажимы А и В. В нормальном режиме между зажимами А и В 
имеется разность потенциалов v. При коротком замыкании этих 
зажимов по соединению АВ пойдет ток i. Рассмотрим теперь ту же 
электрическую цепь, но исключим из нее все источники тока и 
напряжения, а между зажимами А и В включим источник 
напряжения с нулевым внутренним соединением и напряжением (-
v). При этом по соединению АВ и через этот источник напряжения 
пойдет тот же ток i [14]. Отсюда следует, что ток короткого 
замыкания и все остальные параметры послеаварийного режима 
могут быть вычислены по следующему алгоритму.

Алгоритм расчета при коротком замыкании.
1. Расчет нормального режима электрической цепи 1 и 

определение разности потенциалов v между зажимами А и 
В.

2. Преобразование исходной электрической цепи 1 в 
электрическую цепь 2, отличающуюся от исходной 
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отсутствием всех ее источников тока и напряжения и 
наличием источника напряжения (-v) между зажимами А и В.

3. Расчет электрической цепи 2 при скачке напряжения между 
зажимами А и В от (0) до (-v). При этом определяется вектор 
токов I3.

4. Преобразование исходной электрической цепи 1 в 
электрическую цепь 3, отличающуюся от исходной только 
тем, что в ней появилась цепь короткого замыкания АВ. При 
этом определяется вектор токов I4 установившегося 
послеаварийного режима. 

5. Расчет токов послеаварийного режима как суммы токов I3 и 
I4.  

Расчет токов I3 может быть выполнен по алгоритму 
максимизации 3, как описано выше. Расчет токов I4 может быть 
выполнен в соответствии с разделом 5.6.

Обрыв ветви.
Рассмотрим электрическую цепь, в которой выделена некоторая 

ветвь между зажимами А и В. В нормальном режиме между 
зажимами А и В идет ток i. При обрыве цепи между зажимами А и В 
появится разность потенциалов v. Рассмотрим теперь ту же 
электрическую цепь, но исключим из нее все источники тока и 
напряжения, а между зажимами А и В включим источник тока (-i). 
При этом между зажимами А и В появится та же разность 
потенциалов v [14]. Отсюда следует, что разность потенциалов на 
концах разорванной ветви и все остальные параметры 
послеаварийного режима могут быть вычислены по следующему 
алгоритму.

Алгоритм расчета при обрыве ветви.
1. Расчет нормального режима электрической цепи 1 и 

определение тока i между зажимами А и В.
2. Преобразование исходной электрической цепи 1 в 

электрическую цепь 2, отличающуюся от исходной 
отсутствием всех ее источников тока и напряжения и 
наличием источника тока (-i) между зажимами А и В.
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3. Расчет электрической цепи 2 при скачке тока между 
зажимами А и В от (0) до (-i). При этом определяется вектор 
токов I3.

4. Преобразование исходной электрической цепи 1 в 
электрическую цепь 3, отличающуюся от исходной только 
тем, что в ней появился источника тока (-i) между зажимами 
А и В вместо прежней ветви АВ. При этом определяется 
вектор токов I4 установившегося послеаварийного режима. 

5. Расчет токов послеаварийного режима как суммы токов I3 и 
I4.  

Расчет токов I3 может быть выполнен по алгоритму 
максимизации 3, как описано выше. Расчет токов I4 может быть 
выполнен в соответствии с разделом 5.6.
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Глава 7. Электромеханические 
системы

1. Общий случай
Вышеприведенные результаты можно (как указывалось) 

интерпретировать как метод решения системы дифференциальных 
уравнений второго порядка относительно переменной q(t) вида

0 EqRqMqS .                                                         (1)
Решение этого уранения является следствием оптимизации 
одновременно двух функционалов вида (4.13) и (4.14), где 

oooooo wvqyxq  , . Исключая трансформаторы ТД и ИТ 
эту же систему (1) можно представить также в следующем виде:

  0 HqNNEqRqMSq T .                              (2)
Дополним безусловную электрическую цепь, соответствующую 

уравнению (2), ветвями третьего типа, включенными между узлом и 
«землей». Эти ветви будем называть дифференцирующими, 
поскольку они описываются парой дифференциальных уравнений 
следующего вида:

 1111111 hXfXeXdJcJbJa ,                 (3)
02222222  hXfXeXdJcJbJa ,                         (4)

где
  - узловые потенциалы,
J  - токи дифференцирующих узлов,
X  - «посторонние» переменные,

hfedcba ,,,,,,  - известные величины.
В безусловной электрической цепи узловые потенциалы равны 

i  , а токи через узловые сопротивления в данном случае 
равны

JHqNi  .                                                                      (5)
При этом система уравнений электрической цепи принимает вид:
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                      (6)

Эта система может быть переписана в следующем виде:
0 EQSQRQM ,                                                         (7)

где 
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Сравнивая (1) и (7), а также имея в виду обозначение для Q , 

получаем 
X
J
q

G




 .

Метод решения уравнения (7) полностью совпадает с методом 
решения уравнения (1) и состоит в следующем:

1. дано начальное значение переменной Q(t),
2. вычисляется градиент p(t), равный левой части этих 

уравнений,
3. вычисляются величины 2121 ,,, BBAA   по формулам 

(3.11),
4. вычисляется приращение переменной Q(t) по формуле (3.10) 

и новое значение этой переменной,
5. вычисление по пунктам 2, 3, 4 повторяется до достижения 

заданной точности

Уравнение (3) может описывать некоторый 
электромеханический элемент, где «посторонние» переменные – это 
координаты, скорости, ускорения, силы, моменты, температура, 
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давление и другие переменные, описывающие неэлектрические 
процессы - механические, тепловые, гидравлические. При этом 
система уравнений (6) описывает систему электромеханических 
элементов, связанных электрической цепью. Можно выделить 
следующие варианты таких систем:

1. Электрическая цепь; при этом
qQhfedcba  ,0,0,0,0,0,0,0 .

2. Неэлектрическая (механическая, тепловая, гидравлическая) система; 
при этом электрическая цепь отсутствует,

XQcba  ,0,0,0 ,
и остается только часть уравнения (4) в виде

02222  hXfXeXd .
3. Электрическая цепь, в которой дифференциальные ветви содержат 

только электрические элементы; при этом

J
q

Qhfed  ,0,0,0,0 ,

а величины cba ,,  имеют соответственно следующий смысл: 
индуктивность или взаимоиндуктивность нескольких 
дифференциальных ветвей, сопротивление, емкость.

4. Электромеханическая система – общий случай. При этом 
некоторые дифференциальные ветви могут

 отсутствовать,
 содержать только электрические элементы,
 содержать только механические, тепловые, гидравлические 

элементы,
 содержать электромеханические элементы, в которых 

происходит преобразование электромагнитной энергии в 
механическую и тепловую или обратное преобразование; 
именно эти элементы формируют электромеханическую 
систему, как таковую.

Наиболее распространенные элементы и их уравнения 
приведены в табл. 1.
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Таблица 1.

Тип элемента iRu  dt
diLu 

dt
duCi 

1 Электрический напряжение = 
сопротивление *

ток

напряжение = 
идуктивность * 

производная тока

ток = емкость * 
производная 
напряжения

2 Механический с 
поступательным 
движением

смещение = 
демпферное 

сопротивление *
сила

смещение = 
жесткость 
пружины * 

производная 
силы

сила = масса * 
производная 

смещения

3 Механический с 
вращательным 
движением

угловое смещение 
= сопротивление 
вращающегося 

демпфера * 
момент силы

угловое 
смещение = 
жесткость 

вращающегося 
демпфера * 

момент силы

момент силы = 
момент инерции 

* производная 
углового 

смещения

4 Гидравлический давление = 
гидравлическое 

сопротивление *
поток

поток = 
гидравлическая 

емкость* 
производная 

давления
5 Тепловой разность 

температур = 
тепловое 

сопротивление * 
тепловой поток

тепловой поток = 
теплоемкость * 

производная 
разности 

температур

2. Пример. Коллекторная машина
Как пример электромеханической системы рассмотрим систему с 

коллекторными машинами. Коллекторная машина описывается 
следующими уравнениями

,
,
XWXBAJT

JLGJXA



           (10)

или

,0
,

2222

111




hXeXdJc
XeJcJb 

           (11)

где
X - угол поворота; в наших обозначениях – это посторонняя 

переменная;
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  - напряжение на коллекторе; в наших обозначениях – это 
узловой потенциал;

J - ток коллекторной машины; в наших обозначениях – это ток 
дифференцирующего узла;

2hT   - момент силы на валу коллекторной машины ,

2dW   - момент инерции коллекторной машины,

1cG   - сопротивление обмотки,

1bL   - индуктивность обмотки,

21 ceA   – известный коэффициент (зависящий от тока 
возбуждения),

2eB   - известный коэффициент.

Коллекторные машины соединены электрической цепью, в 
узлах которой они находятся, и механической цепью – системой 
редукторов, в которую, помимо коллекторных машин, включены 
источники и потребители момента силы. Таким образом, в систему 
уравнений для электромеханической системы, вооще говоря, должно 
быть включено уравнение для моментов силы в системе. Однако 
моменты сил на валах коллекторных машин могут быть легко 
выражены через внешние источники и потребители моментов сил и 
тогда такая электромеханическая система в целом описывается 
системой уравнений (4) при 
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В частном случае, когда одна коллекторная машина включена на 
холостом ходу и 02  eB , уравнения электромеханической 
системы вырождаются в единственное уравнение 

XWT             (12)
или 

022  hXd .           (13)
Уравнение (12) следует из принципа минимума действия
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  min0 
T

pk dtEE ,           (14)

где

22XWEk   - кинетическая энергия,

 TXE p   - потенциальная энергия.

В рассматриваемом случае XQ  , 2hE  , 2dM  , 0R , 0S  
и функционалы (4.13) и (4.14) принимают следующий вид:

    





  T dtXXhXXdF 0 212

2
2

2
121 2

1
,                        

      T dtYYhYYYYdF 0 212212122 .                       
Оптимизация этих функционалов приводит к уравнению (13) и 
эквивалентна оптимизации функционала (14), которая приводит к 
уравнению (12). Таким образом, в этом частном случае принцип 
минимума действия эквивалентен предложенному принципу. Однако 
принцип минимума действия не применим к общему случаю 
электромеханической системы.

3. Еще об электрических цепях
Рассмотрим снова электрическую цепь с дифференциальными 

ветвями. Надо заметить, что схема такой же конфигурации может 
быть построена и без привлечения понятия дифференциальных 
ветвей. Но перед расчетом ее необходимо преобразовать в 
безусловную электрическую цепь. Существует, однако исключение 
– электрические цепи, в которых 
1) каждый узел соединен хотя бы одной (дифференциальной) 

ветвью с «землей»;
2) дифференциальные ветви не связаны взаимоиндуктивностями с 

другими ветвями.
В дальнейшем будем называть такие цепи приземленными. Эти 
цепи могут быть рассчитаны непосредственно, без преобразования 
их в безусловные цепи.

В соответствии с вышеизложенным приземленная электрическая 
цепь описывается следующей системой уравнений:
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











.0
,0

,0

1111
JHqN

hJcJbJa
NESqqRqM T




         (15)

Исключая ,, J  получаем

       0
ˆ 1111
















hHNqcHqNbHqNaN

ESqqRqM
T ,

что эквивалентно (7), где

qQ  ;  1111 ˆ hHcHbHaNEE T  ;

NaNMM T
1 ; NbNRR T

1 ; NcNSS T
1 . 

Уравнение (7) может быть использовано для расчета 
установившегося режима по формулам раздела 5.5 и для расчета 
реакции на скачки напряжения и тока по алгоритму максимизации 
3. Важно отметить, что для последнего необходимо только (в 
отличие от цепей, рассмотренных в разделе 6.5), чтобы во всех 
недифференцирующих ветвях была включена индуктивность. 
Очевидно, что при этом появляется также возможность расчета 
переходных режимов в приземленных электрических цепях (по 
методу, описанному в разделе 6.6).

Рассмотрим теперь электрическую цепь с трансформаторами 
Дениса. Уравнения этой цепи имеют вид (см. раздел 3.2):























.0

,0
,0

,0
,0

22

1111

KPqT

JHqN
hKb

hJcJbJa
TNESqqRqM

T

T






         (16)

Исключая отсюда ,,,, KJ  получаем

      
  

0ˆ

22

1111 
























hPqTbT

hHNqcHqNbHqNaN

ESqqRqM

T

T ,   (17)

что эквивалентно (7), где
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qQ  ; 

    221111 ˆ hPbThHcHbHaNEE T  ;
TT TbTNbNRR 1211  ; 

NaNMM T
1 ; 

NcNSS T
1 .         (18)

Видно, что матрицы SRM ,,  в общем случае являются 

симметричными и знакоопределенными. Поэтому для расчета 
установившегося режима электрической цепи можно применить 
метод, описанный в разделе 5.6. Метод расчета электрической цепи 
при ступенчатых воздействиях может быть применен только при 
положительно определенной матрице M , что в общем случае 
недостижимо. Именно поэтому для расчета переходных режимов 
необходимо преобразовывать исходную электрическую схему в 
безусловную или приземленную.

Пример 1. Рассмотрим электрическую цепь в виде кольцевой 
линии, содержащей n узлов (n - четное) – см. рис. 1.  Между 
каждой парой узлов включено сопротивление и индуктивность. 
Между нечетными узлами и «землей» включен источник 
ступенчатого напряжения (включаемого в момент t=0), а между 
четными узлами и «землей» включена емкость. 

Применим для расчета этой цепи рассмотренный выше 
метод. Из (15) находим

.0,0,0 11  JqNhJcNEqRqM T 
Далее, из (16) получаем

qQ  ; 1hNEE T ; MM  ; RR  ; NcNS T
1 .
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Rn,LnR1,L1

R2
,L

2
R3

,L
3

E2

E4

En
C1

C
3

C5

R4,L4

Рис. 1.

Можно заметить, что в этом случае матрица








































n

n
N

1...0001
..................
0...1100
0...0110
0...0011

На рис. 2 показаны результаты расчета при n=18, L=10, R=1, 
S=2, E=100 (см. также функцию testDEJdlin2). На  этом 
рисунке показаны
 графики изменения во времени токов в двух первых элементах 

цепи – gX(z=1,2; t); 
 графики изменения во времени токов в четырех средних 

элементах цепи – gX(z=n/2-1,n/2-2; t) и gX(z=n/2,n/2+1; t);
 токи во всех элементах цпи в начальный момент времени и в 

момент окончания интервала наблюдения - gX(z; t=const).
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Рис. 2.

Пример 2. Рассмотрим электрическую цепь в виде линии, 
содержащей n узлов. 

Рис. 3.
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В начале линии включен источник ступенчатого напряжения 
(включаемого в момент t=0). Между каждой парой узлов 
включено сопротивление и индуктивность, а между каждым 
узлом и «землей» включена емкость. Применим для расчета этой 
цепи формулы, указанные в примере 1. На рис. 3 показаны 
результаты расчета при n=(1,2,3,4), L=10, R=1, S=2, E=100  (см. 
также функцию testDEJdlin3). На  этом рисунке показаны 
графики изменения во времени токов в каждом е-элементе 
электрической цепи “n, e”

Пример 3. Рассмотрим электрическую цепь примера 2, но при 
отсутствии индуктивностей, и будем полагать, что в начале линии 
включен источник импульсного напряжения (включаемого в 
момент t=0) в виде функции Дирака - см. для сравнения пример 
6.6.9с.  Применим для расчета этой цепи формулы, указанные в 
примере 1. На рис. 4 показаны результаты расчета при 
n=(2,3,4,5), R=1, S=2, E=100  (см. также функцию 
testDirakDlin). На  этом рисунке показаны графики 
изменения во времени токов в каждом е-элементе электрической 
цепи “n, e”.

Рис. 4.
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Глава 8. Функционал для 
уравнений в частных 

производных

1. Вариационный принцип оптимума для 
электрических линий и плоскостей
Здесь вариационный принцип оптимума для 

электромеханических систем распространяется на электрические 
линии и плоскости [23]. Указывается основанный на этом принципе 
метод расчета  электрических линий и плоскостей. При этом они 
могут быть некоднородными, а к любым их точкам могут быть 
подключены комплексные нагрузки и\или источники напряжения.

1.1. Уравнения непрерывной электрической линии

Как известно непрерывная электрическая линия (длинная линия) 
характеризуется следующими параметрами:

GRCL ,,,  - индуктивногсть, емкость, сопротивление и 
проводимость элемента длины линии,

i  - ток вдоль элемента длины линии,
u  - напряжение на элемента длины линии,
t  - время,
z  - координата линии.

Здесь и далее штрихами обозначаются производные по времени. 
Как известно, эти параметры связаны соотношениями

t
uCGu

z
i








, (1)

t
iLRi

z
u








. (2)

Из (1) следует 
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






















z
uC

z
i

Gz
u

2

21
. (3)

Наконец, совмещая (2, 3), находим:

iLRi
z
uC

z
i

G



















2

21
. (4)

Таким образом, электрическая линия описывается уравнениями (3, 
4), которые следуют из (1, 2).

1.2. Уравнения дискретной электрической линии

L, R

m,r,c,e

kq1 1,1  kq

kq 2

Рис. 1. Длинная линия.

Будем называть электрическую линию, составленную из 
конечных элементов (в отличие от элементов, величина которых 
отнесена к элементу длины линии), дискретной электрической линией - 
см. также рис. 1, где

RL,  - индуктивность и сопротивление элемента длины 
линии,

ercm ,,,  - индуктивногсть, емкость, сопротивление и 
напряжение, включенные последовательно между 
элементом длины линии и нулевым потенциалом – 
“вертикальный” элемент линии,

1  - проводимость между элементом длины линии и нулевым 
потенциалом,

1q  - ток вдоль элемента длины линии,

2q  - ток вертикального элемента линии.

160



Глава 8. Функционал для уравнений в частных производных

В соответствии с вышеизложенным электрическая цепь 
дискретной электрической линии может быть представлена 
безусловной электрической цепью, состоящей из 1-ветвей – 
элементов длины с параметрами RL,  и 2-ветвей – ветвей с 

параметрами ercSm ,,/1,  . Сопротивления   включены 

между узлами этой цепи и нулевым потенциалом. Рассмотрим n-

мерные векторы n

k

k

n

k

k

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

,2

1,2

,2

1,2

2

,1

1,1

,1

1,1

1

...

...

,
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...




 и вектор 2

1
q
q

q 
. 

Тогда параметры электрической цепи могут быть представлены 
следующим образом:

S
S

0
00

 , (1)

m
L

M
0

0
 , (2)

r
R

Rd 0
0

 , (3)

 NNRR T
d   , (4)

e
E

0
 , (5)

 nk SSSS ......diag 1 ,  nk LLLL ......diag 1 ,
 nk mmmm ......diag 1 ,  nk RRRR ......diag 1 ,

 nk rrrr ......diag 1 ,  nk
T eeee ......1 .

Первый закон Кирхгофа имеет вид:
0,21,1,1   kkk qqq . (6)

Поэтому матрица инциденций имеет вид:
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12 DNN  , (7)
где 

1D  - квадратная n*n диагональная единичная матрица, 

2N  - ленточная квадратная n*n матрица вида
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2 (8)

При этом следующее произведение является квадратной клеточной 
матрицей 

12

21
DN
NN

NN T
T




 , (9)

где 1N  - ленточная квадратная n*n матрица вида

21
121

121
.........

121
121

12

221











 NNN T          (10)

Из (4) и (7) следует
   
   12

21
DrN

NNR
R T 







.          (11)

В данном случае функционал (4.12) принимает вид


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или, с учетом (11),
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Градиент  (4.1) в данном случае принимает вид 
2

1
p
p

p  , где

2211111 qNqNqRqLp             (14)

  EqrqmSqqqNp T  2222122            (15)
Обозначим символами  11 , qq  векторы, смещенные по линии 

вправо и влево соответственно относительно вектора 1q : 

если 
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Рассматривая матрицы 1N и 2N , замечаем, что
   11111 2 qqqqN ,         (16)
  1112 qqqN ,         (17)
  2222 qqqN .         (18)

Пример 1. Рассмотрим электрическую линию с параметрами 
.3.0,1,8.0,1.1,9.0,53,50  SrRmLn   Пусть 

вначале и конце этой линии подключены источники 
синусоидального напряжения jEjE n 150200,2001501   

соответственно. После построения матриц RSM ,,  и вектора 

E  расчет этой линии может быть выполнен непосредственно 
функцией SinLin, приведенной в примере 5.5.1. На фиг. 1 
приведен график изменения некоторых токов в итерационном 
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процессе вычислений (см. также функцию testDLIN). Точнее, 
на комплексной плоскости изображены указанные графики для 
токов .49,48,25,2,1,  kqk  Сплошная линия 

49482521 qqqqq   изображает установившиеся значения 
токов .kq

Фиг. 1.

1.3. Функционал для непрерывной электрической линии

Переходя от элементов дискретной электрической линии вновь 
к дифференциалам длины линии можно вектор-функцию q , где 
каждая компонента является функцией времени  tqq kk  , 
рассматривать как функцию координаты линии z  и времени t , т.е 

 tzqq , . Тогда

  2

2 ),(2
z

tzqqqq



  ,

 
z

tzqqq



 
),(

и, учитывая (2.16-2.18), получаем
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2
1

2
11

),(
z

tzqqN



 , (1)

z
tzqqN





),(2

22 , (2)

.),(1
12 z

tzqqNT



 (3)

При этом

z
q

z
qqRqLp








 2

2
1

2
111  , (4)

EqrqmSqq
z
qp 






 



 2222
1

2  . (5)

Обозначим 12 , qiSqu  . Тогда из (4, 5) при 0,0 21  pp  
следуют (1.3, 1.4). Далее имеем:







z

T dz
z
qqqNq 2

1
2

1111 ,    




z

TT dzq
z
qqNq 1

2
122 .

При этом (2.13) принимает вид:

 







































































T Z

dtdz

Eqqq
z

q
q

z

q
qqrqqRq

qLqmSq

qF
0 0

222
2

1

2
1

2

12211

2
1

2
2

2
2

2

)(



 , (6)

Таким образом, аналогично теореме 4.1, для электрической 
линии имеет место

Теорема 1. Движение в функционале (6) по направлению (4.10), 

где градиент 
2

1

p
p

p   определен по (4, 5), заканчивается 
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стационарным значением функции 
2

1

q
q

q  , а уравнение этого 

стационарного значения имеет вид (4, 5), где 
0
0

2

1




p
p

.

Таким образом, непрерывная электрическая линия может быть 
расчитана по алгоритму 5.1. При этом электрическая линия может 
быть неоднородной и к любым точкам этой линии могут быть 
подключены комплексные нагрузки и\или источники напряжения.

Для расчета непрерывной электрической линии при 
напряжениях в виде взаимооперабельных функций может быть 
использована формула (5.3.7). В нашем случае эта формула 
принимает следующий вид:

p
bjbb

bj
g

rms

p










2
; (7)

 

 
 

  

 

 






























Z TT T
r

Z TZ TT T
m

Z TT T
s

Z TT T
p

dtdz

pr
dz

dpp

dz
pdpRp

pdtRpb

dtdzmpdzdtLppdtMpb

dtdzSppdtSpb

dtdzpppdtpb

0 0
2
2

2
1

2
1

2
1

2
1

0

0 0
2
20 0

2
10

0 0
2
20

0 0
2
2

2
10

.

2

;

;

;





(8)

В частности, для синусоидальных функций имеем:

dz
dqj

dz

qdjRqjLqp 2
2
1

2
11

2
1   , (9)

  E
dz

dqjqrjmqSqp  1
22

2
22  , (10)

Пример 5. Если функция constzE )( , то на первой итерации 
получаем Epp  21 ,0 . Подставляя это в предыдущие 

формулы и сокращая в них на  
Z T dtdzp0 0

2
2 , находим:
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  2221 ,0 p
rjmS

jgg









или

  


rmjj
S

Egg 21 ,0 .

Этот результат является окончательным и очевидным.

Пример 6. Рассмотрим случай, когда напряжение определено 
как дважды дифференцируемая непрерывная комплексная 
функция от координаты z в виде степенных полиномов 
действительной и мнимой частей комплексной функции. При 
этом для расчета можно непосредственно применять формулы 
(7-10), оперируя со степенными рядами и получая результат также 
в виде степенных рядов. Рассмотрим программы для этих 
вычислений. Используемые в них обозначения ясны из 
предыдущего и контекста.

Фиг. 2.

Применим функцию SinLinDLNP для расчета непрерывной 
электрической линии с параметрами
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.3.0,1,8.0,1.1,9.0,5555,50  SrRmLn 
Пусть к этой линии приложено напряжение, у которого реальная 
и мнимая части представлены 5-тичленными рядами со 
следующими коэффициентами:

Er = [-3000, -300,    0, -0.03, -0.0007];
Ei = [  3000,  200, -10,  0.01,  0.0001].

Применя указанные функции находим токи также в виде 5-
тичленных рядов со следующими коэффициентами:

g1r = -0.4190,  0.0395, -0.0001, -0.0000,  0.0000
g1i = -0.4743,  0.0300, -0.0001, -0.0000,  0.0000
g2r = -0.4656, -0.0488,  0.0016, -0.0000, -0.0000
g2i =  0.5978,  0.0421, -0.0020,  0.0000,  0.0000

Этот результат получается после третьей итерации с точностью 
0.0003. На фиг. 2 приведен график изменения этих напряжений и 
токов в зависимости от координаты z (см. также функцию test0).

В том случае, если функция )(zE  не является дважды 
дифференцируемой, то для вычисления производных необходимо 
использовать численное дифференцирование. Из (1, 2, 3) следует, 

что 112
1

2

qN
z
q



 , 22

2 qN
z
q



 , ,12

1 qN
z
q T 

  где матрицы 

21, NN  определяются по (1.8, 1.10), а n – количество интервалов, на 
которые разбивается аргумент дифференцируемой функции.

Аналогично теореме 4.1.1 для непрерывной электрической 
линии можно определить два вторичных функционала (по 
отношению к функционалу (6)). Рассмотрим первый из вторичных 
фунционалов - фунционал вида
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dt
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yxS

dtdz
ydy
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dtdz

xdy
dtdz

ydx

dt
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dt
dyxR

dt
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dt
dxm

dt
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dt
dxL

yxF
0 0
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2
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2
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2
2

2
2

1
2

2
1

2
2

2
1

3
12

1
3

1

1
1

1
1

2
2

2
2

2
1

2
1

2

2
1),(







       (11)

В этом функционале переменными являются функции 
2121 ,,, yyxx  двух независимых переменных t и z. Вариации этого 

функционала по функциям ),(),,( 11 ztyztx  имеют соответственно 
вид

dtdz
xd

dtdz
yd

dt
dyR

dt
xdLpx

2
2

2
1

3
1

2
1

2
1   ,

dtdz
yd

dtdz
xd

dt
dxR

dt
ydLpy

2
2

2
1

3
1

2
1

2
1   .

Отсюда следует, что

dtdz
qd

dtdz
qd

dt
dqR

dt
qdLppp yx

2
2

2
1

3
1

2
1

2

111       (12)
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где 111 yxq  , что совпадает с формулой (4). Аналогично, 
вариации этого функционала по функциям ),(),,( 22 ztyztx  имеют 
соответственно вид

 
2

1
2

2
2
2

2
22

E
dtdz

xd
dt

dyr
dt

xdmSxpx   ,

 
2

1
2

2
2
2

2
22

E
dtdz

yd
dt

dxr
dt

ydmSypy   .

Отсюда следует, что

  E
dtdz

qd
dt

dqr
dt

qdmSqppp yx  1
2

2
2

2
2

2222  ,    (13)

где 222 yxq  , что совпадает с формулой (5). Итак, необходимыми 

условиями эктремума функционала (6а) являются условия 
0
0

2

1




p
p

, 

где градиент 
2

1

p
p

p   определен по (4, 5) или (что одно и то же) по 

(12, 13).
Если отвлечься от физической модели, то полученные 

результаты можно рассматривать как метод решения системы 

уравнений 0p , где 
2

1

p
p

p   определено по (12, 13).

Пример 7. Пусть  ztjEztE o   exp),( . Рассмотрим 
итеративный процесс вычисления функций    ztqztq ,,, 21  по 
(11, 12). На первой итерации находим Epp  21 ,0 . По (8, 7) 
вычисляем:

  .;

;;;

20 0
2

0 0
2
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2
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dt
dqdtdzErb
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Отсюда следует, что на первой итерации

.
)(

1,,0
221

 


rjmS
wwEqq
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На второй итерации находим 

;,2
2

1 wEvvEwE
dtdz
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По (8, 7) вычисляем:
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Отсюда следует, что на второй итерации
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На третьей итерации находим 
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1 vEqjRqjLqp  
  ;112 EyEqp  

и т. д. Таким образом, на любой итерации 
,, 2211 EqqEqq   где 21, qq  - комплексные числа, 

изменяющиеся в процессе итераций. При этом функцию 
 ztjEztE o   exp),(  можно исключить из всех формул. 

Тогда получим:

21
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Этих формул вместе с формулой (7) достаточно для вычисления 
окончательных значений чисел 21, qq . Функция Volna 
реализует эти формулы. На фиг. 3 приведены графики 
изменения переменных 21 2,1 qqqqqq   в итерационном 
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процессе вычислений при данных ro=0.15; LL=0.9; mm=1.1; 
RR=0.8; SS=0.3; rr=1; omega=628; sigma=127; E0=1000; maxK=93.

Фиг. 3.
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1.4. Функционал для непрерывной электрической 
плоскости

Уравнения непрерывной электрической линии с координатой z 
естественным образом обобщаются на электрическую плоскость с 
координатами z, y. Можно показать, что для электрической 
плоскости градиент представляется уравнениями вида
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а функционал принимает вид
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Таким образом, и электрическая плоскость может быть 
расчитана по алгоритму 5.1. При этом электрическая плоскость 
может быть неоднородной и к любым точкам этой плоскости могут 
быть подключены комплексные нагрузки и\или источники 
напряжения.
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2. Электрическая линия для 
моделирования уравнения Пуассона
2.1. Введение

Ниже показывается, что некоторая электрическая цепь является 
моделью уравнения Пуассона [24]. В этой электрической цепи 
минимизируется квадратичный функционал от функции тока, как 
функции трех аргументов. Функционал имеет глобальный 
безусловный минимум, а стационарное значение функции тока 
имеет вид уравнения Пуассона. При этом расчет электрической 
цепи и, следовательно, решение уравнения Пуассона сводится к 
градиентному спуску по данному функционалу. Предлагаемый 
метод пригоден для расчета однородных и неоднородных сред. 
Кроме того, этот метод позволяет находить аналитическое 
выражение искомой функции, если исходные функции заданы 
аналитически

Обозначим:

2

2

2

2

2

2

z
U

y
U

x
UU














 , (1)

где U - функция аргументов x, y, z. Уравнения Лапласа и Пуассона 
относительно функции U, как известно [14], имеют соответственно 
следующий вид:

0U , (2)
),,( zyxfU  , (3)

где ),,( zyxf  - известная функция. Уравнение (3) можно назвать 
уравнением Пуассона для однородной среды. Рассмотрим еще 
уравнение

),,(),,(),,(),,( 2

2

2

2

2

2
zyxf

z
Uzyx

y
Uzyx

x
Uzyx 













  ,(4)

где ),,(),,,(),,,(),,,( zyxfzyxzyxzyx   - известные 
функции. Это уравнение можно назвать уравнением Пуассона для 
неоднородной среды.

Указанные уравнения широко используются в технике и потому 
представляет интерес поиск быстродействующего метода для их 
решения. Далее показывается, что некоторая электрическая цепь 
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является моделью уравнения Пуассона. При этом решение 
уравнение Пуассона превращается в задачу поиска безусловного 
глобального минимума некоторого функционала. 

В безусловной электрической цепи без реактивных элементов 
минимизируется функция

iEiRiiF TT 
2
1)( , (1)

где
 TT TTNNRR   , (2)

 TTT TVNHEE   , (3)

N  - матрица инциденций,
Т - матрица коэффициентов трансформации ТД,
Н – вектор источников узлового тока,
V – вектор источников узлового тока в трансформаторных 

узлах,
Е – вектор источников напряжения в ветвях цепи,
R  - диагональная матрица сопротивлений в ветвях цепи,


1  - проводимость между узлом и нулевым потенциалом.

Необходимое условия безусловного минимума функции (1) 
имеет вид уравнения

0 EiR , (4)
а поиск минимума функции (1) выполняется спуском по градиенту

EiRp  , (5)
Оптимальное значение шага определяется из условия

pRp
ppa T

T


 (6)

2.2. Уравнения дискретной электрической линии

Будем называть электрическую линию, составленную из 
конечных элементов (в отличие от элементов, величина которых 
отнесена к элементу длины линии), дискретной электрической линией.
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Рис. 1. Длинная линия.
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Рис. 2. Краевые условия.
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На рис. 1 изображена двухпроводная дискретная электрическая 
линия, где

ba,  - узлы первой и второй линии соответственно,


1  - проводимость между узлом и нулевым потенциалом,

h  - источник одноименного тока [21],
d  - трансформатор Денниса с единичным коэффициентом 

трансформации,
r  - сопротивление элемента длины первой линии,

1i  - ток вдоль элемента длины первой линии,

2i  - первичный ток трансформатора Денниса,

3i  - вторичный ток трансформатора Денниса.
По краям линии есть особенности. Расмотрим для иллюстрации 

электрическую линию с тремя узлами – см. рис. 2, где 
заштрихованными кругами обозначены источники концевых токов 

nn iiii ,31,3,10,1 ,,, . Некоторые из них могут отсутствовать, но 
это не означает, что соответствующие токи равны нулю.

Для анализа двухпроводной дискретной электрической линии 
воспользуемся методом, который применен выше для анализа 
однопроводной дискретной электрической линии. В соответствии с 
этим электрическая цепь дискретной электрической линии может 
быть представлена безусловной электрической цепью. Рассмотрим 
n-мерные векторы

,
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3

2

1

i
i
i

i  , ,
...

...
1

n

k

h

h

h

h   

h

H

n

T

2

2

1

0
...
0
0

 ,  nk rrrR ......diag 1 .

Первый закон Кирхгофа для узов и имеет соответственно вид:
0,21,1,1   kkk iii , (1)

01,3,3   kkk hii . (2)
Поэтому матрица инциденций имеет вид:

 2N  1D (0) n
N= (0) (0)  2N n                                     (3)

n n n
где указаны размерности и

1D  - квадратная n*n диагональная единичная матрица, 

2N  - ленточная матрица вида

11...000
..................
00...110
00...011
00...001

2








N
(4)

При этом следующее произведение является квадратной клеточной 
матрицей 

 1N  TN2 (0) n

 2N  1D (0) n                (5)NNT

(0) (0)  1N n

n n n

где 1N  - ленточная квадратная матрица вида
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21
121
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.........

121
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12

1


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






N
(6)

Матрица ТД должна удовлетворять условию
0iT T (7)

и поэтому имеет вид:
110 DDT  . (8)

При этом

11

11
0
0

000

DD
DDTT T


 . (9)

Из (1.2), (5) и (9) следует

 111

112

21

0
2

0

000
000
00

DND
DDN

NNR
R

T





  ,          (10)

Из рисунков и формул (1.3), (3) следует

 nhN

n
E

T
2

2
0
...
0








  ,          (11)

Таким образом, как следует из (1.1) и (1.5), в рассматриваемой 
электрической цепи минимизируется функция
















































3331332

22221111

3211

2

22
2

2
)(

iiiNiii

iiiNiiNi

iNhiiR

iF

TTT

TTT

T





,          (12)
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а поиск минимума функции (12) выполняется спуском по градиенту
 

 
  hNiDNiD

iDiDiN
iNiNRi

p
T

T

231121

312112

22111
2













.          (13)

Оптимальное значение шага определяется из (1.6). Программа 
testDwaProvoda2 расчитывает двухпроводную линию при 

15,500,1  nr   - см. рис. 1, где
o в первом окне – ошибка вычисления,
o во втором окне – функция тока )(1 ni ,
o в третьем окне – функция )(nh  (точечная линия) и функция 

dn
ndi )(3  (сплошная линия),

o в четвертом окне – функция тока 2i  (сплошная линия), 

функция тока 3i  (точечная линия), функция 







dn
ndi )(1  

(пунктирная линия).
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Рис. 1.
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Как указывалось, по краям электрической линии могут быть 
установлены источники концевых токов nn iiii ,31,3,10,1 ,,, . Если 
какие-либо из этих источников отсутствуют, то соответствующие 
токи вычисляются. Если какие-либо из этих источников 
присутствуют, то задача поиска безусловного минимума 
превращается в задачу поиска минимума при ограничениях вида 

constgi , где  nng iiiii ,31,3,10,1 ,,, .

Обозначим символами  11 , ii  векторы, смещенные по 

линии вправо и влево соответственно относительно вектора 1i : 

если n

n

i
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i
i
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i
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1 ...
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
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

 

n

n

i

i
i
i

i

i

i
i
i

i

.
Рассматривая матрицы 1N  и 2N , замечаем,что

   11111 2 iiiiN ,         (14)
  1112 iiiN ,         (15)

  1112 iiiNT ,         (16)

2.3. Функционал для непрерывной электрической линии
Переходя от элементов дискретной электрической линии вновь 

к дифференциалам длины линии можно вектор-функцию i  
рассматривать как функцию координаты линии z , т.е.  zii  . 
Тогда

  2

2 )(2
z

ziiii



  ,

 
z
ziii




 
)( ,

 
z
ziii




 
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и, учитывая (2.14, 2.15, 2.16), получаем
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22 ,           (2а)

При этом из (2.13) получаем:
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а (2.12) принимает вид:
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, (4)

Итак, (4) является функционалом по функции )(zii  . Из 
аналогии с дискретной линией следует, что расчет рассматриваемой 
непрерывной электрической линии состоит поиске минимума 
функционала (4), который выполняется спуском по градиенту (3). 
Оптимальное значение шага определяется в соответствии с (1.6) по 
формуле

 
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







z

T
z

T

dzpRp

dzpp
a           (4а)
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Можно заметить, что выражение 
0)( zp , (5)

где )(zp  определено по (3), является уравнением Эйлера для 
функционала (4). Таким образом, (5) является условием минимума 
функционала (4), что следует и из аналогии с дискретной линией, и 
из формульных преобразований.

Из физических соображений ясно, что 
 if,32 ii , (6)

Отсюда и из (3) и (5) следует, что в окрестности минимума
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или
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Из (10) и (9) получаем:

z
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i
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или

)()(
2
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2
zhz
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i





,           (13)

Таким образом, расчет непрерывной линии эквивалентен решению 
уравнения (13).

Рассмотрим оператор, построенный на основе (2.10), (1), (2):
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Сравнивая (1.5), (2.13) и (3), можно заметить, что

 

z
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,           (15)

а функционал (4) принимает вид:



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

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T dz
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hiiziF 3)(
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1))((  ,           (16)

см. также (1.1). Оптимальное значение шага определяется в 
соответствии с (4а) по формуле

 
 






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z

T
z

T

dzpp

dzpp
a

)(
          (17)

Как и в дискретном случае, по краям электрической линии могут 
быть установлены источники концевых токов 
       nn zizizizi 303101 ,,, . Если какие-либо из этих 

источников отсутствуют, то соответствующие токи вычисляются. 
Если какие-либо из этих источников присутствуют, то задача 
поиска безусловного минимума превращается в задачу поиска 
минимума при ограничениях вида constgi , где 

        nng zizizizii 303101 ,,, . В соответствии с (9) можем 
записать

)()(),()( 1
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1
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Таким образом, все начальные значения токов могут быть 

выражены через величины )(),(),(),( 1
0

1
101 nn z

z
iz

z
izizi





 .

2.4. Функционал для непрерывного электрического объёма
Электрическим объемом будем называть трехмерное пространство 

с координатами x, y, z, в котором каждая точка является 
пересечением трех ортогональных двухпроводных электрических 
линий. Заметим, что выше для похожей задачи уже рассматривалась 
электрическая плоскость. Смысл анализа электрического объема 
состоит в том, что (как будет показано далее) он является наглядной 
и вычислительной моделью уравнений Лапласа и Пуассона [14]. 
Обозначим:
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Можно показать по аналогии с предыдущим, что для 
электрического объема

dzdydxihiiiF
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 
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ip
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

0
0

. (3)

Таким образом, расчет рассматриваемого непрерывного 
электрического объёма состоит поиске минимума функционала (1), 
который выполняется спуском по градиенту (5). Оптимальное 
значение шага определяется в соответствии с (3.17) по формуле 
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По аналогии с непрерывной электрической линией можно 
показать, что расчет непрерывного электрического объема 
эквивалентен решению уравнения 

),,(),,(1 zyxhzyxi  ,   (5)
которое является уравнением Пуассона – см. (1.3). Итак, решение 
уравнения Пуассона эквивалентно поиску глобального безусловного 
минимума функционала (1), а стационарное значение функции тока 

),,(1 zyxi  имеет вид уравнения Пуассона (5). 
Как и для электрической линии, на границе электрического 

объема могут быть установлены источники граничных токов 
),,(),,,( 31 gggggg zyxizyxi , где ),,( ggg zyx  - координаты 

точек границы объема. Если какие-либо из этих источников 
отсутствуют, то соответствующие токи вычисляются. Если какие-
либо из этих источников присутствуют, то задача поиска 
безусловного минимума превращается в задачу поиска минимума 
при ограничениях вида   constgi , где 

   ),,(),,,( 31 ggggggg zyxizyxii  . Но  13() ii  . 
Таким образом, все граничные значения токов могут быть выражены 
через величины ()(), 11 ii  . 

Отметим следующее. Классические методы решения уравнения 
Пуассона требуют, чтобы в каждой точке границы было указано 
либо значение искомой функции, либо значение некоторой 
функции, зависящей от трех частных производных искомой 
функции – иначе не может быть найдено единственное решение 
(т.н. задачи Дирихле и Неймана [22]). В нашем случае на точках 
границы эти условия определяются указанными токами ()(), 11 ii  .
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2.5. Функционал для неоднородного непрерывного 
электрического объёма
Выше предполагалось, что в каждой точке электрического 

объема включен источник тока h  так, что hi  3  или 
(пренебрегая током в сопротивлении  )

h
z
i

y
i

x
i











 333 . (1)

Далее будем предполагать, что в электрическом объеме каждой 
k-точке соответствуют три источника тока 
     kkkkkk hhh   ,, , где все величины являются 
функциями координат. Это иллюстрируется на рис. 3, где

 ,, h  - трансформаторы Денниса с одноименными 
коэффициентами трансформации,

d  - трансформатор Денниса с единичным коэффициентом 
трансформации,

zyx iii 333 ,,  - ток вторичной цепи по направлению 

координаты zyx ,,  соответственно (вторичная цепь по 
напраылению z  на рисунке не показана).

d d

d

d






i3x bk

hk

i3y

Рис. 3. Фрагмент неоднородного электрического объема.
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При таком включении источника тока через трансформаторы 
выполняется условие
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Можно убедиться, что при этом функционал (4.1) принимает вид
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а градиент (4.3) принимает вид
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где оператор   определяется по (4.2).
По аналогии с предыдущим можно показать, что расчет 

непрерывного электрического объема с тройными источниками 
тока эквивалентен решению уравнения 

),,(
2
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2
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 , (5)

которое является уравнением Пуассона для неоднородной среды (1.4). 
Итак, решение уравнения (5) эквивалентно поиску глобального 
безусловного минимума функционала (2), а стационарное значение 
функции тока ),,(1 zyxi  имеет вид этого уравнения.

3. Дифференциальные уравнения в 
частных производных 
3. 1. Классические дифференциальные уравнения в 
частных производных 
Приведенные выше электрические модели иллюстрируют тот 

факт, что дифференциальные уравнения в частных производных 
могут являться необходимыми условиями экстремума некоторых 
функционалов. Далее рассматриваются различные функционалы и 
уравнения Остроградского [16], которым должна удовлетворять 
функция, реализующая экстремум этих функционалов. Далее 
обозначено:
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Для функционала
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условием экстремума является уравнение Пуассона для однородной 
среды 
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0
20

40

0
20

40
-5000

0

5000

di(x,y)/dy

0 200 400 600
-5

0

5
testLaplas2

er
ro

r

iteration

0
20

40

0
20

40
-2

0

2

x 10
4 i(x,y)

0
20

40

0
20

40
-4

-2

0

h(x,y)

Рис. 4. К примеру 8.

Пример 8. Рассмотрим плоскую задачу вида
),(),( yxhyxi  , 

где 
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а sa ,,  - некоторые константы. На рис. 4 показаны результаты 
решения этой задачи предложенным методом - относительная 
ошибка error  в зависимости от числа итераций, функция 
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условием экстремума является уравнение Пуассона для 
неоднородной среды 
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Рассмотрим еще функционал
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Для него условием экстремума является уравнение Гельмгольца

0),,(),,(),,( 2  zyxhzyxikzyxi .

Пример 9. Рассмотрим плоскую задачу вида
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а sar ,,,   - некоторые константы. На рис. 5 показаны 
результаты решения этой задачи предложенным методом - 
относительная ошибка error  в зависимости от числа итераций, 

функция ),( yxh , функция ),( yxi , функция ),( yxi
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.
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Рис. 5. К примеру 9.

В общем случае можно рассмотреть функционал
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, (1)

для которого условием экстремума является уравнение
ikzyxhzyxi  ),,(),,( . (2)

Для решения уравнения (2) можно применить метод поиска 
минимума функционала (1), который (как следует из 
вышеизложенного) состоит в итерационном процессе, где в каждой 
итерации вычисляется градиент

ikzyxhzyxip  ),,(),,( . (3)
и шаг по переменной
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  dzdydxpkpp

dzdydxpp

a

z y x

z y x

T

  

  




















































2



. (4)

Эта формула получена по аналогии с (1.13в).
Дальнейшее усложнение заключается в том, что переменная 

рассматривается как функция времени i(t). При этом можно 
рассмотреть функционал

 
dzdydx

t
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для которого условием экстремума является уравнение


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В этом случае градиент
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и шаг по переменной
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Эта формула  также получена по аналогии с (1.13в).
Реализация метода поиска минимума функционалов (1) и (5) 

зависит от вида функций ),,,( tzyxh  также, как и в случае 
функционалов, рассматриваемых в главах 5 и 7.
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3.2. Специальные дифференциальные уравнения в частных 
производных 
Рассмотрим, наконец, метод решения уравнения
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2
),,(),,( .

которое отличается от (8.3.6) наличием последнего члена. Не 
существует функционала, для которого это уравнение является 
условием экстремума. Для его решения применим принцип 
экстремума, изложенный выше.

После переобозначений  это уравнение принимает вид
0 EqRqMSqq , (1)

где
S, M, R - постоянные коэффициенты,
q, E - функции координат x, y, z и времени t.
Далее будем рассуждать по аналогии с разделом 4. Итак, 

рассматривается функционал
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, (2)

«градиент»
EqRqMSqqp   , (3)

направление движения
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     T
zyx dxdydzdtpMSpppB 0 ,,

22
1 2  , (6)
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   T
zyx dxdydzdtRpB 0 ,,

2
1 2 . (8)

Аналогично теореме 4.1 можно утвержать, что
движение  в функционале (2) по направлению (4) эквивалентно 
движению к глобальным седловым точкам двух вторичных 
фукционалов, аналогичных функционалам (13) и (14), а 
уравнение стационарного значения имеет вид (1).
Здесь также следует отметить, что реализация метода поиска 

минимума функционала (2) зависит от вида функций ),,,( tzyxE  
также, как и в случае функционалов, рассматриваемых в главах 5 и 7.

Другой метод заключается в построении электрических моделей 
дифференциальных уравнений в частных производных и расчете 
соответствующих электрических цепей. Этот метод рассматривался 
выше.
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Глава 9. Функционал для 
уравнений Максвелла

1. Уравнения Максвелла как следствие 
вариационного принципа
1.1. Вступление
Известно [27], что уравнения Максвелла выводятся из принципа 

наименьшего действия. Для этого вводится понятие векторного 
магнитного потенциала и формулируется некоторый функционал 
относительно такого потенциала и скалярного электрического 
потенциала, называемый действием. Затем варьированием действия 
по векторному магнитному потенциалу и скалярному потенциалу 
находится условие минимума этого функционала. Далее 
показывается (после определенных преобразований), что это 
условие (оносительно потенциалов) эквивалентно системе 
уравнений относительно электрической и магнитной 
напряженностей. Полученная система уравнений совпадает только 
с четырьмя уравнениями Максвелла. Это естественно, поскольку 
векторный магнитный потенциал и электрический скалярный 
потенциал доставляют только четыре варьируемые функции. 
Однако такой частичный результат почему-то позволяет авторам 
сделать вывод о том, что все уравнения Максвелла (оносительно 
напряженностей) являются следствием принципа наименьшего 
действия, как определенного выше функционала. Но из этого 
функционала не следуют все уравнения Максвелла! 

Кроме того, в уравнениях Максвелла учавствуют токи в среде с 
определенной электропроводностью. Следовательно, есть тепловые 
потери, есть еще и потери на поляризацию и намагниченность 
среды, т.е. диссипация энергии. Это означает, что кроме 
электромагнитной энергии в функционал для принципа минимума 
действия должна быть включена тепловая энергия, которая не 
входит в лагранжиан. Следовательно, лагранжев формализм для 
уравнений Максвелла не применим в принципе.
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Поэтому, указанный вывод, имея познавательную ценность, не 
демонстрирует торжество принципа наименьшего действия. И, уж 
тем более, нельзя воспользоваться этим функционалом для 
непосредственного решения технических задач (используя 
описанный выше метод спуска по функционалу). Лагранжев 
формализм для вывода уравнений Максвелла оказывается 
недостаточным.

Дело усложняется еще и тем, что в симметричной форме 
уравнений Максвелла (при наличии и магнитных, и электрических 
зарядов) электромагнитное поле не может быть описано при 
помощи вектор-потенциала, непрерывного во всём пространстве. 
Поэтому симметричные уравнения Максвелла не выводятся из 
вариационного принципа наименьшего действия, где действие 
является интегралом разности кинетической и потенциальной 
энергии.

В этой главе предлагается такой функционал относительно 
напряженностей, у которого первые вариации по напряженностям 
при обращении в нуль совпадают с уравнениями Максвелла 
относительно напряженностей. Затем описыватся метод спуска по 
этим вариациям, что эквивалентно решению уравнений Максвелла.

Далее рассматриваются трехмерные векторы в векторном 
пространстве с осями координат zyx 0,0,0  и ортами этих осей 

kji ,,  соответственно. Обычно далее вектор Н обозначается как 
 zyx HHHH ,, , где в скобках указаны его координаты. Как 

известно [14], вектор-ротор вектора Н, скаляр-дивергенция вектора 
Н, вектор-градиент скалярной функции  zyxа ,,  имеют 
соответственно вид
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Рассмотрим функционал [26]:
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от функций zyxzyx EEEHHH ,,,,,
 

трех переменных zyx ,, . 
Необходимые условия экстремума функционала от функций 
нескольких независимых переменных – уравнения Остроградского 
[16] имеют для каждой функци вид
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где f – подынтегральное выражение, v(x,y,z,t) – переменная 
функция, a - независимая переменная. Для данного функционала 
они принимают следующий вид: 

 по переменной xH  (см. слагаемые 1, 2, 9, 12):
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z
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 по переменной yH  (см. слагаемые 3, 4, 8, 11):
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



x
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z
E zx ,

 по переменной zH  (см. слагаемые 5, 6, 7, 10):
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 по переменной xE  (см. слагаемые 3, 6, 7, 8):
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 по переменной yE  (см. слагаемые 2, 5, 9, 10):
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Отсюда следует, что необходимыми условиями экстремума 
функционала (1) являются уравнения

 по переменной Е:
0rot2  H , (2)

 по переменной Н:
0rot2  E . (3)

Для удобства дальнейшего изложения подынтегральное выражение 
в (1) будем обозначать как  EH , . При этом функционал (1) 
примет вид

   dzdydxEH
z y x

о   
























 , , (6)

Можно заметить, что
  )(rot)(rot, HEEHEH  . (7)

Здесь каждый сомножитель рассматривается как трехкомпонентный 
вектор в смысле матричной алгебры. Таким образом, справедлива

Лемма 1. Необходимыми условиями экстремума функционала (6, 
7) являются уравнения (2, 3).
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1.2. Построение функционала для уравнений Максвелла
Далее будем рассуждать аналогично выводу вариационного 

принципа для электрической цепи – см. раздел 1.4. Рассмотрим 
функционал

   

   



















































































































































































































































 







 







 












 









T

z y x
dtdzdydx

HL

HL

EK

EK

dt
EdE

dt
EdE

dt
HdH

dt
HdH

EHEH

0

2
div

2
div

2
div

2
div

2

2

,
2
1,

2
1















(1)
Здесь 

 t – время,
 LLKKEEHH  ,,,,,,,  - переменные 

векторы – функции координат zyx ,, .
В этом случае указанные выше уравнения Остроградского (1.1.1а) с 
учетом леммы 1 принимают следующий вид:

 по переменной E :

  0gradrot 


 K
dt
EdH  , (2)

 по переменной E  :

199



Глава 9. Функционал для уравнений Максвелла

  0gradrot 


 K
dt
EdH  , (3)

 по переменной H  :

  0gradrot 


 L
dt
HdE  , (4)

 по переменной H  :

  0gradrot 


 L
dt
HdE  , (5)

 по переменным LKLK  ,,,  соответственно:

,0
2

div,0
2

div 














 





 HE           (6а)

.0
2

div,0
2

div 














 





 HE           (6в)

В силу симметрии уравнений (2-5) имеем:
.,,, LLKKHHEE  (7)

Обозначим:

.,

,,

LLLKKK

HHHEEE




. (8)

Вычитая уравнение (3) из (2), получаем

  0gradrot  K
dt
dEH  , (9)

Аналогично, из (4, 5) получаем

  0gradrot  L
dt

dHE  ,          (10)

Аналогично, из (6) получаем
  ,0div  E          (11)

  0div  H .          (12)
Уравнения (2) и (3) являются необходимыми условиями 

существования экстремума функционала (1) по функции E  и по 
функции E  . Эти экстремумы имеют противоположный характер 
(минимум-максимум или максимум-минимум), поскольку уравнения 
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(2) и (3) отличаются знаками слагаемых. Следовательно, эти 
уравнения являются необходимыми условиями существования 
седловой линии по функциям E  и E   в функционале (1).

Аналогично, уравнения (4) и (5) являются необходимыми 
условиями существования седловой линии по функциям H   и H   
в функционале (1).

Аналогично, уравнения (6) являются необходимыми условиями 
существования седловой линии по функциям KK ,  и  седловой 

точки по функциям LL ,  в функционале (1).
Остается открытым вопрос о достаточных условиях 

существования этих седловых точек (который рассматривается 
ниже). Если эти условия будут найдены, то это будет означать что 
справедливо следующее

Утверждение 1. Функционал (1) имеет оптимальную седловую 
линию, в которой выполняются условия (7), и он оптимизируется 
при таких функциях LLKKHHEE  ,,,,,,, , которые в 
сумме (8) удовлетворяют уравнениям (9-12).

Можно заметить, что уравнения (9-12) являются симметричными 
уравнениями Максвелла, где

E  - напряженность электрического поля,
H  - напряженность магнитного поля,
  -  магнитная проницаемость,
  - диэлектрическая проницаемость,
  - плотность электрического заряда,
  - плотность гипотетического магнитного заряда,

 Kgrad  - плотность электрического тока,
 Lgrad  - плотность гипотетического магнитного тока. 

Обозначим:
 Kgradj ,          (13)
 Lgradm  .          (14)

Рассмотрим физический смысл величины K . Обозначим:
  - электрический скалярный потенциал,
  - электропроводность,

xj  - проекция вектора плотности тока j  на ось ох.
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Тогда получим 
dx
djx
 . Но из (13) следует, что 

dx
dKjx  . 

Следовательно, 

dx
d

dx
dK  ,          (15)

т.е.
K .          (16)

Аналогично,

dx
d

dx
dL  ,          (17)

L ,          (18)
где 

  - магнитный скалярный потенциал, 
  - магнитопроводность.

1.3. О достаточных условиях экстремума
Далее, наряду с векторами в смысле векторной алгебры будем 

рассматривать векторы в смысле матричной алгебры. Контекст 
позволит понять, какой из векторов имеется в виду. Заметим для 
дальнейшего, что понятие производной по вектору можно найти, 
например, в [14]. При этом функционал (2.1) можно записать в виде

    





































T

z y x
dtdzdydxZZf

0
, , (1)

где 
    LKHEXZ  ,,, ,    LKHEXZ  ,,,  - 

векторы функций,
  tzyxX ,,,  – вектор независимых переменных.

В этом разделе будем варьировать только функции 
   LKHEXZ  ,,, . Уравнения (2.2, 2.4, 2.6а) можно записать 

в виде
0p , (2)

где
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L

K

H

E

p
p
p
p

p  , (3)

 K
dt
EdHpE 


 gradrot  , (4)

 L
dt
HdEpH 


 gradrot  , (5)

2div  EpK (6)
2div  HpL . (7)

Вектор p  является вариацией функционала   по функции Z   и 
зависит от функции Z  , т.е.  Zpp  . Напомним, что функция 
Z   здесь фиксирована.

Далее будем рассуждать в соответствии с [7]. Пусть S  – 
экстремаль, удовлетворяющая утверждению 1, и, следовательно, в 
ней градиент 0 spp . Для выяснения характера этого 
экстремума исследуем знак приращения функционала

   CS  , (8)
где С – линия сравнения, в которой 0 сpp . Пусть










































X
ppB

X
pB

pB
X
pApA

3
2

2

2
121

, (9)

где 32121 ,,,, BBBAA  - известные функции от Z   при 
фиксированных Z  . 

Пусть значения вектора Z  на линиях S  и С отличаются на 
paZZZZZ SSC  ,          (13)

где  
р  - вариация на линии С, 
а – известное число.

Обозначим:
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.,
dX
ZdQ

dX
dpq


          (14)

Тогда 
   

  ;..

....

dX
Q

fq
Z
fp

dX
a
Q

Q
f

a
Z

Z
fdX

a
f

aa

X

XX

























































 (15)

 

 

 

   ..2..

..

..

..

2

2

2
2

2

2
2

22

2

2

2

2

2

2

dX
QZ

fpq
Q
fq

Z
fp

dX

a
Z

QZ
fq

a
Q

QZ
fp

a
Q

Q
fq

a
Z

Z
fp

dX
Q

fq
Z
fp

aa

X

X

X





















































































































     (16)

При малых а можно записать

.2

2
2

a
a

a
a









         (17)

При этом справедливо 

Утверждение 2. Если 2

2

a


 всегда неотрицательно 

(неположительно), то линия доставляет функционалу глобальный 
сильный минимум (максимум).

Сравнивая (9, 15, 16, 17), находим, что 

   ..2.. 2

2

2
2

2

2
2

2

2
dX

QZ
fpq

Q
fq

Z
fp

a X 



























       (18)

Таким образом, для выяснения достаточных условий существования 
экстремума функционала необходимо вычислить вторые 
производные, входящие в (18).
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1.4. Первые частные производные
Найдем вначале частные производные от подынтегральной 

функции .f  в функционале (2.1) по функциям с одним штрихом. 
Для этого предварительно найдем векторы

0)(rot)(rot)(rot














zyx E
E

E
E

E
E , (1)

   1,0,0)(rot  yEE x ,

   0,1,0)(rot  zEE x ,

   1,0,0)(rot  xEE y
   0,0,1)(rot  zEE y ,

   0,1,0)(rot  xEE z ,

   0,0,1)(rot  yEE z

(2)

и скаляры

0)(div)(div)(div














zyx E
E

E
E

E
E , (3)

      1)(div)(div)(div














zE
E

yE
E

xE
E

zyx
. (4)

Рассмотрим  вектор  zyxX ,,1  . Тогда

   1,1,1)(div

1





XE
E . (5)

Вначале найдем первые частные производные подынтегральной 
функции .f  по вектору  LKHEZ  ,,, . Имеем:


   

 

  .

2
div

2

)(rot
2
1)(rot

2
1

2
div

2
,

2
1

.

























 














































 





























EK
t

EE
t

EE

HEEH

E

EK

t
EE

t
EEEH

EE
f

x

xx

или
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
    .

2
)(rot

2
1.

x 

















t

EEHE
EE

f
xx



Таким образом,


  .

2
1.

























t

E
z

H
y

H
E
f xyz

x
 (6)

Аналогично заполняется табл. 1.

Таблица 1.

 .

.
E
f


 
 .

.
H
f




x 
  
























t

E
z

H
y

H
E
f xyz

x


2
1. 

  



























t

H
z

E

y
E

H
f xyz

x


2
1.

y 
  




























t
E

x
H

z
H

E
f yzx

y


2
1. 

  



























t
H

x
E

z
E

H
f yzx

y


2
1.

z 
  




























t
E

y
H

x
H

E
f zxy

z


2
1. 

  



























t
H

y
E

x
E

H
f zxy

z


2
1.

Имея в виду определение ротора из этой таблицы находим:

    ,

2
rot.







 





dt
EdH

E
f 

          (6а)


    .

2
rot.







 





dt
HdE

H
f 

          (6в)

Еще имеем:

  2div. 


 E
K
f

(7)


  2div. 


 H
L

f
. (8)

Теперь найдем первые частные производные подынтегральной 

функции .f  по вектору 
X
Z

 . Имеем:
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
   

 

 

     

  .1,0,0

div)(rot

2
div

2

)(rot)(rot
2

div

2
,

2
1

.

KH

dyEd
EK

dyEd
EH

dyEd

EK
dt
EdE

dt
EdE

HEEH

dyEd

EK

dt
EdE

dt
EdEEH

dyEddyEd
f

xxx

x

xx












































 






 




































 







 




















Таблица 2.
  bEf a  .   bHf a  .


  .. KH

yE
f

z
x




 
  .. LE

yH
f

z
x







  .. KH

zE
f

y
x




 
  .. LE

zH
f

y
x







  .. KH

xE
f

z
y




 
  .. LE

xH
f

z
y







  .. KH

zE
f

x
y




 
  .. LE

zH
f

x
y







  .. KH

xE
f

y
z




 
  .. LE

xH
f

y
z







  .. KH

yE
f

x
z




 
  .. LE

yH
f

x
z






Таким образом,
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
  .. KH

dyEd
f

z
x





(9)

Аналогично заполняется табл. 2.
Еще имеем:

    H
dtHd

fE
dtEd

f 






2

(.),
2

(.) 
.          (10)

1.5. Вторые частные производные
Найдем теперь еще вторые частные производные, не равные 

нулю, для функций, помеченных одним штрихом. Для этого 
продифференцируем (4.9) по xH . Результаты сведены в табл. 1, где 
указаны результаты двойного дифференцирования и учтена 
симметрия формул, из-за которой результаты удвоились. В каждом 
элементе таблицы приведена величина второй производной 
функции (.)f  по паре функций, указанных в заглавии 
соответствующих строки и столбца.

Таблица 1.

y
Ez



z
Ey



z

Ex



x
Ez



x
Ey



y

Ex



xH  1 -1 0 0 0 0
yH  0 0 1 -1 0 0

zH  0 0 0 0 1 -1

Имея в виду определение ротора и определение производной по 
вектору, перепишем табл. 1 в виде табл. 2, где указаны координаты 
роторов. 

Таблица 2.
 Exrot  Eyrot  Ezrot

xH  1 0 0
yH  0 1 0

zH  0 0 1
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Наконец, имея в виду определение производной по вектору, 
перепишем табл. 2 в виде табл. 3, где указаны величины второй 
производной функции (.)f  по паре функций-векторов. 

Таблица 3.
 Erot

H  1
Таким образом, 


 

1.2















X
EH

f
, (1а)

В силу симметрии в формуле (1.1) также получаем


 

1.2
















X
HE

f
. (1в)

Итак,  вторые частные производные от функции .f , входящие в 
формулу (3.18),

  .0.,0.
2

2

2

2











Q
f

Z
f

(2)

При этом подынтегральное выражение в (3.18) принимает вид

   
 



































X
H

X
E

X
H

X
EHE

fHEQ
QZ

fZ ,
,,

.,. 22
(4)

или

 
 


  X

E

X
EH

fH
X
H

X
HE

fEQ
QZ

fZ




































 ... 222

или, с учетом (1а, 1в),


X
EH

X
HEQ

QZ
fZ











 .2
(5)

или
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    EHHEQ
QZ

fZ 


 rotrot.2
(6)

Таким образом, (3.18) преобразуется к виду

    dXEHHE
a X 


 rotrot2

2
(7)

Выражение, стоящее в (7) справа, является потоком энергии 
через поверхность, ограничивающую данный объем. Этот поток не 
меняет знака (что следует из физики распространения 
электромагнитных волн). Следовательно, интеграл (7) является 
знакопостоянной величиной.  Отсюда в силу утверждения 2 следует, 
что функционал Ф имеет глобальный сильный минимум по 
функции Z  . В силу симметрии функционал Ф имеет глобальный 
сильный максимум по функции Z  . 

Вышеизложенное является, по-существу, доказательством 
следующей теоремы.

Теорема 1. Функционал Ф, определенный в (2.1) в зависимости 
от функций  LKHEZ  ,,,  и  LKHEZ  ,,, , имеет 
глобальную седловую экстремаль, где достигается сильный 
минимум по функции Z   и сильный максимум по функции Z  . 
Функции на этой экстремали таковы, что ZZ  , а их сумма 

 LKHEZZZ ,,,  удовлетворяет уравнениям Максвелла. 
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2. Вычислительный аспект
Рассмотрим вектор-функцию

LKHHHEEEq zyxzyx
T ,,,,,,, (5)

и вектор-функции

dm
L

dm
K

dm
H

dm
H

dm
H

dm
E

dm
E

dm
dE

dm
dq zyxzyx

T
,,,,,,,






 , (6)

где  tzyxm ,,, . Будем рассматривать также вектор-функции 

dm
qd

dm
qdqq


 ,,, , компонентами которых являются функции HE,  

и их производные с одним или двумя штрихами соответственно. 
Тогда функционал (9.1.2.1) может быть переписан в виде

 

 












































































































T

zyx

TT

t
T

t
T

z
T

z
T

y
T

y
T

x
T

x
T

dtdxdydz

Uqq
dt
qdRq

dt
qdRq

dz
qdRq

dz
qdRq

dy
qdRq

dy
qdRq

dx
qdRq

dx
qdRq

0 ,,
, (7)

где





 

 ,,0,0,0,0,0,0U ,
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xR yR
1 -1 1
2 -1 -1
3 1 -1
4 1 1
5 -1 1
6 1 -1
7 -1 -1
8 1 1

zR tR
1 -1 
2 1 
3 -1 
4 -1 
5 1 
6 1 
7 -1
8 1

По аналогии со следствием 4.1.1 рассмотрим соответствующий 
функционалу (7) вторичный функционал вида

 



































































T

zyx T
t

T

T
T
z

T
y

T
x

dtdxdydz

UqqR
dt
dq

q
dz
dqR

dy
dqR

dx
dqR

0 ,,
4

, (8)

где 
qqq  . (9)

Его квазивариация по каждой из переменных (5)  имеет вид:
TT

t
T
z

T
y

T
x U

dt
dqR

dz
dqR

dy
dqR

dx
dqRp 2 .           (10)

При 0p  система уравнений (10) превращается в систему 
уравнений Максвелла (9.1.2.9-9.1.2.12) в более подробной записи:
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1.

0












dx
dK

t
E

z
H

y
H xyz 

2.
0













dy
dK

t
E

x
H

z
H yzx 

3.
0













dz
dK

t
E

y
H

x
H zxy 

4.
0













dx
dL

t
H

z
E

y
E xyz  (10а)

5.
0













dy
dL

t
H

x
E

z
E yzx 

6.
0













dz
dL

t
H

y
E

x
E zxy 

7.
0

















z
E

y
E

x
E zyx

8.
0
















z
H

y
H

x
H zyx

Для их решения можно воспользоваться методом спуска по 
квазивариации, рассмотренным выше в применении к 
электрическим цепям. Пусть 

zyxt qqqqq ooo ,          (11) 

где zyxt qqqq ,,,  зависят только от zyxt ,,,  соответственно. 

Символом  o  обозначено покомпонентное умножение векторов. 
Аналогично,

zyxt UUUUU ooo ,          (12) 
Далее будем для сокращения записи обозначать 

zyxt qqqq oo , zytx qqqq oo , zxty qqqq oo , 

yxtz qqqq oo . Перепишем (8) в виде
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  













T

zyx
o dtdxdydz

0 ,,
.          (13)

С учетом принятых предположений и обозначений 
подынтегральное выражение в (13) примет вид:

 

    


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
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

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

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


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

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


























zyxt
T

zyxt

zyxt

T

zyx
t

t

yxt
z

z

zxt
y

y

zyt
x

x

o

UUUUqqqq

qqqq

qqq
dt

dqR

qqq
dz

dqR

qqq
dy

dq
R

qqq
dx

dqR

oooooo

ooo

ooo

ooo

ooo

ooo

.        (14)

Рассмотрим функционал (13, 14) при фиксированных функциях 

zyt qqq ,,  в зависимости только от функций независимой 

переменной х. После громоздких преобразований, функционал (13, 
14)  можно представить в виде






















x
x

T
xxx

T
x

xx
T
x dxVqqR

dx
dqqSq ,          (15)

где

 

  .,

,,,,,,,

,,

,,

,,

,,

dtdydzUqfUV

dtdydz
dt

dq
dz

dq
dy

dq
qRRRfS

dtdydzqRfR

zyt
xxvxx

zyt

tzy
xzytsx

zyt
xxrx





















      (16)
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Можно заметить, что выражение (15) эквивалентно функционалу 
(4.1.12), для которого метод поиска стационарного значения описан 
в теореме 4.1.1 и сводится к решению уравнения квазивариации 
(4.1.15). В нашем случае это уравнение принимает следующий вид:

0





 x

x
xxx V

dx
dqRqS ,        (17)

Таким образом, при фиксированных функциях zyt qqq ,,  можно 

найти функцию xq , являющуюся стационарным значением, 
доставляющим экстремум функционалу (13, 14). Аналогичные 
выражения можно получить для функций zyt qqq ,,  при 
фиксированных тройках других функций.

Для нахождения стационарного значения функции q , 
определенной как (11), следует выполнять покоординатный спуск по 
каждой независимой переменной  tzyxm ,,, . 

Заметим еще, что функционал (2.8) эквивалентен функционалу

 
 




















































 




T

zyx
dtdxdydz

HLEK

dt
dEE

dt
dHHEH

0 ,, divdiv

,







.(18)
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3. Нелинейные уравнения Максвелла
Пространство, в котором распространяется электромагнитное 

поле, может быть неоднородным. Это выражается в том, что 
магнитная проницаемость   и диэлектрическая проницаемость   
зависят от пространственных координат, т.е являются вектор-
функциями этих координат. Мы ограничимся случаем, когда каждая 
координата вектора   или   зависит только от одноименной 
пространственной координаты. 

Рассмотрим функционал, в котором учитывается 
неоднородность поля. Для этого представим уравнения (9.1.2.9, 
9.1.2.10) в следующем виде:

  0gradrot  K
dt
dEH o , (1)

  0gradrot  L
dt

dHE o , (2)

где знаком o  обозначена операция покомпонентного умножения 
векторов. Уравнения (1, 2, 1.11, 1.12) являются уравнениями 
квазивариации для функционала

 
   

 





























T

zyx
dtdxdydz

HLEK
dt
dEE

dt
dHHEH

0 ,, divdiv

,





oo

oooo ,(3)

аналогичного фунционалу (2.18). Метод решения уравнений (1, 2, 
1.11, 1.12) квазивариации функционала (3) полностью аналогичен 
рассмотреному выше методу решения уравнений (9.1.2.9, 9.1.2.10) 
кавазивариации функционала (2.18), несмотря на зависимость   и 
  от независимых переменных. Далее эти методы будут 
рассмотрены на конкретном примере.
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4. Пример. Расчет коаксиального 
кабеля
4.1. Постановка задачи
Для иллюстрации вышеизложенного рассмотрим частный случай 

уравнений Максвелла, а именно уравнения коаксиального кабеля - 
см. также рис. 1. Идеальный коаксиальный кабель имеет нулевое 
активное сопротивление провода и идеальный диэлектрик, 
заполняющий пространство между центральным проводом и 
наружной оболочкой. Кабель подключен к источнику напряжения. 
Электромагнитное поле внутри кабеля имеет осевую симметрию 
относительно оси, перпендикулярной плоскости рисунка. Поэтому 
его целесообразно рассматривать в цилиндрической системе 
координат, где ось z  направлена по оси кабеля, а координаты r  и 
   направлены так, как показано на рис. 1. Тогда вектор 
напряженности магнитного поля будет иметь составляющую, 
направленную только по дуге  :

.0,  zr HHHH 
При пренебрежении сопротивлением проводников 0zE  и вектор 
напряженности электрического поля будет иметь только 
составляющую,  направленную по радиусу:

.0,  zr EEEE 
В цилиндрических координатах zr ,,  , как известно [14], 

скаляр-дивергенция вектора Н, вектор-градиент скалярной функции 
 zyxа ,, , вектор-ротор вектора Н  имеют соответственно вид 

  




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







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
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
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H
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HH zrr

1div , (a)

      ,grad,1grad,grad
z
aaa

r
a

r
aa zr 












 (b)

  ,1rot 
















z
HH

r
H z

r



(c)

  ,rot 











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


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H
z

HH zr
 (d)
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  .1rot 

















 r

z
H

rr
H

r
H

H (e)

Для иллюстрации метода расчета разместим между идеальным 
диэлектриком-1 и оболочкой кабеля неидеальный диэлектрик-2 с 
некоторой проводимостью (это отличает данный вариант от 
обычного). Для электромагнитного поля в диэлектрике-2 кабеля 
уравнения Максвелла принимают следующий вид:

0







z

r J
t

E
z

H
 , (1)

0







t
H

z
Er  , (2)

где 
HH   – напряженность магнитного поля, направленная по дуге,

rEE   – напряженность электрического поля, направленная по 
радиусу,

zJJ   – плотность электрического тока в диэлектрике-2, 
создаваемая источником напряжения, подключенного к кабелю в 
точке z=0. 



r
E

H

z
z

Рис. 1. Коаксиальный кабель

Эти уравнения соответствуют уравнениям (9.1.2.9, 9.1.2.10). Все 
входящие в них величины являются функциями времени t и 
координаты z. При этом

z
uJ



  . (3)

где   – проводимость диэлектрика-2 (а не центрального провода) 
кабеля в данной точке. Поэтому уравнение (1) может быть 
переписано в виде
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0











z
u

t
E

z
H  . (4)

Пусть 
 tvu Sin . (5)

Вначале рассмотрим известное решение уравнений (1, 4) при 0z  
и бесконечно большой нагрузке кабеля, т.е. уравнений (2) и

0







t
E

z
H  . (6)

Оно имеет вид [25]:
   
   ,CosSin

,SinCos

1

1
ztHH

ztEE






(7)

Подставляя это решение в (2) и (6), находим:
  , (8)

.
1
1








H
E

(9)

4.2. Функционал задачи
Наша задача заключается в следующем. Известны уравнения (2, 4, 

5) и величины v,,,,  . Необходимо найти вид функций 
),(),,( ztHztE , а в том случае, если будет показано, что решение 

имеет вид (10), надо определить также величины .,, HE  
Решение будем искать в виде

,),(
,),(

zt

zt
eeztE
hhztH



         (10)

где tt eh , , zz eh , - неизвестные функции. Функцию u , заданную 

в единственной точке z=0, естественно определить в виде
 tvzztV  Sin)(),(           (11)

где )(z   – функция Дирака – см. раздел 6.6. Принимая, что 
производная от функции Дирака )()( zz   , находим

 tvz
z

ztu  Sin)(),(





         (13)

При этом уравнение (4) примет вид
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  0Sin)( 

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 tvz

t
E

z
H  .          (14)

Применим рассмотренный выше метод к данной задаче. 
Обозначим:
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Тогда уравнения (2, 14) примут вид единственного уравнения
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где
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 tz RR

Функционал (9.2.8)  в данном случае примет вид:
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0 0
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4.3. Решение задачи при фиксированных функциях 
времени
Рассмотрим этот функционал при фиксированных функциях tq  

в зависимости только от функций независимой переменной z. При 
этом полагаем, что

 
  ,Cos),(

,Sin),(

zt

zt
eteztE
hthztH






          (16)

где tt eh ,  - известные числа, zz eh , - неизвестные функции. Тогда

   






















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





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Z

tzzz

z
z

z
z

dz

zUheShS

hR
dz

deeR
dz

dh

0
1

2
21

2
12

2211

)(

,          (17)

где

     ,Cos,Sin
0

2
21

0

2
12  

T
tt

T
tt dttheSdttheS 

      ,Cos,Sin
0

22
22

0

22
11 










 

T
t

T
t dtteRdtthR 

  
T

tt dttvhU
0

2
1 .Sin 

Обозначим:

      
TT

dttdtta
0

2

0

2 .CosSin 

Учитывая это, находим:

tttttt heaSheaSaeRahR   2112
2

22
2

11 ,,, ,

tt vhaU 1 .          (18)
Сокращая на а, из (17) получаем:

   














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
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













Z
ztzz

T
zzz

T
z dzzhUqSqqR

dz
dq

0
1 )( ,(19)

где
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.
0

0
0

0

,
0

0
0

0

21
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2

2

22
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





 




ttz

t

t
z

he
S

S
S

e
h

R
R

R
         (20)

Квазивариация (4.1.13) функционала (19) с учетом утверждения 6.3.1 
имеет вид:

)(
0

1 z
U

dz
dqRqSp tz

zzzz  







Таким образом, на данном этапе оптимизация заключается в 
решении уравнения

0)(
0

1 





 z

U
dz

dqRqS tz
zzz  .          (21)

Метод, алгоритм и программа решения такого уравнения 
рассмотрены в разделе 6.6. При 1 tt he  в развернутом виде это 
уравнение принимает вид














,0

,0)(

dz
deh

zu
dz

dhe

z
z

z
z




         (22)

где 
vu   ,         (23)

а его решение - вид
  

 











.Sin

,)(Cos

zue

Hzzuh

z

oz






        (24)

          (25)
Совмещая (16) и (24), получаем

    

   .SinCos),(

,)(CosSin),(

ztueztE

HzztuhztH

t

ot











       (25а)

Итак, в диэлектрике-2 появляются 
1) стоячая электромагнитная волна,
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   

   .SinCos),(

,CosSin),(1

ztueztE

ztuhztH

t

t











2) статическое магнитное поле,
 .Sin),(2 zHztH o 

Пример 1. Пусть выполняется (16) и

.2.3,2.0,10,1,55  
t
t

h
eu

Уравнение (21) при этом принимает вид:

0)(
0
55

10
01

0
0













z

dz
dqq z

z 



.

Из него следует, что

),(Cos)(),(Sin)(

,8),(Sin),(Cos

zA
z
zezA

z
zh

zAezAh

eh

ezhz















где .75.13,55 



heh AAA  Можно убедиться, что 

величина   удовлетворяет условию (8). Таким образом, на 
первой же итерации находится решение поставленной задачи:

    ).(SinCos75.13),(CosSin55 ztEztH  

Оно по форме соответствует формуле (7). Подставляя это 
решение в (2) и (6), находим:

  ,05575.13)(Cos)(Cos 





  zt

t
H

z
E

  ,075.1355)(Sin)(Sin 





  zt

t
E

z
H

а в точке 0z  выполняется условие uAh  , что и требовалось 
показать.
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Пример 2. Рассмотрим еще программу решения уравнения (21) 
или (22) в системе МАТЛАБ изложенным в разделе 6.6 методом. 
Можно убедиться, что решение принимает вид (24) – см. 
следующий рисунок и функцию testDirak6.
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4.4. Решение задачи при фиксированных функциях 
переменной z
В примере 1 показано, что при известных функциях времени 

tt eh ,  могут быть найдены функции zz eh ,  переменной z , 
которые принимают вид (24) и

),(Cos)(),()(Sin)( zu
z
zezuzu

z
zh 


 





      (26)

Теперь будем полагать, что известны эти функции и будем искать 
функции времени tt eh , . Рассмотрим функционал (15) при 

фиксированных функциях zq  в зависимости только от функций 
независимой переменной t:
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где
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При этом из (27) получаем:
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Квазивариация (4.1.13) этого функционала принимает вид:









dt
dqRqSp t

tttt .

Таким образом, необходимо решить систему уравнений
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dhbueub

t
t

t
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
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
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Сокращая, находим

.0,0 
dt
deh

dt
dhe t

t
t

t 

Подстановкой можно убедиться, что решение этой системы 
имеет следующий вид:

      ,Cos,Sin thth tt .          (28)
Сравнивая (28) и (9.6.4.16, 9.6.4.25), замечаем, что, получен 
результат, который был исходным в разделе 9.6.4.3. Таким образом, 
показана сходимость итерационного процесса.

4.5. Кабель переменного диаметра
Как указывалось в разделе 9.3, метод расчета без изменений 

используется и в том случае, когда магнитная проницаемость   и 
диэлектрическая проницаемость   зависят от пространственных 
координат. Рассмотрим для иллюстрации расчет кабеля с 
переменным диаметром d. При этом можно полагать, что

)(),( zdzd   ,          (30)

где  ,  – известные константы, а )(zd  – известная функция 
независимой переменной . Задаваясь, как и выше, определенными 
значениями электрической составляющей электромагнитного поля, 
вновь получаем уравнение (17), отличающееся только тем, что в нем 
матрица (16) представляется в виде

.
0

0
)(






 zdheS ttz          (31)

Для уравнения вида (21), где zR  является функцией от z, 
применим алгоритм максимизации 6 – см. замечание в конце 
раздела 6.6. Однако нет доказательства того, что этот алгоритм 
применим для уравнения вида (21), где zS  является функцией от z 
(хотя формально он может быть использован и дает правильное 
решение!). Поэтому необходимо доказать, что уравнение (21, 24) 
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может быть преобразовано к виду, где zS  не зависит от z, а zR  
зависит от z. Покажем это.

Уравнение (21) при условии (24) является системой двух 
уравнений:
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Очевидно, их можно переписать в виде
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Представим их в матричной форме

0)(
0

1 
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где
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Заметим, что здесь  zRz  является  функцией от z. Уравнение (32) 
при этом может быть решено по алгоритму максимизации 6.

Пример 3. Добавим к условиям примера 1 условие (30), где 
.2.3,2.0    При этом уравнение (32) примет вид

 
0)(

0
)0(55
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

.

Это уравнение решено в данном примере На следующем 
рисунке (см. также функцию testDirak8) представлены 
результаты решения этого уравнения изложенным в разделе 6.6 
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методом при tzd  1.14.3)(  (левые окна) и при 
)5(Sin35.05.0)( tzd   (правые окна). Можно заметить, что 

частота пространственных колебаний изменяется в зависимости 
от z. 
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5. Вычислительный аспект – продолжение
Рассмотрим снова систему уравнений (9.2.10а). В первом из этих 

уравнений в соответствии (9.1.2.15) 
dx
d

dx
dK  , а в четвертом из 

этих уравнений в соответствии (9.1.2.17) 
dx
d

dx
dL  . 

Аналогичные замечания можно сделать относительно уравнений (2, 
3, 5, 6). Поэтому перепишем систему уравнений (9.2.10а) в 
следующем виде:

1.
0










dxdt
E

dz
H

dy
H

x
x

x
yz 

2.
0










dydt
E

dx
H

dz
H

y
y

y
zx 

3.
0










dzdt
E

dy
H

dx
H

z
z

z
xy 

4.
0










dxdt
H

dz
E

dy
E

x
x

x
yz  (1)

5.
0










dydt
H

dx
E

dz
E

y
y

y
zx 

6.
0










dzdt
H

dy
E

dx
E

z
z

z
xy 

7.
0













dz
E

dy
E

dx
E zyx

8.
0











dz
H

dy
H

dx
H zyx

В этих уравнениях параметры
zyxzyxxyxxyx  ,,,,,,,,,,,

 могут являться функциями координат zyx ,, . Рассмотрение этих 
параметров, различающихся по осям, позволяет рассматривать 
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такие пространства, которые пронизаны ортогональными струнами 
с проводимостями и проницаемостями, различными для струн, 
параллельных различным осям.

Ниже не рассматривается физическая интерпретация 
математических результатов. Далее широко используется 
представление о существовании магнитных зарядов. Известно, что 
Хевисайд был первым, кто ввёл магнитные заряды и магнитные токи 
в электродинамику Максвелла [39]. Отметим еще, что полюс 
длинного магнита в математическом плане может отождествлятся с 
магнитным зарядом - см., например, [38].

Далее, в отличие от (9.2.5, 9.2.6), будем рассматривать вектор-
функцию

,,,,,,, zyxzyx
T HHHEEEq           (1а)

и вектор-функции

dmdmdm
H

dm
H

dm
H

dm
E

dm
E

dm
dE

dm
dq zyxzyx

T  ,,,,,,,





 ,    (1в)

а также матрицы

xR yR
1 x 1
2 -1 y
3 1 -1
4 x 1
5 -1 y
6 1 -1
7 -1 -1
8 1 1

zR tR
1 -1 
2 1 
3 z 
4 -1 
5 1 
6 z 
7 -1
8 1
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В системе DERIVE система уравнений (1) имеет вид, 
приведенный в  программе CD/DERIVE/section95.dfw, что будет 
использовано в других программах.

Отметим некоторые особенности системы уравнений (1):
1. предполагается существование магнитных зарядов и токов,
2. вместо электрических и магнитных токов вводятся скалярные 

потенциалы и проводимости, не только электрические, но и 
магнитные,

3. предполагается, что плотности электрических и магнитных 
зарядов могут изменятся во времени,

4. далее эти уравнения распространяются и на физические 
системы, в которых имеются макроскопические носители 
электрических и магнитных зарядов.

Введение скалярных электрических и магнитных потенциалов 
позволяет рассматривать систему 8-ми уравнений Максвелла, как 
систему 8-ми неизвестных функций – 6-ти напряженностей и 2-х 
скалярных потенциалов. Существующие методы (насколько 
известно автору) предполагают, что известны и плотности зарядов, 
и плотности токов, а неизвестными являются 6 напряженностей. В 
этом смысле система уравнений Максвелла оказывается 
переопределенной.

В настоящее время автор может предложить реализацию метода 
только в том случае, если про искомые функции 
(предположительно) известно, что они удовлетворяют условию 
(9.2.11). Рассмотрим подробнее матрицу xR  в (9.2.15). Для этого 
вначале рассмотрим вектор (9.2.11) и в (9.2.13, 9.2.14) слагаемое

 

 

 

 































































































































i k x z
zkzi

y
ykyi

t
tktixkki

xi

i k zyxt
zkyktkxkxkiziyiti

xi

zyxt
zytx

T
x

T
zyt

x

zyxt
zytx

T

zyt
x

xRx

dzqqdyqqdtqqqR
dx

dq

dtdxdxdzqqqqRqqq
dx

dq

dtdxdxdzqqqqRqqq
dx

dq

dtdxdxdzqqqqqqq
dx

dqR

,,,

,,,

,,,

oooooo

oooooo

.
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Обозначим:

.ˆ,ˆ

,ˆ,ˆ


























































z
zkzizik

y
ykyiyik

y
xkxixik

t
tktitik

dzqqqdyqqq

dyqqqdtqqq

(2)

Тогда

dxqqqqR
dx

dq

i k x
zikyiktikxkxki

xi
Rx  






 ˆˆˆ .

Рассмотрим матрицы
   
   .ˆ,ˆ

,ˆ,ˆ

zikzyiky

xikxtikt

qQqQ

qQqQ




(3)

Эти матрицы могут быть вычислены при фиксированных вектор-
функциях zyxt qqqq ,,, . При этом

  dxqQQQR
dx

dq

x
xzytx

x
Rx  






 ooo

Таким образом,

 zytxx QQQRR ooo . (4)
Аналогично предыдущему рассмотрим вектор (9.2.12), величины 


























































z
zizizi

y
yiyiyi

y
xixixi

t
tititi

dzUqudyUqu

dyUqudtUqu

ˆ,ˆ

,ˆ,ˆ

(5)

и векторы 
   
   .ˆ,ˆ

,ˆ,ˆ

zizyiy

xixtit

uuuu

uuuu




(6)
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Отметим, что в этих векторах есть только две ненулевые 
компоненты:

 .,,,,ˆ,ˆ 87 tzyxmdmudmu
m

m
m

m              (6а)

При этом
 zytxx uuuUV ooo . (7)

Аналогично определяется

 zxtyy QQQRR ooo . (8)

 zxtyy uuuUV ooo . (9)

 yxtzz QQQRR ooo .           (10)

 yxtzz uuuUV ooo .           (11)

 zyxtt QQQRR ooo .           (12)

 zyxtt uuuUV ooo .           (13)
Обозначим еще

.ˆ̂,ˆ̂

,ˆ̂,ˆ̂

































































z
zk

zi
zik

y
yk

yi
yik

x
xk

xi
xik

t
tk

ti
tik

dzq
dz
q

qdyq
dy
q

q

dxq
dx
q

qdtq
dt
q

q

          (14)

Рассмотрим матрицы

   
   .ˆ̂ˆ,ˆ̂ˆ

,ˆ̂ˆ,ˆ̂ˆ

zikzyiky

xikxtikt

qQqQ

qQqQ




          (15)

Тогда, рассуждая аналогично, найдем матрицы

 zytttyz QQQRR ooo ˆ ,           (16)

 ztyyytz QQQRR ooo ˆ ,           (17)

 ytzzzty QQQRR ooo ˆ ,           (18)

При этом слагаемое xS  в формуле (9.2.16) принимает вид
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ztyytztyzx RRRS  .           (19)
Аналогично можно определить матрицы, перечисленные в 
следующей табл. 1.

Таблица 1.
t x y z

t Rtyz Rtxz Rtxy
x Rxyz Rxtz Rxty
y Ryxz Rytz Rytx (20)
z Rzxy Rzty Rztx

St Sx Sy Sz
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6. Пример. Пространственная 
электромагнитная волна
6.1. Вычисление чисел (9.5.2), (9.5.14) и матриц (9.5.3), (9.5.15)
Рассмотрим числа (9.5.2), (9.5.14) и матрицы (9.5.3), (9.5.15) для 

некоторых случаев с целью использования в дальнейшем. В табл. 1 
представлены векторы tzyx qqqq ,,, , для которых будут вычислятся 
эти числа и матрицы.

Таблица 1.
1 2 3 4 5 6 7№

xq yq xq yq zq tq zq
1 xe ye  xCos   ySin   zCos   tCos  ze
2 xe ye  xSin   yCos   zCos   tCos  ze
3 xe ye  xSin   ySin   zSin   tCos  ze
4 xe ye  xSin   yCos   zSin   tSin  ze
5 xe ye  xCos   ySin   zSin   tSin  ze
6 xe ye  xCos   yCos   zCos   tSin  ze
7 xe ye  xSin   ySin   zCos   tSin  ze
8 xe ye  xCos   yCos   zSin   tCos  ze

Вначале рассмотрим матрицу  xikx qQ ˆ  для вектора, 
представленного в столбце 1 табл. 1. Очевидно, все числа

  x
x

x
xik adxeq  

2
ˆ  (1)

и матрица 
IaQ xx  , (2)

где I  – матрица, составленная из единиц. Также очевидно, что все 
числа

x
x

x
x

xik adxe
dx

deq 


 ˆ̂ . (3)
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и матрица 
IaQ xx ˆ , (4)

Аналогично, для вектора, представленного в столбце 2 табл. 1, 
имеем:

IaQ yy  , (5)

IaQ yy ˆ , (6)
где

 dyea
y

y
y 

2 . (7)

Аналогично, для вектора, представленного в столбце 7 табл. 1, 
имеем:

IaQ zz  ,          (7a)

IaQ zz ˆ ,          (7b)
где

 dzea
z

z
z 

2 ,          (7c)

Теперь рассмотрим вектор, представленный в столбце 3 табл. 1. 
Для этого случая матрица  xikx qQ ˆ  представлена в табл. 2, где 

            
xxx

dxxxcsdxxxssdxxxcc  CosSin,SinSin,CosCos ,. 

а приставки tzyx ,,,  означают, что в этих позициях находятся 
ненулевые элементы матриц tzyx RRRR ,,,  соответственно. 
Таблица 2.

xQ
1 cc-t cs cs cs cc-z ss-y cs-x cc
2 cs ss-t ss ss-z cs cs-x ss-y cc
3 cs ss ss-t ss-y cs-x cs ss-z cs
4 cs ss-z ss-y ss-t cs cs ss cs-x
5 cc-z cs cs-x cs cc-t cs cs cc-y
6 ss-y cs-x cs cs cs cc-t cs cc-z
7 cs-x ss-y ss-z ss cs cs ss cs
8 cc cs cs cs-x cc-y cc-z cs cc
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На интервале, кратном величине  /2 , имеем: sscc  . 
Обозначим ssccbx  . Из табл. 2 следует, что покомпонентное 
умножение матриц tzy RRR ,,  на xQ  равносильно умножению 
этих матриц на величину 

   
x

x dxxCosxCosb  . (8)

Таким образом, 

txxtzxxzyxxy RbQRRbQRRbQR  ooo ,, . (9)

Далее, покомпонентное умножение матрицы xR  на xQ̂  
равносильно умножению: 

xxxx RbQR ˆo ,           (10)
Аналогично, для вектора, представленного в столбце 4 табл. 1, 

имеем:
   

y
y dyyCosyCosb  ,          (11)

tyytzyyzxyyx RbQRRbQRRbQR  ooo ,, ,      (12)

yyyy RbQR ˆo .          (13)
Теперь рассмотрим вектор, представленный в столбце 5 табл. 1. 

Для этого случая матрица  zikz qQ ˆ  представлена в табл. 3, где 

   
z

dzzCoszCoscc  ,    
z

dzzSinzSinss  ,    
z

dzzSinzCoscs  ,

а приставки tzyx ,,,  означают то же, что и в табл. 2. 
Таблица 3.

zQ
1 cc-t cс cs cs cs-z cc-y cc-x cs
2 cc cc-t cs cs-z cs cc-x cc-y cs
3 cs cs ss-t ss-y ss-x cs cs-z ss
4 cs cs-z ss-y ss-t ss cs cs ss-x
5 cs-z cs ss-x ss ss-t cs cs ss-y
6 cc-y cc-x cs cs cs cc-t cc cs-z
7 cc-x cc-y cs-z cs cs cc cc cs
8 cs cs ss ss-x ss-y cs-z cs ss
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Также, как и выше для табл. 2, обозначим ssccaz  . Из табл. 
3 следует, что покомпонентное умножение матриц tyx RRR ,,  на 

zQ  равносильно умножению этих матриц на величину 
   

z
z dzzCoszCosa  .         (14)

Таким образом, 

tzztyzzyxzzx RaQRRaQRRaQR  ooo ,, . (15)

Далее, покомпонентное умножение матрицы zR  на zQ̂  
равносильно умножению: 

zzzz RaQR ˆo .         (16)
Рассмотрим теперь вектор, представленный в столбце 6 табл. 1. 

Для этого случая матрица  tikt qQ ˆ  представлена в табл. 4, где 

   
t

dttCostCoscc  ,    
t

dttSintSinss  ,    
t

dttSintCoscs  ,

а приставки tzyx ,,,  означают то же, что и в табл. 2. 
Таблица 4.

tQ
1 cc-t cс cc cs cs-z cs-y cs-x cc
2 cc cc-t cc cs-z cs cs-x cs-y cc
3 cc cc сc-t cs-y cs-x cs cs-z cc
4 cs cs-z cs-y ss-t ss ss ss cs-x
5 cs-z cs cs-x ss ss-t ss ss cs-y
6 cs-y cs-x cs ss ss ss-t ss cs-z
7 cs-x cs-y cs-z ss ss ss ss cs
8 cc cc cc cs-x cs-y cs-z cs cc

Из этой таблицы следует, что покомпонентное умножение 
матриц zyx RRR ,,  на tQ  равносильно умножению этих матриц на 
величину 

   
t

t dttSintCosa  .          (17)

Таким образом, 

zttzyttyxttx RaQRRaQRRaQR  ooo ,, .         (18)
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Далее, покомпонентное умножение матрицы tR  на tQ̂  
равносильно умножению

tttt RaQR ˆo . (19)

6.2. Постановка задачи.
Пусть

   yExEeE xfyxfxccxx  , (1)

   yExEeE yfyyfxccyy  , (2)

   yExEeE zfyzfxcszz  , (3)

   yHxHhH xfyxfxssxx  , (4)

   yHxHhH yfyyfxssyy  , (5)

   yHxHhH zfyzfxsczz  , (6)

   yx fyfxsco   , (7)

   yx fyfxcso   , (8)

 cco , (9)

 sso , (10)
где 

oooozyxzyx hhheee  ,,,,,,,,, (11) 
- действительные числа, 

     ,Cos-Sin- ztsc  (12a)

    ,SinCos- ztcs  (12b)

    ,Sin-Sin ztss  (12c)

    ,Cos-Cos ztcc  (12d)

yfyfyfyfxfxfxfxf HEHE  ,,,,,,, (14)
- неизвестные функции, 
     yxyx yx  ,  (15)

- известная функция, вид которой будет рассмотрен далее.
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Задача состоит в том, чтобы при определенных 
коэффициентах oo  ,  из множества (11), определенной 
функции   (15) и известных функциях   вида (12) по 
системе уравнений Максвелла (9.5.1) найти вид функций (14) и 
неизвестные коэффициенты oozyxzyx hhheee  ,,,,,,,  из 
множества (11).

Рассмотрим векторы

oozyxzyx
T hhheeeq  ,,,,,,, , (29)

,,,,,,, zyxzyx
T HHHEEEq  , (30)

tzyx qqqqqq oooo (31)
- см. также (9.3.11). Векторы, входящие в последнюю формулу, 
определены в табл. 1.

Таблица 1.
q q xq yq zq tq

xEq 1 xe  xExfx  yExfy  zCos  -  tCos 

yEq 2 ye  xEyfx  yEyfy  zCos  -  tCos 

zEq 3 ze  xEzfx  yEzfx -  zSin  -  tCos 

xHq 4 xh  xHxfx  yH xfy  zSin  -  tSin 

yHq 5 yh  xH yfx  yH yfy  zSin  -  tSin 

zHq 6 zh  xH zfx  yH zfx -  zCos   tSin 

7q o  xfx  yfy -  zCos   tSin 

8q o  xfx  yfy -  zSin  -  tCos 

6.3. Вычисление векторов (9.5.7, 9.5.9)
Рассмотрим векторы

 ,,0,0,0,0,0,0TU , (39)

oo
TU  ,,0,0,0,0,0,0 , (40)
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tzyx UUUUUU oooo (41)
- см. также (9.3.7). Векторы, входящие в последнюю формулу, 
определены в табл. 2, где указаны только 2 последних (ненулевых) 
компоненты.

Таблица 2.
7 8

U  - см. (9.6.2.9)  - см. (9.6.2.10)

U o o

xU )(xx )(xx

yU )(yy )(yy

zU  zCos   zSin 

tU  tCos   tSin 

xû   
x

fx dxxx )(   
x

fx dxxx )(

yû   
y

fy dyyy )(   
y

fy dyyy )(

zû za  - см. (9.6.1.14, 9.5.6a) za  - см. (9.6.1.14, 9.5.6a)

tû ta  - см. (9.6.1.17) ta  - см. (9.6.1.17)

xV )(ˆ 7 xuaa yzt  )(ˆ 8 xuaa yzt 

yV )(ˆ 7 yuaa xzt  )(ˆ 8 yuaa xzt 

При известных функциях q  и U  можно найти числа (9.5.5). 
Они  показаны  в табл. 2. При их вычислении используется табл. 1, 
где показаны числа xq , yq , zq , tq .

6.4. Итерации
Пусть на некоторой итерации фиксированы функции 

zyt qqq ,,  и по ним (как показано в разделе 6.1) вычислены 

матрицы (9.5.3) zyt QQQ ,,  и матрицы (9.5.15) zyt QQQ ˆ,ˆ,ˆ . Из 
формул (9.5.4, 9.6.1.15, 9.6.1.18) следует:
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yxtzzytxx QRaaQQQRR oooo  . (1)
Из формул (9.5.16, 9.6.1.15, 9.6.1.19) следует:

yttzzytttyz QRaaQQQRR oooo  ˆ . (2)
Из формул (9.5.17, 9.6.1.15, 9.6.1.18) следует:

yytzztyyytz QRaaQQQRR ˆˆ oooo  . (3)
Из формул (9.5.18, 9.6.1.16, 9.6.1.18) следует:

yztzytzzzty QRaaQQQRR oooo  ˆ . (4)
Далее определяется матрица (9.5.19). Кроме того, на этой же 
итерации фиксированы функции zyt UUU ,, , а по ним 

вычислен (как показано в разделе 6.3) вектор-функция (9.5.7) xV . 
После этого вектор-функция xq  определяется из уравнения (9.2.17)

0





 x

x
xxx VU

dx
dqRqS o . (5)

Если же на некоторой итерации фиксированы функции 

zxt qqq ,,  и zxt UUU ,, , то по ним аналогичным образом 
составляется уравнение

0







 y

y
yyy VU

dy
dq

RqS o . (6)

6.5. Моделирование экспоненциально распределенных 
зарядов
Рассмотрим вначале случай, когда функция (9.6.1.15) 

распределения зарядов имеет вид

  yxaeyx   ,  (1)
где  ,  - отрицательные числа, а - максимальное значение 

функции. Будем рассматривать только область 0,0  yx . 
При этом вместо функции (1) можно рассматривать функцию

  yxaeyx   ,  (2)

Будем считать известными в (6.2.1-8) вектор-функции zq , tq , 

yq , определенные соответственно в столбцах 5, 6, 4. Тогда 
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покомпонентное умножение на матрицы yy QQ ˆ,  описывается 
формулами (9.1.5, 9.1.6), а формулы (6.4.1-4) принимают 
соответственно вид:

xytzx RaaaR  , (3)

tytztyz RaaaR  , (4)

yytzytz RaaaR  , (5)

zytzzty RaaaR  . (6)
Далее по (2) и табл. 6.3.2 находим

    
y

y
y

y
fyy adyedyyyu

2
7 )(ˆ 

и, аналогично,

yy au 8ˆ ,
а затем

x
oyztxyztox eaaaxaaaV   )(7 , (7)

x
oyztxyztox eaaaxaaaV   )(8 . (8)

Подставляя (3-8) в (9.5.19) и, далее, подставляя в (9.6.4.6) и сокращая 
на общий множитель ytz aaa , получаем

 
 

0
,,0,0,0,0,0,0




























xT
oo

x
xxtzy

e

dx
dqRqRRR




. (9)

Подставим в это уравнение вектор-функцию xq  в виде, 
определенном в столбце 1. При этом данное уравнение принимает 
вид

0xge ,          (10)
где 

 
  
















T
oo

tzyx RRRR
g





,,0,0,0,0,0,0
.          (11)
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т.е. g  является вектор-функцией 

 87654321 ,,,,,,, gggggggggT      (11а)
с компонентами

1.   oxyz ehhg 1 ,

2.   oyzx ehhg 2 ,

3.  ozxy ehhg  3 ,

4.   oxyz heeg 4 , (11b)
5.   oyzx heeg 5 ,

6.  ozxy heeg  6 ,

7.   ozyx eeeg 7 ,

8.   ozyx hhhg 8 .

Здесь известны величины oo  ,,,,,  и неизвестны 

oozyxzyx hhheee  ,,,,,,, . Очевидно, уравнение (10) 
эквивалентно уравнению 

0g .          (12)
Уравнение (12) или система уравнений (11в) может быть решена в 
символьном виде (например, в системе DERIVE – см. программу 
section965.dfw) относительно неизвестных 
 oozyxzyx hhheeeq  ,,,,,,, . Это решение имеет громоздкий 

вид и здесь не приводится. Заметим только, что в этом решении

 .222 



 o
o        (12а)

Таким образом, определен вид вектор-функции xq  и вектор 
коэффициентов q . В численном виде решение может быть 

найдено функцией testMaxЕxpoX. 

Из (12а) может быть найдено произведение .
a
o

o
   

Читатель, который не приемлет представление о магнитном 
сопротивлении   окружающей среды и скалярном магнитном 
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потенциале o , может заметить, что при 0,  o  значение 

произведения o  не определено и может быть принято равным 

a
o

o
   из (12а). При этом возникает другой парадокс: 

существует магнитный ток при отсутствии магнитопроводности и 
скалярного магнитного потенциала. Тем не менее, принимая далее 
представление о магнитном сопротивлении и скалярном магнитном 
потенциале, мы найдем решение некоторых задач, имеющих 
физический смысл. (Заметим еще, что вещества, обладающие 
большой магнитной проницаемостью  , как, например, мягкое 
железо, ведут себя приближенно как магнитные проводники [38])

Решение (6.2.1-8) можно также представить в следующем виде

  tz
yx

zyxzyx qqqeHHHEEE  ,,,,,,, ,          (13в)

где tz qqq ,,  определены в таблице 9.6.1.1. Следовательно,

 
 csscscsssscscccc

yx
zyxzyx

qe

HHHEEE





 ,,,,,,,

,,,,,,,



.        (13а)

Подставляя это решение в систему уравнений Максвелла (9.5.1), 
получаем

0og ,          (14)
где 

""o  - операция покомпонентного умножения векторов,

 sscccccscsssscsc
yxT e   ,,,,,,, . (15)

Очевидно, из условия (14) следует условие (12), которое 
выполняется. Следовательно, решение (13) удовлетворяет системе 
уравнений (9.5.1), что и требовалось показать.

Программа section965а.dfw в системе DERIVE выполняет 
указанные преобразования: производит подстановку функций 
(9.6.2.12a, b, c, d) и (9.6.5.13а, 9.6.5.2) в систему уравнений Максвелла 
(9.5.1), дифференцирует ее, выполняет сокращение на общие 
множители (15) и вычисляет функции 0g , которые оказываются 
равными функциям (11в).

245



Глава 9. Функционал для уравнений Максвелла

6.6. Моделирование периодически распределенных зарядов
Здесь будем рассматривать заряды с плотностью распределения 

по оси у в виде

  yaey   (1)
 (как в предыдущем разделе), но с плотностью распределения по оси 
х в виде

   xax Sin . (2)
Т.к. формула (1) совпадает с формулой (9.6.5.2) для оси у, то все 

рассуждения предыдущего раздела могут быть повторены здесь 
вплоть до получения формул (9.6.5.7, 9.6.5.8). В данном случае эти 
формулы принимают следующий вид: 

 xaaaxaaaV oyztxyztox  Sin)(7  , (3)

 xaaaxaaaV oyztxyztox  Sin)(8  . (4)
Тогда, аналогично формуле (9.6.5.7) получаем:

 
   

0
Sin,,0,0,0,0,0,0




























x

dx
dqRqRRR

T
oo

x
xxtzy




. (5)

С использованием комплексных чисел это уравнение можно 
записать в следующем виде:

  
 

0
,,0,0,0,0,0,0


















T
oo

xxtzy qRjRRR




. (6)

При этом комплексный вектор xq  может быть вычислен, как 
решение системы линейных уравнений (6) относительно 
неизвестных  oozyxzyx hhheeeq  ,,,,,,,  - см. функцию 

testMaxSinX. Таким образом, и в данном случае определен вид 
вектор-функции xq  и вектор коэффициентов q .
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6.7. Моделирование с зарядами, распределенными по 
функции Дирака
Здесь будем рассматривать заряды с плотностью распределения 

по оси у в виде (9.6.6.1) (как в предыдущем разделе), но с 
распределением плотности зарядов по оси х в виде

   xax   , (1)
где   – функция Дирака (см. раздел 6.6). Трудно представить 
реальную систему с подобным распределением зарядов, но все же 
рассмотрим такую математическую задачу, имея в виду, что далее 
она будет модернизирована и «приземлена». Т.к. формула (9.6.6.1) 
совпадает с формулой (9.6.5.2) для оси у, то все рассуждения раздела 
9.6.5 могут быть повторены здесь вплоть до получения формул 
(9.6.5.7, 9.6.5.8). В данном случае эти формулы принимают 
следующий вид: 

 xaaaxaaaV oyztxyztox   )(7 , (2)

 xaaaxaaaV oyztxyztox   )(8 . (3)
Тогда, аналогично формуле (9.6.5.9) получаем:

 
   

0
,,0,0,0,0,0,0




























x

dx
dqRqRRR

T
oo

x
xxtzy




. (4)

Уравнение (4) является дифференциальным уравнением с 
возмущениями в виде функций Дирака. Метод решения таких 
уравнений рассмотрен в разделе 6.6. Воспользуемся этим методом.

Пример 1. Рассмотрим уравнение (4) и зададим значения 
величин oo  ,,,, . Для решения уравнения (4) 

воспользуемся функцией DEdirak. Функция 
testMaxDiracX содержит обращение к этой функции и 
выполняет расчет при 

54 102,105,200,6000,2500  oo  . 
Результат приведен на рис. 1, где показаны искомые функции. 
Главная гармоника этих функций имеет круговую частоту 

6000  - в первом окне для сопоставления точками показан 
график косинусоиды. 
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Рис. 1.

Рис. 2.
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На рис. 2 показаны ошибки вычисления для каждого из восьми 
уравнений Максвелла, определенные по формуле

  







dx
dqRqRRR x

xxtzym  (5)

У производных 
dx

dh
dx
de xx ,  в решении при 0x  

появляются функции Дирака, что объясняется в примере 6.9а – 
см. формулу (д). Они имеют следующую величину





 oxox

dx
dh

dx
de

 , . (6)

Кроме того, при 0x  функции xx HE ,  имеют ненулевое 
значение – имеет место скачок значения этих функций, а 
именно,

 

 .,,),,,0(

,,,),,,0(







tzytzyxH

tzytzyxE

x

x




(7)

Эти замечания необходимо в дальнейшем иметь в виду при 
решении уравнений Максвелла с функциями Дирака.

Таким образом, и в данном случае предложенный метод 
позволяет определить вид вектор-функции xq  и вектор 
коэффициентов q .

Пример 2. В примере 1 было принято, что электропроводности 

zyx  ,,  и магнитопроводности zyx  ,,  имели различное 
значение по различным осям. В этом примере будем считать их 
равными. Результат оказывается более симметричным – см. рис. 
3, который построен функцией testMaxDiracXnow. 
Периодические функции имеют круговую частоту 6003 .
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Рис. 3.

Таблица 1.
q q xq yq zq tq

xEq 1 xe  xCos  ye  zCos  -  tCos 

yEq 2 ye  xSin  ye  zCos  -  tCos 

zEq 3 ze  xSin  ye -  zSin  -  tCos 

xHq 4 xh  xCos  ye  zSin  -  tSin 

yHq 5 yh  xSin  ye  zSin  -  tSin 

zHq 6 zh  xSin  ye -  zCos   tSin 

7q o  xSin  ye -  zCos   tSin 

8q o  xSin  ye -  zSin  -  tCos 

Итак, при решении уравнения (4) в случае равных 
электропроводностей zyx  ,,  и магнитопроводностей 
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zyx  ,,  функции xq  принимают вид, представленный в табл. 1 

(в ней столбцы tz qqqq ,,,  взяты из табл. 6.2.1). 
Отметим важное отличие данной задачи от задач, рассмотренных 

в разделах 9.6.5 и 9.6.6. Там функции напряженностей и 
потенциалов yx qq ,  принимали такой же вид, как и заданные 
функции зарядов (9.6.2.15). Так, если эта функция имела вид 
экспоненты (9.6.5.2), то такой же вид принимали и функции 

yx qq ,  - см. (9.6.5.13). Если же эта функция имела вид синусоиды 

(9.6.6.2), то и функции xq  принимали вид синусоиды. В данном 
разделе эта функция имеет вид функции Дирака (1). Однако при 
этом функции xq  принимали вид синусоиды. Кроме того, (как уже 

отмечалось) производные 
dx

dh
dx

de xx ,  от двух из этих функций 

принимали вид функции Дирака – см. (6). Таким образом, заряды, 
изменяющиеся по функции Дирака вдоль оси ох, возбуждают такие 
же электромагнитные волны, как заряды, изменяющиеся 
периодически вдоль той же оси ох. Но, кроме того, в плоскости zоy 
эти (изменяющиеся по функции Дирака вдоль оси ох) заряды 
создают скачок напряженностей xx he ,  в точке 0x , что 
определяется формулой (6). Из этого следует, что в данном случае 
уравнения Максвелла (9.5.1.7, 8) распадаются на две пары уравнений, 
принимающие следующий вид:

при 0x
 


 tzytzyxEx
,,),,,0(  , (8)

 


 tzytzyxH x
,,),,,0(  , (9)

при 0x

0
dz

dE
dy

dE
dx

dE zyx ,          (10)

0
dz

dH
dy

dH
dx

dH zyx .          (11)
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Подставляя функции из табл. 1 в уравнение Максвелла (9.5.1.1), 
находим:

 
 

0)()(
)(

)(













zCostSine

xCose

xSinhh y

ox

yz 


  .

Видно, что это уравнение распадается на два независимых 
уравнения относительно составляющих электрического и 
магнитного полей. Аналогичное замечание можно сделать 
относительно всех уравнений в системе уравнений (9.5.1) с учетом 
(7-10). 

Программа section967.dfw в системе DERIVE выполняет 
указанные преобразования: производит подстановку функций из 
табл. 6.2.1 в систему уравнений Максвелла (9.5.1) и дифференцирует 
ее. При этом можно убедиться, что аналогичное замечание можно 
сделать относительно всех уравнений в системе уравнений (9.5.1). 
Отсюда следует, что при условиях этой задачи могут возникать 
электрические волны при отсутствии магнитных волн и наоборот.

6.7а. Магнитная волна при моделировании с магнитными 
зарядами, распределенными по функции Дирака 
Рассмотрим систему уравнений Максвелла (9.5.1) для функций, 

представленных в табл. 9.6.7.1, при условии, что существуют только 
магнитные заряды. В этом случае образуется только магнитное поле 
и система уравнений (9.5.1) принимает следующий вид:
  0 yz hh  , (1)

  0 zx hh  , (2)
  0 xy hh  , (3)

0 oxh  , (4)
0 oyh  , (5)

0 ozh  , (6)
0  ozyx hhh . (8)

В этих уравнениях для сокращения записи множители вида 

)()()( zCostSinexSin y    не показываются.

Из (9.6.7.8) следует, что
oxh  . (9)
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Из (1, 2, 3) находим:
yz hh  , (11)

xz hh  , (12)
xy hh  . (13)

Из (4, 5, 6) находим:
 zyxo hhh  . (14)

Из (8, 11, 12, 13) при 0x находим:

0
22











 xh




 (15)

или

 22   . (17)
Таким образом, при данных  ,,,o  по (9, 12, 13, 14, 17) 

могут быть найдены все параметры магнитной волны 
 ,,,,, oyzx hhh  соответственно.

6.7в. Электрическая волна при моделировании с 
электрическими зарядами, распределенными по функции 
Дирака 
Рассмотрим теперь систему уравнений Максвелла (9.5.1) для 

функций, представленных в табл. 9.6.7.1, при условии, что 
существуют только электрические заряды. В этом случае образуется 
только электрическое поле и система уравнений (9.5.1) принимает 
следующий вид:
  0 yz ee  . (1)

  0 zx ee  , (2)
  0 xy ee  , (3)

0 oxe  , (4)
0 oye  , (5)

0 oze  , (6)
0  ozyx eee . (8)

Из (9.6.7.9) следует, что
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oxe  . (9)
Также, как и в разделе 9.6.7а, находим:

xz ee  , (10)
xy ee  . (11)

 zyxo eee  . (12)

 22   . (13)
Таким образом, при данных  ,,,o  по (9-13) могут быть 

найдены все параметры магнитной волны  ,,,, oyzx eee  
соответственно.

6.8. Моделирование с зарядами, распределенными по 
ступенчатой функции
Здесь будем рассматривать заряды с плотностью распределения 

по оси у в виде (9.6.6.1), но с плотностью распределения по оси х в 
виде

   xax  . (1)
где   – единичная ступень (см. раздел 6.4). Т.к. формула (9.6.6.1) 
совпадает с формулой (9.6.5.2) для оси у, то все рассуждения раздела 
9.6.5 могут быть повторены здесь вплоть до получения формул 
(9.6.5.7, 9.6.5.8). В данном случае эти формулы принимают 
следующий вид: 

 xaaaxaaaV oyztxyztox   )(7 , (2)

 xaaaxaaaV oyztxyztox   )(8 . (3)
Тогда, аналогично формуле (9.6.5.7) получаем:

 

   
0

,,0,0,0,0,0,0




























x

dx
dqRqRRR

T
oo

x
xxtzy




. (4)

Уравнение (4) является дифференциальным уравнением с 
возмущениями в виде ступенчатых функций. Метод решения таких 
уравнений рассмотрен в разделе 6.4. Воспользуемся этим методом.

Пример 1. Рассмотрим уравнение (4), зададим значения 
величин oo  ,,,, . Для решения уравнения (4) 
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воспользуемся функцией DEjumpRC, приведенной в 
примере 6.4.8. Функция testMaxJumpХ содержит обращение 
к функции DEjumpRC и выполняет расчет при

54 102,105,200,6000,2500  oo  .
Результат приведен на рис. 1, где показаны искомые функции. 

Главная гармоника этих функций имеет круговую частоту 
6000  - в первом окне для сопоставления точками показан 

график синусоиды. На рис. 2 показаны ошибки вычисления для 
каждого из восьми уравнений Максвелла, определенные по 
формуле (9.6.7.5)

Рис. 1.
Результат приведен на рис. 1, где показаны искомые функции. 

Главная гармоника этих функций имеет круговую частоту 
6000  - в первом окне для сопоставления точками показан 

график синусоиды. На рис. 2 показаны ошибки вычисления для 
каждого из восьми уравнений Максвелла, определенные по 
формуле (9.6.7.5)

В производных от искомых функций по у появляются 
ступенчатые функции, что объясняется в примере 6.4.7. В связи 
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с этим узлы главных гармоник для этих производных смещены 
относительно начала координат – см. рис. 3, где показаны эти 
графики.

Рис. 2.
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Рис. 3.
Таким образом, и в данном случае предложенный метод 

позволяет определить вид вектор-функции xq  и вектор 
коэффициентов q .

6.9. Моделирование с зарядами, распределенными 
неравномерно
Рассмотрим теперь случай, когда распределение зарядов 

описывается многоступенчатой трапецией (или, в частности, 
прямоугольным импульсом). Для расчета в данном случае следует 
прменить метод, изложенный в разделе 6.5. На рис. 1 приведен 
результат расчета аналогично примеру 9.6.8.1, но при 
трапецеидальном распределении зарядов (см. функцию 
testMaxTrapX). Можно заметить, что амплитуды 
электромагнитных полей существенно зависят от вида 
распределения зарядов. Так, например, при прочих равных условиях 
амплитуда zh  равна 

60       при распределении в виде ступенчатой функции,
500   при распределении в виде трехступенчатой трапеции,
50000 при распределении в виде функции Дирака.

(см. соответственно рис. 9.6.8.1, 9.6.9.1, 9.6.7.1).

Рис. 1.
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Трапецеидальное распределение зарядов можно рассматривать 
как аппроксимацию экпоненциального распределения, 
исследованного в разделе 9.6.5.

6.10. Обсуждение
Вообще, схема применения метода такова:
1) Делается предположение о форме электромагнитных волн, 

как функций каждой из трех координат (например, tzy ,, ).
2) На основе этого предположения вычисляются матрицы 

(9.5.3), (9.5.15) и векторы (9.5.7, 9.5.9).
3) При этих известных матрицах и векторах определяется 

форма электромагнитных волн, как функций четвертой 
координаты (например, x ). Если элементы указанных 
матриц (9.5.3), (9.5.15) не равны (по абсолютной величине), 
то получаются затухающие (в пространстве и\или во 
времени) колебания. Важно отметить, что алгоритмы раздела 
6, примененные для определения вида функций (в том 
случае, когда они не являются гладкими), позволяют 
получить аналитическое представление этих функций (в 
виде степенного ряда). В предыдущих примерах таким 
образом определялась частота главной гармоники искомых 
функций.

4) Полученные функции подставляются в систему уравнений 
Максвелла и вычисляются параметры этих функций 
(например, аплитуды и коэффициенты затухания). В том 
случае, когда они не являются гладкими, параметры 
определяются (по алгоритмам раздела 6) одновременно с 
определением формы функций. 

5) При полученной форме электромагнитных волн, как 
функций координаты x , аналогичным образом могут быть 
уточнены предположения, сделанные в п.1, и т.д.

Метод применим и в том случае, когда пространство является 
неоднородным (см. раздел 9.4.5).
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7. Пример. Суперпозиции 
электромагнитных волн
0. Введение
Выше рассматривались случаи, когда функции напряженности 

электромагнитных полей представимы в виде (9.2.11). Рассмотрим 
теперь случай, когда функции напряженности электромагнитных 
полей могут быть представлены суперпозицией функций вида 
(9.2.11).

1. Электромагнитные колебания при зарядах, 
распределенных экспоненциально. Случай 1. 
Вернемся к задаче, рассмотренной в разделе 9.6.5, где считаются 

известными функции (9.6.2.9, 9.6.2.10) распределения плотностей 
зарядов в зависимости от аргументов tzyx ,,, , т.е.

yx
cco e   , (1)

yx
sso e   . (2)

Таблица 1.
Варианты

q q
1 2 3

xEq 1 xe cc ss 

yEq 2 ye cc ss 

zEq 3 ze cs sc 

xHq 4 xh ss cc 

yHq 5 yh ss cc 

zHq 6 zh sc cs 

7q o sc cs 

8q o cs sc 


o cc ss 
 o ss cc 

259



Глава 9. Функционал для уравнений Максвелла

Здесь мы в отличие от (9.6.2.12) функции   определим в виде
   ,CosCos ztcc  (2а)

   ,SinSin ztss  (2b)

   ,SinCos ztcs  (2c)

   ,CosSin ztsc  (2d)
Функции напряженностей и потенциалов в зависимости от 

аргументов tzyx ,,,  определяются по (9.6.13а), т.е.
 


















csscscss

sscsccccyx

zyxzyx

qe

HHHEEE

,,,
,,,,

,,,,,,,




, (3)

где действительные числа
 oozyxzyx hhheeeq  ,,,,,,, . (4)

Для наглядности в табл. 1 перечислены функции  , входящие в (1, 
2, 3) – см. вариант 1. 

Для того, чтобы показать, какой вид принимают при этом 
уравнения Максвелла (9.5.1), рассмотрим вектор-функцию (9.6.5.11а) 
от oo  ,,,,, , oozyxzyx hhheee  ,,,,,,, , т.е.

 87654321 ,,,,,,, gggggggggT  , (5)
Здесь мы в отличие от (9.6.5.11b) функции (5) определим в виде

1.   oxyz ehhg 1
2.   oyzx ehhg 2
3.  ozxy ehhg  3
4.   oxyz heeg 4 (5a)
5.   oyzx heeg 5
6.  ozxy heeg  6
7.   ozyx eeeg 7
8.   ozyx hhhg 8
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Обращаясь к замечанию в конце раздела 9.6.1 отметим, что в 
данном случае матрицы tzyx RRRR ,,,  отличаются от матриц, 
приведенных в разделе 9.5, знаками некоторых элементов. Ниже 
отличающиеся элементы выделены затемнением:

xR yR
1 x 1
2 1 y
3 1 -1
4 x 1
5 1 y
6 1 -1
7 -1 -1
8 1 1

zR tR
1 1 
2 -1 
3 z 
4 -1 
5 -1 
6 z 
7 -1
8 1

Определим еще аналогично (9.6.5.15) также вектор-функцию

 sscccccscsssscsc
yxT e   ,,,,,,, . (6)

Подстановкой функций (1, 2, 3) в систему уравнений Максвелла 
(9.5.1) можно убедиться, что эта система преобразуется к виду

0og , (7)
где ""o  - операция покомпонентного умножения векторов. После 
сокращения каждого уравнения из (7) на множитель вида (6) эта 
система уравнений преобразуется в систему уравнений

0g . (8)

Программа section971а.dfw в системе DERIVE выполняет 
указанные преобразования: производит подстановку функций 
(9.7.1.2a, b, c, d; 3) и (9.6.5.2) в систему уравнений Максвелла (9.5.1), 
дифференцирует ее, выполняет сокращение на общие множители 
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(6) и вычисляет функции 0g , которые оказываются равными 
функциям (5а).

При данных параметрах  ,,, , характеризующих область 
распространения волн и токов, и даных oo  ,,,,, , числа 

oozyxzyx hhheee  ,,,,,,,  могут быть найдены как решение 
линейной системы уравнений (8) или, что одно и то же, системы 
уравнений (5а).

Таким образом, если плотности зарядов распределены по 
функциям (1, 2) с известными oo  ,,,,, , то возникают 
электромагнитные поля и скалярные потенциалы, перечисленные в 
табл. 1 (вариант 1), причем параметры 

oozyxzyx hhheee  ,,,,,,,  являются функциями от 

oo  ,,,,, , определяемыми из решения системы линейных 
уравнений (5а). 

2. Электромагнитные колебания при зарядах, 
распределенных экспоненциально. Случай 2. 
Предположим теперь, что, в отличие от (9.8.1.2, 9.8.1.2),

yx
sso e   , (1)

yx
cco e   . (2)

Тогда по аналогии с предыдущим найдем функции  , которые 
принимают значения, перечисленые в табл. 1 (вариант 2). При этом 
параметры oozyxzyx hhheee  ,,,,,,,  являются функциями от 

oo  ,,,,, , определяемыми также из решения системы 
линейных уравнений (1.5а). Однако в данном случае эта система 
уравнений следует из системы уравнений (1.7), где, в отличие от 
(1.6), вектор

 ccssssscsccccscs
yxT e   ,,,,,,, . (3)

3. Электромагнитные колебания при линейном движении 
зарядов, распределенных экспоненциально 
Обозначим:

 ,Cos zt   (1)
 ,Sin zt   (2)
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Поскольку
         ,SinSinCosCosCos ztztzt  
         ,SinCosCosSinSin ztztzt  

то из (1, 2,  9.6.2.12) следует, что
,sscc  (3)

.cssc  (4)
Далее будем обозначать величины для случая 1 и 2 

соответственно одним или двумя штрихами. Предположим, что 
,            (5a)

  .           (5b)
Тогда

,yx
o e   (6)

yx
o e   . (7)

Физически это означает, что заряды сгруппированы около оси z, 
движутся вдоль этой оси и изменяются по величине во времени.

В силу (3, 4, 5) и линейности системы (9.5.1) суммарное 
электромагнитное поле для данного случая при может быть найдено 
из суммы решений для случаев 1 и 2. Следовательно, в данном 
случае 
 

 



 ,,,,,,,

,,,,,,,

qe

HHHEEE
yx

zyxzyx



,            (7а)

где действительные числа q  определены по (9.7.1.4) – см. также 
табл. 1 (вариант 3).

Из (1.7) получим:
  0 og , (8)

где  ,  определяются соответственно по (1.6) и (2.3). Но

 
где, в силу (3, 4),

   ,,,,,,,yxT e  . (9)
Следовательно, и в этом случае параметры 

oozyxzyx hhheee  ,,,,,,,  являются функциями от 
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oo  ,,,,, , определяемыми также из решения системы 
линейных уравнений (1.5а).

Программа section9731.dfw в системе DERIVE выполняет 
указанные преобразования: производит подстановку функций (1, 2, 
7а) и (9.6.5.2) в систему уравнений Максвелла (9.5.1), 
дифференцирует ее, выполняет сокращение на общие множители 
(9) и вычисляет функции 0g , которые оказываются равными 
функциям (1.5а).

Система уравнений (1.5а) может быть решена в символьном виде 
(например, в системе DERIVE см. программу section9732.dfw) 
относительно неизвестных  oozyxzyx hhheeeq  ,,,,,,, . Это 
решение имеет следующий вид: 

,,,,

,,,,

























aa
h

a
h

a
h

aa
e

a
e

a
e

oo
z

o
y

o
x

oo
z

o
y

o
x
















      (10)

где 
222  a .           (11)

При данном   из (10) могут быть найдены произведения 

.,
aa
o

o
o

o
   В первой из этих формул 

определяется произведение электрического сопротивления   
среды на электрический скалярный потенциал o , что не вызывает 
вопросов. Во второй из этих формул определяется произведение 
магнитного сопротивления   среды на магнитный скалярный 
потенциал o . В разделе 9.6.5 уже обсуждался вопрос о том, как 
можно интерпретировать эти величины.

Итак, функции (6, 7) не представимы в виде (9.6.2.11). Тем не 
менее, предложенный метод применим и в этом случае. Одно из 
приложений этой задачи рассмотрено в [29].

Обращаясь к физической интерпретации этой задачи, заметим, 
что обсуждаемая система уравнений Максвелла (9.5.1) в данном 
случае описывает такой физический процесс, при котором заряды 
сосредоточены на оси z  и движутся (как ток) вдоль этой оси. При 
этом магнитные заряды могут имитироваться полюсами магнитных 
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диполей. В такой интерпретации интересно следующее. Вдоль оси 
оz возникает электромагнитное поле zz EH , , как следствие 
волнового распределения зарядов по оси z  (вне зависимости от 
вида распределения плотности зарядов вдоль осей ох и оу). Это 
электромагнитное поле представляет собой продольную 
электромагнитную волну. Заметим, что существование таких волн 
не противоречит электродинамике Максвелла [30], где «сделан 
краткий обзор публикаций о продольных электромагнитных волнах, 
который свидетельствует, о том что, несмотря на многообразие 
теорий, пытающихся обосновывать возможность их существование, 
в печати отсутствуют убедительные научные данные, действительно 
обосновывающие такую возможность, в том числе данные об их 
экспериментальном обнаружении». Эксперимент, показывающий 
существование продольных волн, описан в разделе 9.8.5а.

3a. Электромагнитные колебания при сложном движении 
зарядов, распределенных экспоненциально 
Рассмотрим без вывода еще один случай движущихся зарядов. 

Обозначим:
 ,Cos zyt   (1)

 ,Sin zyt   (2)
Пусть

,x
o e  (3)

x
o e  , (4)

 
 ,,,,,,,,

,,,,,,,





qe

HHHEEE
x

zyxzyx



, (5)

где действительные числа q  определены по (9.7.1.4).
Физически это означает, что заряды сгруппированы около оси z, 

движутся вдоль осей oy и oz, изменяясь по величине во времени. В 
этом случае

0og , (6)
где 

  ,,,,,,,xT e . (7)
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Программа section973а.dfw в системе DERIVE выполняет 
указанные преобразования: производит подстановку функций (1-5) 
в систему уравнений Максвелла (9.5.1), дифференцирует ее, 
выполняет сокращение на общие множители (7) и определяет 
функции 0g . Система уравнений 0g  далее решается в 
символьном виде относительно неизвестных 
 oozyxzyx hhheeeq  ,,,,,,, . Это решение имеет следующий 

вид: 

,,,,

,,,,


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
 (8)

где 
222  a . (9)

4. Магнитные колебания при зарядах, распределенных по 
функции Дирака. Случай 1. 
Вернемся к задаче, рассмотренной в разделе 9.6.7а, где считается 

известной функция распределения плотности магнитных зарядов
y

sso ex  )( , (0)
которая следует из (9.6.2.10, 9.6.6.1, 9.6.7.1). Здесь мы опять в 
отличие от (9.6.2.12) функции   определим в виде (9.8.1.2a,b,c,d)

Для наглядности в табл. 2 перечислены функции  , входящие в 
(1, 9.8.1.3) – см. вариант 1. 
Таблица 2.

Варианты
q q xq 1 2 3

xHq 4 xh  xCos  ss cc 

yHq 5 yh  xSin  ss cc 

zHq 6 zh  xSin  sc cs 

8q o  xSin  cs sc 
 o )(x  ss cc 
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Уравнения Максвелла (9.5.1) в этом случае принимают вид 
(9.6.7а.1-8), а их решение имеет вид (9.6.7а.9, 9.6.7а.12, 9.6.7а.13, 
9.6.7а.14, 9.6.7а.17).

5. Магнитные колебания при зарядах, распределенных по 
функции Дирака. Случай 2. 
Предположим теперь, что, в отличие от (9.8.4.0),

y
cco ex  )( , (1)

Тогда по аналогии с предыдущим найдем функции  , которые 
принимают значения, перечисленные в табл. 2 (вариант 2). 
Уравнения Максвелла (9.5.1) в этом случае также принимают вид 
(9.6.7а.1-8) ), а их решение имеет вид (9.6.7а.9, 9.6.7а.12, 9.6.7а.13, 
9.6.7а.14, 9.6.7а.17).

6. Магнитные колебания при линейном движении зарядов, 
распределенных по функции Дирака
Рассуждая, как в разделе 9.8.3, и имея в виду формулы (9.8.3.1-5), 

замечаем, что
y

o ex  )( . (1)
Физически это означает, что заряды сгруппированы около оси z, 

движутся вдоль этой оси и изменяются во времени по величине. 
При этом плотность распределения зарядов по оси х описывается 
функцией Дирака, т.е. имеет место скачкообразное изменение 
плотности распределения зарядов вдоль оси ох.

В силу линейности системы (9.5.1) суммарное электромагнитное 
поле в этом случае может быть найдено из суммы решений для 
случаев 4 и 5. Уравнения Максвелла (9.5.1) и в этом случае 
принимают вид (9.6.7а.1-8). Следовательно, в данном случае 
функции   принимают значения, которые перечислены в табл. 2 
(вариант 3). Решение уравнений (9.6.7а.1-8) и в этом случае, 
конечно, имеют вид (9.6.7а.9, 9.6.7а.12, 9.6.7а.13, 9.6.7а.14, 9.6.7а.17), 
т.е.

 22   , (2)
 oxh  , (3)
xz hh  , (4)
xy hh  , (5)
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 zyxo hhh  . (6)

Таким образом, при данных  ,,,o  по (2-6) могут быть 
найдены все параметры магнитной волны  ,,,, oyzx hhh  
соответственно. 

Заметим еще, что при 0  уравнения (2-5) описывают 
магнитостатическое поле.

Итак, функция (1) не представима в виде (9.6.2.11). Тем не менее, 
предложенный метод применим и в этом случае.

Аналогичные соотношения могут быть получены для 
электрических колебаний.

Обращаясь к физической интерпретации этой задачи, заметим, 
что в данном случае (также, как и в случае 9.7.3) вдоль оси оz 
возникает магнитное поле zH , которое представляет собой 
продольную магнитную волну (в случае 9.7.3 возникала продольная 
электромагнитная волна). Кроме того, в данном случае благодаря 
скачкообразному изменению плотности распределения зарядов 
вдоль оси ох возникает магнитное поле xH , которое представляет 
собой стоячую волну. Действительно, узлы этой волны на оси ох не 
смещаются с течением времени. Поскольку в данном случае 
электрическое поле отсутствует, то отсутствует и обмен энергией 
между магнитным и электрическим полем, что имеет место в 
известных стоячих электромагнитных волнах. Следовательно, в 
данном случае возникает энергозависимая стоячая магнитная волна.

Выше для данного случая отмечена симметрия электрического и 
магнитного полей. В силу несвязности магнитной и электрической 
волн в электромагнитной волне (которая возникает, если 
существуют и магнитные, и электрические заряды) по оси ох также 
образуются две несвязанные энергозависимые электрическая и 
магнитная стоячие волны. Они могут иметь разные периоды, но в 
случае совпадения периодов электрическая и магнитная 
составляющие электромагнитной волны оказываются синфазны. 
Это  видно в примере 9.6.7.1 и, вообще, в примерах разделов 9.6.7, 
9.6.8, 9.6.9. Интересно отметить, что в известной стоячей волне 
магнитная и электрическая составляющие сдвинуты по фазе на 

2/ . Эти вопросы подробнее рассмотрены в [40].
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8. Пример. Электромагнитное излучение 
локализованных зарядов
1. Постановка задачи
Рассмотрим задачу, в которой векторы tzyx qqqq ,,,  имеют вид, 

представленный в табл. 1.
Таблица 1.

q q xq yq zq tq xq (calc)

xEq 1 xe  xExfx ye ze  tCos   xCos 

yEq 2 ye  xEyfx ye ze  tCos   xSin 

zEq 3 ze  xEzfx ye ze  tCos   xSin 

xHq 4 xh  xHxfx ye ze  tSin   xCos 

yHq 5 yh  xH yfx ye ze  tSin   xSin 

zHq 6 zh  xH zfx ye ze  tSin   xSin 

7q o  xfx ye ze -  tSin   xSin 

8q o  xfx ye ze -  tCos   xSin 

При этом

   xEeteE xfx
zy

xx
  Cos , (1)

   xEeteE yfx
zy

yy
  Cos , (2)

   xEeteE zfx
zy

zz
  Cos , (3)

   xHethH xfx
zy

xx
  Sin , (4)

   xHethH yfx
zy

yy
  Sin , (5)

   xHethH zfx
zy

zz
  Sin , (6)

   xet fx
zy

o    Sin , (7)

   xet fx
zy

o    Cos , (8)
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    zy
o et  Cos , (9)

    zy
o et  Sin , (10)

где 

oooozyxzyx hhheee  ,,,,,,,,, (11) 
- действительные числа, 

xfxfxfxf HE  ,,, (14)
- неизвестные функции, 

 xx  (15)
- известная функция, вид которой будет рассмотрен далее.

Задача, по-прежнему, состоит в том, чтобы при некоторых 
определенных коэффициентах из множества (11), определенной 
функции   (15) по системе уравнений Максвелла (9.5.1) найти вид 
функций (14) и неизвестные коэффициенты из множества (11).

2. Вычисление векторов (9.5.7, 9.5.9)
Рассмотрим векторы (9.6.3.39-41) и построим для данной задачи 

табл. 2, аналогичную табл. 9.6.2.
Таблица 2.

7 8
U  - см. (9.7.1.9)  - см. (9.7.1.10)

U o o

xU )(xx )(xx

yU ye ye

zU ze ze

tU  tCos   tSin 

xû   
x

fx dxxx )(   
x

fx dxxx )(

yû ya  - см. (9.6.1.7) ya  - см. (9.6.1.7)

zû za  - см. (9.6.1.7c) za  - см. (9.6.1.7c)

tû ta  - см. (9.6.1.17) ta  - см. (9.6.1.17)

xV )(xaaa yzt  )(xaaa yzt 
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При известных функциях q  и U  можно найти числа (9.5.5). 
Они  показаны  в табл. 2. При их вычислении используется табл. 1, 
где показаны числа xq , yq , zq , tq .

3. Вычисления
Из формул (9.5.4, 9.6.1.5, 9.6.1.18, 9.6.1.7a) следует:

xtyzzytxx RaaaQQQRR  ooo . (1)
Из формул (9.5.16, 9.6.1.5, 9.6.1.19, 9.6.1.7a) следует:

ttyzzytttyz RaaaQQQRR  ooo ˆ . (2)
Из формул (9.5.17, 9.6.1.6, 9.6.1.18, 9.6.1.7a) следует:

ytzyztyyytz RaaaQQQRR  ooo ˆ . (3)
Из формул (9.5.18, 9.6.1.7b, 9.6.1.18, 9.6.1.4) следует:

ztyzytzzzty RaaaQQQRR  ooo ˆ . (4)
Далее определяется матрица (9.5.19). Кроме того, на этой же 
итерации фиксированы функции zyt UUU ,, , а по ним 

вычислен (как показано в разделе 6.3) вектор-функция (9.5.7) xV . 
После этого вектор-функция xq  определяется из уравнения (9.2.17)

0





 x

x
xxx VU

dx
dqRqS o . (5)

4. Моделирование поля с электрическими и магнитными 
зарядами, распределенными экспоненциально по осям y, z и 
по функции Дирака по оси х
Аналогично разделу 9.6.7 будем рассматривать заряды с 

распределением плотности по оси х в виде
   xx   . (1)

где   – функция Дирака, и экспоненциальным распределением 
плотности по осям y и z (как выше). Таким образом,

   xet zy
o    Cos ,           (1а)

   xet zy
o    Sin .           (1в)

По аналогии с (9.6.7.2, 9.6.7.3) находим:
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 xaaaxaaaV oyztxyztox   )(7 , (2)

 xaaaxaaaV oyztxyztox   )(8 . (3)
Тогда, аналогично формуле (9.6.5.9) получаем:

 
   

0
,,0,0,0,0,0,0




























x

dx
dqRqRRR

T
oo

x
xxtzy




. (4)

Уравнение (4) является дифференциальным уравнением с 
возмущениями в виде функций Дирака. Метод решения таких 
уравнений рассмотрен в разделе 6.6. Воспользуемся этим методом.

Пример 1. Рассмотрим уравнение (4) и зададим значения 
величин oo  ,,,, . Для решения уравнения (4) в системе 

MATLAB воспользуемся функцией DEdirak. Функция 
testFloid содержит обращение к этой функции и выполняет 
расчет при 54 102,105,70,70,50  oo  . 

Рис. 1.
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Результат приведен на рис. 1, где показаны искомые 
функции. Периодические функции имеют круговую частоту 

99 .

Итак, при решении уравнения (9.7.5.4) функции (9.7.2.14) 
принимают вид, показанный в табл. 9.7.2.1 – см. столбец xq (calc). 
Подставляя эти функции в уравнение Максвелла (9.5.1.1), находим:

 
 

0)(
)(

)(












  tCose
xCose

xSinhh zy

ox

zy 


  .

Видно, что это уравнение распадается на два независимых 
уравнения относительно составляющих электрического и 
магнитного полей. Программа section984.dfw в системе 
DERIVE производит подстановку функций из табл. 6.2.1 в систему 
уравнений Максвелла (9.5.1) и дифференцирует ее. При этом можно 
убедиться, что аналогичное замечание можно сделать относительно 
всех уравнений в системе уравнений (9.5.1). Отсюда следует, что при 
условиях этой задачи могут возникать электрические волны при 
отсутствии магнитных волн и наоборот.

4а. Моделирование поля с магнитными зарядами, 
распределенными периодически по осям y, z и по функции 
Дирака по оси х
Аналогично разделу 9.8.5 будем рассматривать заряды с 

распределением плотности по оси х в виде функции Дирака 
(9.8.5.1), но (в отличие от раздела 9.8.5) с периодическим 
распределением плотности по осям y и z. Точнее,

       xzyto   CosCosCos , (1)

       xzyto   CosCosSin . (2)
По аналогии с разделом 9.8.5 можно показать, что и в этом случае 
все уравнения (9.5.1) распадаются на два независимых уравнения 
относительно составляющих электрического и магнитного полей. 
Программа section984а.dfw в системе DERIVE содержит 
решение системы уравнений (9.5.1), производит подстановку 
решения в систему уравнений Максвелла (9.5.1) и дифференцирует 
ее. При этом подтверждается указанное замечание.

В отличие от (1, 2) можно рассмотреть другую пару уравнений 
распределения плотностей электрических и магнитных зарядов:
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       xzyto   CosCosCos , (3)

       xzyto   CosCosCos . (4)
Отличие состоит только в том, что эти распределения синфазны. И 
в этом случае можно показать, что все уравнения (9.5.1) распадаются 
на два независимых уравнения относительно составляющих 
электрического и магнитного полей. Программа 
section984а.2.dfw (аналогично программе section984а.dfw) 
подтверждает указанное замечание.

5. Моделирование поля с магнитными зарядами, 
распределенными экспоненциально по осям y, z и по 
функции Дирака по оси х
Рассмотрим систему уравнений (9.5.1) в разделе 9.8.4 при 

условии, что существуют только магнитное поле. Так, например, 
уравнению (9.8.4.1) соответствует в данном случае уравнение

  0)()(   tCosexSinhh zy
zy   . (1)

В следующих уравнениях этой системы для сокращения записи 

множители вида )()( tCosexSin zy     не показываются.
  0 zx hh  , (2)
  0 yx hh  , (3)

0 oxh  , (4)
0 oyh  , (5)

0 ozh  , (6)
0  ozyx hhh . (8)

Итак, в данном случае магнитная волна изменяется во времени и 
в пространстве по оси х, а по осям zy,  ограничена функцией 

zye   . Решение уравнений (1-8) определяются как и в разделе 
9.7.6  в следующем виде:

 22   , (2)
 oxh  , (3)
xz hh  , (4)
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xy hh  , (5)

 zyxo hhh  . (6)
Также, как и в разделе 9.7.6, можно заметить, что в этой 

магнитной волне благодаря скачкообразному изменению плотности 
распределения зарядов вдоль оси ох возникает магнитное поле 

xH , как  энергозависимая стоячая магнитная волна.
При 0  уравнения (2-5) описывают магнитостатическое 

поле.

5а. Моделирование поля с магнитными зарядами, 
распределенными периодически по осям y, z и по функции 
Дирака по оси х
Рассмотрим систему уравнений Максвелла (9.5.1) в разделе 9.8.4а 

при условии, что существует только магнитное поле. В этом случае 
аналогично разделу 9.8.5 имеет место следующая система 
уравнений:

  0  yz hh
  0 zx hh 
  0 yx hh 

0 oxh  (1)

0 oyh 
0 ozh 

0  ozyx hhh
Решение уравнений (1) определяются (как и в разделе 9.8.5) в 

следующем виде:

 22   , (2)
 oxh  , (3)
yz hh  , (4)

xy hh  , (5)

 zyxo hhh  . (6)
Также, как и в разделе 9.8.5, можно заметить, что в этой 

магнитной волне благодаря скачку (заряд есть на торце, но 
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отсутствует вне торца) изменения плотности распределения зарядов 
вдоль оси ох возникает магнитное поле в виде энергозависимой 
стоячей продольной магнитной волны, в которой имеется 
составляющая xH . Напряженности в ней описываются 
следующими формулами: 

)(Cos)(Cos)(Cos)(Cos xzythH xx  , (7)
)(Sin)(Cos)(Sin)(Cos xzythH yy  , (8)

)(Sin)(Sin)(Cos)(Cos xzythH zz  . (9)
При 0  уравнения (2-5) описывают магнитостатическое 

поле.
Рассмотрим теперь более общую, чем (9.4а.2), функцию 

распределения плотности магнитных зарядов в пространстве
       xzyt zyo   ffCos . (10)

 Предположим, что функции    zy zy f,f  имеют 
одинаковый вид и могут быть разложены в тригонометрический 
ряд. При этом будем обозначать их общим символом .f . Тогда 
по аналогии с предыдущим можно показать, что функции 
распределения напряженностей имеют следующий вид:

)(f)(f)(f)(Cos xzythH xx  , (11)

dx
)(df)(f

dy
)(df)(Cos xzythH yy  , (12)

dx
)(df

dz
)(df)(f)(Cos xzythH zz  . (13)

Отсюда, в частности, следует, что при фиксированных x, z, t

dy
yHyH x

y
)()(  , (13а)

а при фиксированных y, z, t

dx
xHxH x

y
)()(  . (13в)

Здесь смысл обозначения '' состоит в том, что функции 
совпадают с точностью до постоянного коэффициента.
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Пример 1. Рассмотрим цилиндрический магнит, 
изображенный на рис. 1. У него остаточная индукция - 1.1 Тл, 
диметр - 20 мм и длина - 20мм. 

Экспериментальная установка для измерения магнитного 
поля такого магнита и измерения напряженности этого поля 
описаны в [41]. Результаты измерений напряженностей 
магнитного поля (при x=1мм) вблизи плоскости торца могут 
быть аппроксимированы следующими эмпирическими 
функциями:

40004.0400)( y
x eyH  , (14)

40004.038.1)( y
y eyyH  . (15)

Рис. 1.

Следовательно, подтверждается с точностью до постоянного 
коэффициента формула (13а). Графики функций (14, 15) 
приведены на рис. 2. На этом же рисунке точками показаны 
графики первых гармоник разложения этих эмпирических 
функций в тригонометрический ряд – см. функцию Hxy. При 
этом для этих гармоник

  yyH x 27.0Cos1200)(  , (14а)

 yyH y 27.0Sin280)(  . (15а)

Поскольку, как следует из (10, 11) при фиксированных x, z, t 
  )(f)( yyyH x  , (16)
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с точностью до постоянного коэффициента, то следует 
предположить, что функция распределения плотности 
магнитных зарядов по осям торца имеет вид (14) или (14а). 
Выделяя из (14а) переменную часть, находим:

 yy 27.0Cos)(f  . (17)

Рис. 2.  Верхнее окно - )(yH x , нижнее окно - )(yH y , 
сплошные линии – аппроксимация 
экспериментальных измерений, точечные линии – 
первая гармоника разложения в тригонометрический 
ряд.

Из (12) следует, что

 
dy

ydyH y
)(f

 , (18)

Из (15а, 18), следует, что

 yy 27.0Sin
dy

)(df
 . (18а)

Это следует (с точностью до постоянной) также из (17), что 
экспериментально подтверждает формулу (12). Тогда в 
соответствии с (11, 12, 17, 18а) следует ожидать, что 
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 xxxH x 27.0Cos)(f)(  , (19)

 xxxH y 27.0Sin
dx

)(df)(  . (20)

Для подтверждения справедливости (19, 20) были построены 
соответствующие экспериментальные зависимости. Для 
построения зависимости )(xH x  вдоль оси симметрии магнита 
(оси х, где х=0 на плоскости торца)
 измерялась напряженность )(xH x  в точках оси,
 вычислялась напряженность )(xH x  в тех же точках для 

эквивалентного соленоида,
 и, наконец, вычислялась искомая напряженность 

(переменная составляющая напряженности, которая 
существующей теорией не предсказывается)

 )()()( xHxHxH xxx  . (22)

На рис. 3 (верхнее окно) приведен график этой 
экспериментально найденной функции (22) – см. функцию 
HxyExper2. Можно заметить, что первая гармоника этой 
функции имеет вид косинуса

)(Cos)( xxH x  (23)
и совпадает с функцией (17). Это доказывает, что 
экспериментально обнаружен колебательный характер функции 

)(xH x .
Для построения зависимости )(xH y  вдоль оси симметрии 

магнита 
 измерялась напряженность )(xH y  в точках оси,

 вычислялась напряженность в тех же точках  эквивалентного 
соленоида для проверки тождества 0)(  xH y ,

 вычислялась искомая напряженность
)()( xHxH yy  . (24)
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Рис. 3. Верхнее окно - )(xH x , нижнее окно - )(xH y , 
сплошные линии – аппроксимация 
экспериментальных измерений, точечные линии – 
первая гармоника разложения в тригонометрический 
ряд, линии из кружков – «ослабленная» первая 
гармоника разложения в тригонометрический ряд.

На рис. 3 (нижнее окно) приведен график этой 
экспериментально найденной функции (24) – см. функцию 
HxyExper. Можно заметить, что первая гармоника этой 
функции имеет вид синуса

)(Sin)( xxH y  (25)
и совпадает с функцией (20). Это доказывает, что 
экспериментально обнаружен колебательный характер функции 

)(xH y .

Заметим, что из (2) при    (в силу симметрии торца) 
следует

2  . (26)
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Из рис. 3 и формул (23, 25) следует еще, что выполняется 
формула (13в). Можно заметить, что период   первых 
гармоник функций )(xH x , )(xH y  и период   первых 

гармоник функций )(yH x , )(yH y  приближенно отвечают 
соотношению (26). 

Продолжим сопоставление теории с экспериментом, для 
чего рассмотрим ослабление напряженностей при удалении от 
торца магнита. Коэффициент ослабления будем определять как

)(/)0()( xHHxK xx  , (27)
где )(xH x  – по-прежнему, вычисленная напряженность 
эквивалентного соленоида. По-видимому, следует полагать, что 
порядок ослабления напряженностей )(xH x , )(xH y  будет 
характеризоваться тем же коэффициентом ослабления. В этом 
предположении вычислим «ослабленные» напряженности

)(/)()( xKxHxH xx  ,

)(/)()( xKxHxH yy  .
На рис. 3 отображены кружками графики этих функций, 

вычисленные для первых гармоник (23, 25).
Учитывая возможные погрешности измерений, можно 

констатировать удовлетворительное согласие между теорией и 
экспериментом. Итак, проведенный эксперимент обнаруживает 
волны напряженности магнитного поля в направлении оси 
постоянного магнита, что подтверждает предлагаемую теорию и 
существование продольных магнитных волн, в которых 
происходит изменение )(xH x . 

6. Моделирование поля с электрическими зарядами, 
распределенными экспоненциально по осям y, z и по 
функции Дирака по оси х
Выше для данного случая отмечена симметрия электрического и 

магнитного полей. В силу несвязности магнитной и электрической 
волн в электромагнитной волне (которая возникает, если 
существуют и магнитные, и электрические заряды) по оси ох также 
образуются две несвязанные энергозависимые электрическая и 
магнитная стоячие волны. Они могут иметь разные периоды, но в 
случае совпадения периодов электрическая и магнитная 
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составляющие электромагнитной волны оказываются синфазны. 
Это  видно на рис. 1.

Рассмотрим систему уравнений (9.5.1) в разделе 9.8.4 при 
условии, что существуют только электрическое поле. При этом 
получаем результаты, полностью совпадающие с полученными в 
разделе 9.8.5. 

Также, как и в разделе 9.8.5, можно заметить, что в этой 
электрической волне благодаря скачкообразному изменению 
плотности распределения зарядов вдоль оси ох возникает 
электрическое поле xE , как  энергозависимая стоячая продольная 
электрическая волна.

При 0  уравнения (2-5) описывают электростатическое 
поле.

6а. Моделирование поля с электрическими зарядами, 
распределенными периодически по осям y, z и по функции 
Дирака по оси х
Рассмотрим систему уравнений (9.5.1) в разделе 9.8.4а при 

условии, что существуют только электрическое поле. При этом в 
силу симметрии электрического и магнитного полей получаем 
результаты, полностью совпадающие с полученными в разделе 
9.8.5а. 

Также, как и в разделе 9.8.5а, можно заметить, что в этой 
электрической волне благодаря скачкообразному изменению 
плотности распределения зарядов вдоль оси ох возникает 
электрическое поле xE , как  энергозависимая стоячая продольная 
электрическая волна.

При 0  уравнения (2-5) описывают электростатическое 
поле.
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9. Аналитический метод решения 
уравнений Максвелла
9.1. Описание метода
Из предыдущего следует, что при известных функциях 

распределения плотности электрических и магнитных зарядов 
можно найти функции напряженностей и скалярных потенциалов. 
Далее этот метод формализуется в наибольшей степени.

Рассмотрим систему, в которой присутствуют магнитные и 
электрические заряды, распределение плотности которых 
описываются соответственно функциями

       xytztzyx o   ShdChp,,, , (1а)

       xytztzyx o   ChdChp,,, . (1в)
Здесь не рассматривается техническая интерпретация такой 

системы. 
Итак, будем искать решение в виде следующих функций 

напряженности магнитного поля, напряженности электрического 
полей и электрического потенциала:

       xfytztzyxE exx  ShdChp,,,  , (2)

       xfytztzyxE eyy  ChdChp,,,  , (3)

       xfytztzyxE ezz  ShdShp,,,  . (4)
       xfytztzyxH hxx  ChdChp,,,  , (5)

       xfytztzyxH hyy  ShdChp,,,  , (6)

       xfytztzyxH hzz  ChdShp,,,  , (7)

       xfytztzyx  ShdShp,,,  , (8)

       xfytztzyx  ChdShp,,,  , (9)

Вид функции  x  известен. Функции 
       wwww Shd ,Shp,Chd ,Chp

(10)
таковы, что 

    wk
dw

wd
spChpShp

 , (11)
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    wk
dw

wd
cpShpChp

 , (12)

    wk
dw

wd
sdChdShd

 , (13)

    wk
dw

wd
cdShdChd

 . (14)

Необходимо найти функции
       
       .,,,

,,,,

xfxfxfxf

xfxfxfxf

hzhy

hxezeyex


(15)

в зависимости от известных  ,,,, oo .

Подставляя функции (1-8) в уравнения Максвелла, 
дифференцируя по правилам (11-14) и сокращая затем на общие 
множители, получаем (см. программу section900.dfw):

     0)()(  cphyexcdhz KxfxfKxfxf   , (21)

     0)()(  cphxeyhzsd KxfxfxfKxf   , (22)

     0)()(  spezcdhxhy KxfxfKxfxf   , (23)

     0)()(  cphxeymsdez KxfxfxfKxf  , (24)

     0)()(  cphyexcdmez KxfxfKxfxf  , (25)

     0)()(  spmhzsdexey KxfxfKxfxf  , (26)

      0)()(  xKxfKxfxf ospezcdeyex  , (27)

      0)()(  xKxfKxfxf osphzsdhyhx  . (28)

Это - система из 8-ми дифференциальных уравнений с 8-ю 
неизвестными функциями (15).

Перейдем к поиску решения, для чего представим эту систему в 
следующем виде:

 xQ
dx
dqRqS  , (30)

где 
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








(32)

















































































o

o

QR

0
0
0
0
0
0

,

00001000
00000001
00000010
00000100

0000000
00010000
00100000
0000000

. (33)
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Найдем

.

00001000
00000001
00000010
00000100
10000000
00010000
00100000
01000000

1












































R
(34)

При этом система уравнений (30) может быть переписана в 
следующем виде:

 xQR
dx
dqqSR   11

(35)

или

 xQ
dx
dqqS  11 (36)

где

,

00000
00000
000000
00000
000000

00000
00000

000000

1
1












































 













cpsdcp

cdcpcp

sdcpcp

spcdsp

spsd

cdcpcp

spspsd

spcd

KKK
KKK

KKK
KKK

KK
KKK

KKK
KK

SRS

(37)
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.

0
0
0
0

0
0

1
1































  



o

o

QRQ
. (38)

Отсюда находим:

 xQqS
dx
dq

 11 , (39)


x d

d
dqxq 0

)()( 



. (40)

Параметры , , вообще говоря, могут иметь нулевые значения. 
Для того, чтобы исключить деление на ноль (которое при этом 

появляется в матрице 1S ) вектор 
 

dx
xdq

 определим и 

переобозначим как

,

/)(

/)(
/)(
/)(
/)(
/)(
/)(
/)(

)(











































xxf

xxf
xxf
xxf
xxf
xxf
xxf
xxf

xu

hz

hy

hx

ez

ey

ex









(41)
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Тогда матрица 1S примет вид














































00000
00000
000000
00000
000000

00000
00000

000000
10

cpsdcp

cdcpcp

sdcpcp

spcdsp

spsd

cdcpcp

spspsd

spcd

KKK
KKK

KKK
KKK

KK
KKK
KKK

KK
S













(42)
а формула (39) преобразуется в формулу

 xQxqSxu  110 )()( , (43)
Однако при этом формульное (аналитическое) интегрирование (40) 
надо будет выполнять следующим образом - для первых 6-ти 
компонент использовать обычную формулу

6....,2,1,)()( 0   kduxq x
kk  . (44)

а для последних двух компонет применять следующее правило:

 x duxq 0 77 )(1)( 


 , (45)

 x duxq 0 88 )(1)( 


 , (46)

где











































,0if,0

,0if,1
,

,0if,0

,0if,1









 , (47)

Для дальнейшего такое интегрирование будем обознаать, как


x duxq 0 )()(  . (48)
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Если функции 
   xq

dx
xdq ,  на n  - итерации представляются 

рядами вида





n

k
kuu

dx
dq

1
, 




n

k
kqq

1
, (49)

то, в соответствии с алгоритмом 6.7 и (43, 48), на  1n  - итерации, 
где 0x , имеем: 

)()( 101 xqSxu nn  , (50)

  
x

nn duxq 0 11 )()(  . (51)

9.2. Примеры функций 
       wwww Shd ,Shp,Chd ,Chp

Здесь мы укажем несколько функций, удовлетворяющих 
условиям (1.11-1.14). При 1 cdcpsdsp kkkk  условиям 
(1.111.14) удовлетворяют, например, функции вида

   
    ww

ww

eShd ,eShp

,eChd ,eChp





ww

ww
(1)

или 

     
      w

w

eShd ,shShp

,eChd ,chChp





www

www
(2)

или 
       
       .shShd ,shShp

,chChd ,chChp
wwww
wwww




(3)

При 1,1  cdcpsdsp kkkk  условиям (1.11-1.14) 
удовлетворяют, например, функции вида

       
       .sinShd ,sinShp

,cosChd ,cosChp
wwww

wwww



(4)
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9.3. Применение метода при   )(xx    и 
1 cdcpsdsp kkkk .

В этом разделе рассматриваются функция Дирака 
  )(xx  

9.3.1. Общее решение 
При этом матрица (1.42) приобретает вид










































00000
00000
00000
00000
000000

00000
00000

000000

10













S (1)

Рассмотрим в соответствии с алгоритмом 6.7 и формулами 
(1.43, 1.48) итерационный процесс, полагая   0xqo .

 



































0
0
0
0

0
0

11





 o

o

Qxu

,    



































0
0
0
0

0
0

)(1





 o

o

xq

,     

 















































o

o

o

o

o

o

xu

0

0
2

 ,     

 













































o

o

o

o

o

o

x

xq

0

0
2

.
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 

 
 
 
 
 
 

,

0
0

1
1

1
1

22

22

3










































o

o

o

o

o

o

xxu










   

 
 
 
 
 
 










































0
0

1
1

1
1

2

22

22

2
3

o

o

o

o

o

o

xxq










.

 

 
 
 
 
 
 

,
0

0

2

22

22

22

22

22

22

2
4










































o

o

o

o

o

o

xxu









  

 
 
 
 
 
  










































o

o

o

o

o

o

xxq









22

22

22

22

22

22

3
4

0

0

32
.

 

 
   
   
 

   
   

,

0
0

1
1

1
1

32
22

22

222

22

22

222

3
5
















































o

o

o

o

o

o

xxu









  

 

 
   
   
 

   
   
















































0
0

1
1

1
1

432
22

22

222

22

22

222

4
5

o

o

o

o

o

o

xxq









.

И т.д. Продолжая итерации, можно заметить следующую 
закономерность: в итерациях с нечетными номерами

    ,)(11 xrxxu o  

        ,21 xrxxq o  



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      ,14 xrxxu o  

        ,24 xrxxq o  




     ,1 32 xrxu o       ,1 42 xrxq o
     ,1 33 xrxu o       ,1 43 xrxq o
     ,1 35 xrxu o       ,1 45 xrxq o
     ,1 36 xrxu o       ,1 46 xrxq o

а в итерациях с четными номерами
      ,420 xrxuxu       ,320 xruxq 

где 











































o

o

o

o

o

o

u
0

0

20
,

а ряды имеют вид:

      ,...
32

222
3

22
1 













  xxxr

      ,...
4322

222
4

22
2

2 












  xxxr

    ,...
32

22
3

3 












 xxxr

    ,...
4322

22
42

4 












 xxxr

Продолжая итерации, можно убедиться, что эти ряды являются 
степенными рядами тригонометрических  функций, а именно

   ,sin1 xxr        ,cos12 xxr  
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   ,sin1
3 xxr 


 


     ,cos11
24 xxr  


где

 22   . (2)
Таким образом, в итерациях с нечетными номерами

      ,sin1 xxxu o  

        ,cos11 xxxq o  




      ,sin4 xxxu o  

        ,cos14 xxxq o  




      ,sin12 xxu o  



        ,cos11 22 xxq o  





      ,sin13 xxu o  


        ,cos11 23 xxq o  




      ,sin15 xxu o  


        ,cos11 25 xxq o  




      ,sin16 xxu o  


        ,cos11 26 xxq o  




а в итерациях с четными номерами

      ,cos120 xxuxu           .sin1
20 








 xuxq 


Таким образом, решение имеет следующий вид:

  
 
 

  
 
 

,

)sin()(

)sin()(
)cos(1)sin()(
)cos(1)sin()(

)cos(1)(
)cos(1)sin()(
)cos(1)sin()(

)cos(1)(













































xxf

xxf
xhxhxf
xhxhxf

xxhxf
xexexf
xexexf

xxexf

q

x

x
zzhz

yyhy

xhx

zzez

yyey

xex

















 (3)
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 
  
  

 
  
  

  
  

.

)cos(1/)(

)cos(1/)(
)sin()cos(1/)(
)sin()cos(1/)(

)sin()(/)(
)sin()cos(1/)(
)sin()cos(1/)(

)sin()(/)(














































xxxxf

xxxxf
xhxxhxxf
xhxxhxxf

xxhxxf
xexxexxf
xexxexxf

xxexxf

dx
dq

x

x
zzhz

yyhy

xhx

zzez

yyey

xex

















(4)

Коэффициенты в (3, 4) перечислены в табл. 1. Там отмечено, 
какие из коэффициентов отсутствуют в той или иной среде при 
наличии тех или иных зарядов.  В вакууме 0,0    и в 

соответствии с (1.47) 0,0   . В обычной среде 0  

0 .
Можно заметить, что присутствие или отсутствие 

коэффициентов he,  не зависит от того, какая среда 
рассматривается – вакуум или обычная среда. При наличии и 
электрических, и магнитных зарядов присутствуют все 
коэффициенты he, .

В частности, при 0x  из (3, 4) имеем:

,

0)(

0)(
0)(
0)(

)(
0)(
0)(

)(











































xf

xf
xf
xf

hxf
xf
xf

exf

q

hz

hy

xhx

ez

ey

xex





   

 

 
.

0/)(

0/)(
0/)(
0/)(

)0(/)(
0/)(
0/)(

)0(/)(













































xxf

xxf
xxf
xxf

xxf
xxf
xxf

xxf

dx
dq

hz

hy

ohx

ez

ey

oex









(5)
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Таблица 1.
вакуум обычная среда

Коэффициенты только 
электр.
заряды

только 
магн. 

заряды

только 
электр.
заряды

только 
магн. 

заряды
oxe  + 0 + 0

oye  + 0 + 0

  21  oye  0 + 0 +

oze  + 0 + 0

  21  oze  0 + 0 +

oxh  0 + 0 +

oyh  0 + 0 +

  21  oyh  + 0 + 0

ozh  0 + 0 +

  21  ozh  + 0 + 0

  ox  + 0 + 0

  ox  0 + 0 0

Таким образом, при решении дифференциальных уравнений с 
воздействиями в виде функций Дирака )(x  получаемые функции 
и их производные могут содержать переменную составляющую, 
ступенчатую составляющую )(x , функцию Дирака )(x  и 
постоянную составляющую. 
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Рис. 9.3.1а. Общее решение при   )(xx   ,  
1 cdcpsdsp kkkk , mode=1, modeZ=2, modeFig=1.
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Рис. 9.3.1в, modeFig=2.
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Рис.  9.3.1с, modeFig=3.

Будем решать эту же задачу непосредственно как уравнение 
(1.36) – см. функцию testMaxAna. Пример решения этого 
уравнения при 710,25.0,1000,110,90  oo   
приведен на рис. 9.3.1. Рис. 9.3.1а изображает графики искомых 
функций, рис. 9.3.1в – графики производных от этих функций, а 
рис. 9.3.1с – графики невязок в уравнениях (1.36). Тип графиков 
указан на рисунках. Там же указаны функция, используемая для 
расчетов, а в подписи к рисункам указаны также значения некоторых 
параметров этой функции (эти же примечания будут относиться и к 
другим рисункам этого раздела).

9.3.2. Решение в среде без скалярного магнитного 
потенциала - 0
Выше в общем случае рассматривалась гипотетическая среда, 

где возможны и электрические, и магнитные скалярные потенциалы 
а также и электрические, и магнитные токи. В среде без 
гипотетического скалярного магнитного потенциала 0  и в 
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соответствии с (1.47) 0 . При этом в соответствии с табл. 1 
некоторые коэффициенты отсутствуют.

9.3.2.1. Магнитные заряды в среде без скалярного 
магнитного потенциала.

В этом случае (3, 4) принимают вид:

 
 
  

,

0)(

0)(
)sin()(
)sin()(

)cos(1)(
)cos(1)(
)cos(1)(

0)(













































xf

xf
xhxf
xhxf

xxhxf
xexf
xexf

xf

q

zhz

yhy

xhx

zez

yey

ex












 (7)

 
  
  

.

0/)(

0/)(
)cos(1/)(
)cos(1/)(

)sin()(/)(
)sin(/)(
)sin(/)(

0/)(














































xxf

xxf
xxhxxf
xxhxxf

xxhxxf
xexxf
xexxf

xxf

dx
dq

zhz

yhy

xhx

zez

yey

ex












(8)

Будем решать эту же задачу непосредственно как уравнение 
(1.36). Для этого отбросим переменную функцию  xf  и 
уравнение (1.24) в системе уравнений (1.21-1.28). Будем решать 
систему из 7-ми оставшихся уравнений. Далее мы покажем, что 
уравнение (1.24) выполняется при подстановке полученного 
решения в полную систему уравнений. После отбрасывания 
298



Глава 9. Функционал для уравнений Максвелла

уравнения (1.24) векторы и матрицы уравнения (1.36) принимают 
следующий вид:

,

/)(
/)(
/)(
/)(
/)(
/)(
/)(

,
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)(
)(
)(
)(
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Здесь имеется в виду следующий порядок расположения уравнений: 
(21, 22, 23, 28, 25, 26, 27).
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Рис. 9.3.2.1. Магнитные заряды в среде без скалярного 
магнитного
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Пример решения уравнения (1.36) при 
0,25.0,1000,110,90  oo   приведен на рис. 

9.3.2.1 – см. также функцию testMaxDiracY2. На этих рисунках 
при 06.0x  видны "всплески" некоторых функций, что 
объясняется методическими ошибками. В последнем окне на всех 
трех рисунках показана ошибка выполнения условия (1.24), которое 
выше мы отбросили с целью ликвидации переопределенности 
системы уравнений. Тем самым показана правомерность этого 
отбрасывания. На рисунках видно, что полученное решение 
соответствует аналитическому решению (7, 8). 

9.3.2.2. Электрические заряды в среде без скалярного 
магнитного потенциала.
В этом случае (3, 4) принимают вид:
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Рис. 9.3.2.2а. Электрические заряды в среде без скалярного 
магнитного потенциала.
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Аналогично передыдущему будем решать эту же задачу 
непосредственно как уравнение (1.36). Пример его решения при 

710,0,1000,110,90  oo   приведен на рис. 
9.3.2.2. 

9.3.3. Решение  в вакууме.
Будем для контроля решения (3, 4) решать задачу для вакуума 

непосредственно как уравнение (1.36). Для этого отбросим 
уравнения (1.21, 1.24) и переменные функции    xfxf  ,  в 
системе уравнений (1.21-1.28). Будем решать систему из 6-ми 
оставшихся уравнений. Далее мы покажем, что уравнения (1.21-1.28) 
выполняются при подстановке полученного решения в полную 
систему уравнений. После отбрасывания уравнений (1.21-1.28) 
векторы и матрицы уравнения (1.36) принимают следующий вид:
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Здесь имеется в виду следующий порядок расположения уравнений: 
(1.27, 1.22, 1.23, 1.28, 1.25, 1.26). 

9.3.3.1. Магнитные заряды в вакууме.
Рассмотрим вначале случай, когда присутствуют только 

магнитные заряды – см. также функцию testMaxDiracY2e. При 
этом решение имеет вид (7, 8). Пример решения уравнения (1.36) 
при 0,25.0,1000,110,90  oo   приведен на 
рис. 9.3.3.1. На этих рисунках при 06.0x  видны "всплески" 
некоторых функций, что объясняется методическими ошибками. В 
4-м и 8-м окнах на всех трех рисунках показаны ошибки 
выполнения условий (1.21) и (1.24) соответственно, которые выше 
мы отбросили. Тем самым показана правомерность этого 
отбрасывания.

9.3.3.2. Электрические заряды в вакууме.
Рассмотрим теперь случай, когда присутствуют только 

электрические заряды – см. также функцию testMaxDiracY2e. 
При этом решение имеет вид (12, 13). Пример решения уравнения 
(1.36) при 710,0,1000,110,90  oo   
приведен на рис. 9.3.3.2.
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Рис. 9.3.3.1а. Магнитные заряды в вакууме.
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Рис. 9.3.3.1в. Магнитные заряды в вакууме.
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Рис. 9.3.3.2а. Электрические заряды в вакууме.
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Рис. 9.3.3.2в. Электрические заряды в вакууме.
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9.3.3.3. Гармоническое статическое магнитное поле
Рассмотрим частный случай, когда 0,0,  o  

При этом функция (1.1в) распределения плотности магнитного 
заряда принимает вид
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и остаются в соответствии с (3.3, 3.4) и табл. 1 только функции 
напряженности магнитного поля вида
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Таким образом при 0  существует только статическое 
магнитное поле, удовлетворяющее уравнениям (19, 20).

9.3.3.4. Гармоническое статическое электрическое поле
Рассмотрим еще частный случай, когда 

0,0,  o  При этом функция (1.1а) распределения 
плотности электрического заряда принимает вид

       xyztzyx o   ShdChp,,, . (21)
и остаются в соответствии с (3.3, 3.4) и тбл. 1 только функции 
напряженности электрического поля
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Таким образом при 0  существует только статическое 
электрическое поле, удовлетворяющее уравнениям (22, 23).
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9.4. Применеие метода при   )(xx   и 
1 cdcpsdsp kkkk .

В этом разделе рассматриваются ступенчатая функция 
  )(xx 

9.4.1. Общее решение
Аналогично разделу 9.3.1 рассмотрим в соответствии с 

алгоритмом 6.7 и формулами (1.43, 1.48) итерационный процесс, 
полагая   0xqo .
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И т.д. Поскольку здесь используется та же матрица (3.1), то на 
каждой итерации отличие функций   )(, xqxu , полученных здесь и 
в разделе 9.3.1, будет только в переменном множителе, стоящем 
перед квадратными скобками. Конкретнее, если эти множители в 
разделе 9.3.1 имели вид для функций   )(, xqxu  соответственно

,...!2,,, 2xx   и ,...!3,!2,, 32 xxx
то здесь они имеют вид для   )(, xqxu  функций соответственно

,...!3,!2,, 32 xxx  и ,...!4,!3,!2, 432 xxxx
Следовательно, функции   )(, xqxu  в данном случае являются 
отрицательными интегралами аналогичных функций из раздела 
9.3.1. Таким образом, решение в данном случае является 
отрицательным интегралом решения (9.3.3, 9.3.4) и имеет 
следующий вид:
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Будем решать эту же задачу непосредственно как уравнение 
(1.36). Пример решения этого уравнения при 

54 102,105,200,6000,2500  oo   приведен 

на рис. 9.4.1 – см. также функцию testMaxAnaS. На рисунках 
видно, что полученное решение соответствует аналитическому 
решению (1, 2). Отсутствие составляющих вида 

  )sin(1 xx   объясняется тем, что при малых этот член 
близок к нулю.
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Рис. 9.4.1а. Общее решение при   )(xx   и 
1 cdcpsdsp kkkk  (mode=1, modeZ=1).
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9.4.2. Магнитные заряды в вакууме.
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  
  

 
 
 

,

0)(

0)(
)cos()(
)cos()(
)sin()(

)sin(1)(
)sin(1)(

0)(













































xf

xf
xhxf
xhxf
xhxf

xxexf
xxexf

xf

q

zhz

yhy

xhx

zez

yey

ex











(3)

 
.

0/)(

0/)(
)sin(/)(
)sin(/)(

)cos()(/)(
)cos(/)(
)cos(/)(

0/)(














































xxf

xxf
xhxxf
xhxxf

xxhxxf
xexxf
xexxf

xxf

dx
dq

zhz

yhy

xhx

zez

yey

ex












(4)

Будем решать эту же задачу непосредственно как уравнение 
(1.36) – см. также функцию testMaxAnaS. Пример решения 
этого уравнения при 

0,25.0,1000,110,90  oo   приведен на рис. 
9.4.2. На рисунках видно, что полученное решение соответствует 
аналитическому решению (3, 4). Здесь не видны малые члены с 
малыми e   (см. табл. 1), а составляющая  )(xf  - методическая 

ошибка, имеющая величину 510 .

311



Глава 9. Функционал для уравнений Максвелла

0 0.05 0.1
-6

-4

-2

0
x 10

-15

ex(x)

te
st

M
ax

A
na

S
, f

un
ct

io
ns

0 0.05 0.1
-1.5

-1

-0.5

0
x 10

-14

ey(x)
0 0.05 0.1

0

0.5

1
x 10

-14

ez(x)

0 0.05 0.1
-2000

-1000

0

1000

2000

hx(x)
0 0.05 0.1

0

500

1000

1500

2000

hy(x)
0 0.05 0.1

0

1000

2000

3000

hz(x)

0 0.05 0.1
-15

-10

-5

0

5
x 10

-10

fe(x)

0 0.05 0.1
0

0.01

0.02

0.03

fm(x)

Рис. 9.4.2а. Магнитные заряды в вакууме  (mode=1, modeZ=3).
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9.4.3. Электрические заряды вакууме.
В этом случае (1, 2) с учетом табл. 1 принимают вид:
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Будем решать эту же задачу непосредственно как уравнение 
(1.36) – см. также функцию testMaxAna. Пример решения этого 
уравнения при 710,0,1000,110,90  oo   
приведен на рис. 9.4.3. На рисунках видно, что полученное решение 
соответствует аналитическому решению (5, 6). Здесь не видны 
малые члены с малыми h   (см. табл. 1),, а составляющая )(xf  - 

методическая ошибка, имеющая величину 810 .
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Рис. 9.4.3а. Электрические заряды в вакууме  (mode=1, modeZ=2).
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9.4а. Применеие метода при импульсной функции 
 x  и 1 cdcpsdsp kkkk .
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xhxf
xexexf
xexexf

xexf

q

x

x
zzhz

yyhy

xhx

zzez

yyey

xex




















(4)

Пренебрегая величинами he  ,  по сравнению с he ,  (см. 
табл. 1) и отбрасывая слагаемые с этими коэффициентами he  ,  в 
формулах (4.1) и (4), замечаем, что

  )(xqxq


  . (5)

Пусть заряды распределены в пластине толщиной  . Назовем 
пластинной плотностью заряда заряд, находящийся в единице 
площади пластины. Обозначим через  ,  пластинную 
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плотность электрического и магнитного заряда соответственно, а 
через oo  ,  их амплитуды. При равномерном распределении 
зарядов по толщине пластины

  oooo , . (6)

Функции )4(),1.4(),3.3( fff  qqq   определены 
через, коэффициенты, представленные в табл. 1. Рассмотрим еще 
функции  qqq ,, , которые отличаются от предыдущих тем, 
что в них указанные коэффициенты зависят не от объемной 
плотности зарядов oo  , , а от пластинной плотности зарядов 

oo  , . В силу (6) имеем:

  qqqqqq   ,, . (7)
Объединяя (5, 7), получаем:

  )(xqxq
  . (8)

Это означает, что 
при данных oo  ,  функции q  
не зависят от толщины пластины. 

В частности, при 0  имеем     oooo ,,   или

   oooo 


,,
0

 


. (9)

Последняя формула раскрывает физический смысл 
использования функции Дирака как функции распределения 
зарядов.
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9.5. Применеие метода при   )(xx    и 
1,1  cdcpsdsp kkkk .

Будем решать эту же задачу непосредственно как уравнение 
(1.36) – см. также функцию testMaxAna. Пример решения этого 
уравнения при 710,25.0,1000,110,90  oo   
приведен на рис. 9.5.1.  В этом случае функции (1.15) являются 
монотонными и выражаются в виде гиперболических синусов и 
косинусов.
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Рис. 9.5.1а. Общее решение при   )(xx   , 

1,1  cdcpsdsp kkkk , modeFig=1, mode=2, modeZ=2.
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9.6. Применеие метода при   )(xx   и 
1,1  cdcpsdsp kkkk .

Будем решать эту же задачу непосредственно как уравнение 
(1.36) – см. также функцию testMaxAnaS. Пример решения этого 
уравнения при 

54 102,105,200,6000,2500  oo   приведен 
на рис. 9.6.1.  В этом случае функции (1.15) являются монотонными 
и выражаются в виде гиперболических синусов и косинусов.
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Рис. 9.6.1а. Общее решение  при   )(xx  , 
1,1  cdcpsdsp kkkk ,  modeFig=1, mode=2, modeZ=2.
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9.10. Сводка моделей из разделов 9.6, 9.7, 9.8.
Здесь мы для удобства читателя обобщены основные 

характеристики моделей из указанных разделов. В табл. 1 
приведены формулы плотностей распределения электрических и 
магнитных зарядов, а в табл. 2 приведены формулы для 
напряженностей и скалярных потенциалов. Далее будем 
пользоваться следующими обозначениями:

   ,CosSin ztsc  (1)
   ,SinCos ztcs  (2)
   ,SinSin ztss  (3)
   ,CosCos ztcc  (4)
 ,Cos zt   (5)
 ,Sin zt   (6)

,sscc  (7)
,cssc  (8)

 zyt   Cos2 , (9)
 zyt   Sin2 .           (10)

Таблица 1.
 

9.6.5. Моделирование экспоненциально распределенных зарядов
yx

cco e   yx
sso e  

9.6.6. Моделирование периодически распределенных зарядов

  y
cco ex  Sin   y

sso ex  Sin
9.6.7. Моделирование с зарядами, распределенными по функции 
Дирака
- независимые электрическое и магнитное поле

  y
cco ex     y

sso ex  
9.6.7а. Магнитная волна при моделировании с магнитными 
зарядами, распределенными по функции Дирака

  y
sso ex  

9.6.7в. Электрическая волна при моделировании с 
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электрическими зарядами, распределенными по функции 
Дирака

  y
cco ex  

9.6.8. Моделирование с зарядами, распределенными по 
ступенчатой функции

  y
cco ex     y

sso ex  
9.6.9. Моделирование с зарядами, распределенными 
неравномерно
-  x  -многоступенчатая трапеция (в частности, 
прямоугольный импульс)

  y
cco ex     y

sso ex  
9.7.1. Электромагнитные колебания при зарядах, 
распределенных экспоненциально. Случай 1.

yx
cco e   yx

sso e  
9.7.2. Электромагнитные колебания при зарядах, 
распределенных экспоненциально. Случай 2.

yx
sso e   yx

cco e  
9.7.3. Электромагнитные колебания при линейном движении 
зарядов, распределенных экспоненциально
- продольная электромагнитная волна

,yx
o e   yx

o e  
9.7.3а. Электромагнитные колебания при линейном движении 
зарядов, распределенных экспоненциально
- продольная электромагнитная волна

,2
x

o e  ,2
x

o e 
9.7.4. Магнитные колебания при зарядах, распределенных по 
функции Дирака. Случай 1

y
sso ex  )(

9.7.5. Магнитные колебания при зарядах, распределенных по 
функции Дирака. Случай 2.

y
cco ex  )(

9.7.6. Магнитные колебания при линейном движении зарядов, 
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распределенных по функции Дирака
- возможно магнитостатическое поле
- продольная магнитная волна zH
- энергозависимая стоячая магнитная волна xH

y
o ex  )(

9.8.4. Моделирование поля с электрическими и магнитными 
зарядами, распределенными экспоненциально по осям y, z и по 
функции Дирака по оси х
- независимые электрическое и магнитное поля

   xet zy
o   Cos    xet zy

o   Sin
9.8.4а. Моделирование поля с электрическими и магнитными 
зарядами, распределенными периодически по осям y, z и по 
функции Дирака по оси х
- независимые электрическое и магнитное поля

   
   xz

yto






Cos

CosCos

или
   

   xz
yto







Cos
CosSin

   
   xz

yto






Cos

CosSin

9.8.5. Моделирование поля с магнитными зарядами, 
распределенными экспоненциально по осям y, z и по функции 
Дирака по оси х
- энергозависимая стоячая магнитная волна xH
- возможно магнитостатическое поле

   xet zy
o   Sin

9.8.5а. Моделирование поля с магнитными зарядами, 
распределенными периодически по осям y, z и по функции 
Дирака по оси х
- энергозависимая стоячая магнитная волна xE
- возможно магнитостатическое поле

   
   xz

yto






Cos

CosSin

9.8.6. Моделирование поля с электрическими зарядами, 
распределенными экспоненциально по осям y, z и по функции 
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Дирака по оси х
- энергозависимая стоячая электрическая волна xE
- возможно электростатическое поле

   xet zy
o   Cos

9.8.6а. Моделирование поля с электрическими зарядами, 
распределенными периодически по осям y, z и по функции 
Дирака по оси х
- энергозависимая стоячая электрическая волна xE
- возможно электростатическое поле

   
   xz

yto






Cos

CosCos

Таблица 2.
xEq 1 yEq 2 zEq 3 xHq 4

yHq 5 zHq 6 7q 8q
Разделы 9.6.5, 9.6.6

xq 9.6.5 xe

xq 9.6.6  xSin 

yq ye

 zCos   zCos  -  zSin   zSin zq
 zSin  -  zCos  -  zCos  -  zSin 

-  tCos  -  tCos  -  tCos  -  tSin tq
-  tSin   tSin   tSin  -  tCos 

Разделы 9.6.7, 9.6.7а , 9.6.7в.
 xCos   xSin   xSin   xCos xq
 xSin   xSin   xSin   xSin 

yq ye

 zCos   zCos  -  zSin   zSin zq
 zSin  -  zCos  -  zCos  -  zSin 

-  tCos  -  tCos  -  tCos  -  tSin tq
-  tSin   tSin   tSin  -  tCos 

Разделы 9.7.1, 9.7.2, 9.7.3.

xq xe
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yq ye

cc cc cs - sszq , tq
9.7.1 - ss sc sc cs

ss ss sc cczq , tq
9.7.2 cc cs cs sc

   zq , tq  
9.7.3    

Раздел 9.7.3а.

xq xe

2 2 2 2zq , zq , tq

2 2 2 2
Разделы 9.7.4, 9.7.5, 9.7.6.

xHq 4 yHq 5 zHq 6 8q

xq  xCos   xSin   xSin   xSin 

yq ye

zq , tq
9.7.4

- ss - ss sc cs

zq , tq
9.7.5

cc cc cs sc

zq , tq
9.7.6

   

Раздел 9.8.4, 9.8.5, 9.8.6
 xCos   xSin   xSin   xCos xq
 xSin   xSin   xSin   xSin 

yq )exp( y

zq )exp( z

 tCos   tCos   tCos   tSin tq
 tSin   tSin  -  tSin  -  tCos 

Раздел 9.8.4а, 9.8.5а, 9.8.6а
xq  xCos   xSin   xSin   xCos 
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 xSin   xSin   xSin   xSin 
)( yCos  )( ySin  )( yCos  )( yCos yq

)( ySin  )( yCos  )( yCos  )( yCos 
)( zCos  )( zCos  )( zSin  )( zCos zq
)( zCos  )( zSin  )( zCos  )( zCos 

 tSin   tSin   tSin   tCos tq

 tCos   tCos   tCos   tSin 
Раздел 9.8.4а

 xCos   xSin   xSin   xCos xq
 xSin   xSin   xSin   xSin 

)( yCos  )( ySin  )( yCos  )( yCos yq
)( ySin  )( yCos  )( yCos  )( yCos 
)( zCos  )( zCos  )( zSin  )( zCos zq
)( zCos  )( zSin  )( zCos  )( zCos 

 tCos   tCos   tCos   tCos tq

 tCos   tCos   tSin   tSin 
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9.11. Уравнения Максвелла в цилиндрических 
координатах

1. Первый вариант.
Выше рассматривалось решение уравнений Максвелла в 

декартовых координатах (9.5.1) при определенных функциях  
распределения плотности электрических и магнитных зарядов. 
Здесь рассмотрим решение аналогичной задачи в цилиндрических 
координатах ,, yr . При этом уравнения Максвелла вместо (9.5.1) 
принимают вид (см. например, [51]):

1.       011



















dx
d

t
EH

rr
rH

r
ry 




2.       011



















dy
d

t
E

r
rH

r
H

r
yr 




3.  
0'1

















 

d
d

rt
E

y
H

r
rH

r
ry

4.       01





















d
rd

rt
HE

ry
E ry (1)

5.       011
















dy
d

t
H

r
rE

r
E

r
yr 




6.  
01

















 

d
d

rt
H

y
E

r
rE

r
ry

7.   011




















E

ry
E

r
rE

r
yr

8.   011




















H

ry
H

r
rH

r
yr

Здесь электрический потенциал (в отличие от предыдущего) 
обозначен как   . Формально преобразование (9.5.1) в (1) может 
быть выполнено по правилу :
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o координаты переобозначаются так: 
 rzyyrx ,, ,

o производные переобозначаются так: 
 




















 H

rz
H

y
H

y
H

r
rH

rx
H 1,,1

.

text

)/(~ rz

y (~y)

r (~x)

Рис. 1.

Это преобразование поясняется на рис. 1, где ось oy  – образующая 
цилиндра, ось orox  направлена по радиусу цилиндра, ось 

 roz  - дуга цилиндра.
Будем полагать, что заряды распределены по окружности 

радиуса R, а их функции распределения плотности можно 
представить  в виде

       RytRtyr o   ChCh,,, , (2)

       RytRtyr o   ChCh,,, . (3)
Будем искать решение уравнений (1-3) в виде

       rfytRtzrE err  ChCh,,,  , (4)

       rfytRtzrE ey ChCh,,,  , (5)
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       rfytRtzrE ezz  ChSh,,,  , (6)

       rfytRtzrH hrr  ChCh,,,  , (7)

       rfytRtzrH hy ChCh,,,  , (8)

       rfytRtzrH hzz  ChSh,,,  , (9)

       rfytRtzr  ChSh,,,  , (10)

       rfytRtzr  ChSh,,,  , (11)

где функции 

 
       
        












rfrfrfrf

rfrfrfrf
xg

hhy

hreeyer





,,,

,,,,
(12)

образуются из функций (1.1.12) по следующему правилу:  
тригонометрические функции вида )cos(),sin( xx   заменяются 

на функции вида 
   

r
Rr

r
Rr )cos(,)sin(  

 соответственно. 

Подставим функции (4-12) в уравнения (1), продифференцируем и 
сократим общие множители. Тогда получим систему уравнений 
относительно коэффициентов функций (12), деленых на r . Отсюда 
следует, что решение данной задачи в цилиндрических координатах 
отличается от решения, полученного в декартовых координатах, 
множителем

Rr
r
R

 , .

Это означает, что в декартовых координатах имеют место 
незатухающие колебания вдоль координаты x , а в цилиндрических 
– затухающее по гиперболическому закону колебания вдоль 
координаты r .

При этом функция напряженности по оси or  имеет вид 
синусоиды с монотонно убывающей амплитудой. 
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2. Второй вариант.
В отличие от предыдущего рассмотрим другое расположение 

цилиндрических координат – см. рис. 2, где ось ox  
перпендикулярна плоскости рисунка, ось or  направлена по радиусу, 
а   - угловая координата.

text

)/(~ rz
r (~y)

Рис. 2.

При этом уравнения Максвелла вместо (9.5.1) принимают вид:
1.       011


















dx
d

t
EH

rr
rH

r
xr 




2.       01


















dr
rd

rt
E

x
HH

r
rx 




3.     0'1















 

d
d

rt
E

r
rH

rx
H xr

4.       011















dx
d

t
HE

rr
rE

r
xr 


 (1)
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5.       01














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rd

rt
H
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r
rx 



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rx
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7.   011
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
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


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
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
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rx
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8.   011









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
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
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H

rr
rH

rx
H rx

Здесь электрический потенциал (в отличие от предыдущего) 
обозначен как   . Формально преобразование (9.5.1) в (1) может 
быть выполнено по правилу :

o координаты переобозначаются так:
 rzryxx ,, ,

o производные переобозначаются так:
 




















 H

rz
H

r
rH

ry
H

x
H

x
H 1,1, .

Это преобразование поясняется на рис. 1, где ось ox  
перпендикулярна плоскости кольца, ось oroy   направлена по 
радиусу кольца, ось  roz  - дуга кольца.
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9.12. Монохроматические поля
Рассмотрим напряженности монохроматических полей, 

потенциалы и заряды в комплексном виде [51]:

  tiezyxAA ,, , (1)
 AA Reˆ  , (2)

где
Â  - истинные мгновенные значения,
A  - комплексные  значения,
A  - комплексные  амплитуды,
  - угловая частота,
i  - мнимая единица.

Перепишем систему симметричных уравнений Максвелла (9.5.1) для 
монохроматических полей в комплексном виде [51]:

1.
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






dx
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
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
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0
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




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z
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
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y
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x
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
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Hi
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z
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





dz
Hi
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E

x
E

z
xy 

7.
0
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











z
E

y
E

x
E zyx

8.
0
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


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




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Напомним, что здесь
  -  магнитная проницаемость,
  - диэлектрическая проницаемость,
  - плотность электрического заряда,
  - плотность гипотетического магнитного заряда,

 Kgradj  - плотность электрического тока,
 Lm grad  - плотность гипотетического магнитного тока. 

  - электрический скалярный потенциал,
  - магнитный скалярный потенциал, 
  - электропроводность,
  - магнитопроводность.

Уравнения (3) можно переписать в сокращенном виде:
0rot  EiH , (4)

0rot  HiE , (5)

,0div  E (6)

0div  H . (7)
Обозначим

EiE ~ , (8)
 i~ . (9)

и перепишем (4-7) в виде
0~rot  EH , (10)

0rot-  HE , (11)

,0ˆˆdiv  E (12)

0div  H . (13)

Очевидно, комплексные амплитуды EE,~  для совпадают и равны 

E . Также совпадают комплексные амплитуды для  ,~  
совпадают и равны  . Следовательно, (10-13) можно записать в 

виде, отбросив общие множители 
tie  :
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0rot  EH , (14)
0rot-  HE , (15)

,0div  E (16)

0divH   . (17)

Эта система уравнений может быть решена вышеизложенными 
методами. После ее решения комплексные значения переменных 
определяются как

tieEiE 
 ,

tieHH 
 ,

tie   ,
tie   ,

tiei   ,
tie   .
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9.13. Статические электрические и магнитные 
поля
1. Вступление
Рассматриваются плоские статические электрические и 

магнитные поля, которые возникают около заряженной пластины, 
торца постоянного магнита, плоского токопровода. Показывается, 
что напряженности таких полей доставляют минимум некоторому 
функционалу. Предлагается метод расчета таких полей, 
заключающийся в градиентном спуске по указанному функционалу 
[54].

1. Электрическое поле заряженной бесконечной 
полосы
Уравнения Максвелла для электростатики имеют вид

,)(div



E . (1)

,0)(rot E . (2)
где

  - абсолютная диэлектрическая проницаемость среды
  - плотность электрических зарядов.

Пусть заряженная пластина имеет вид бесконечной полосы– см. 
рис. 1.

x
z

y
oA

B
C D

E F

Рис. 1.
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В этом случае напряженность 0zE  и уравнения электростатики 
принимают вид













y
E

x
E yx ,  (3)

0








y
E

x
E xy ,  (4)

поскольку в этом случае

,)(div 
















y

E
x

EE yx . (5)

.)(rot 
















y
E

x
E

E xy
. (6)

2. Вариационный принцип для плоских 
статических электрических полей
Рассмотрим функционал вида

 





















x
dx

dx
dq

dx
dqLqF 

2

2
1)( . (1)

от функции )(xq , где L – известная константа, а )(x – известная 
функция. Эктремаль этого функционала описывается уравнением 
вида

02

2













dx
dq

dx
qdL . (2)

или, после интегрирования,

0const  
dx
dqL . (3)

Следовательно, при спуске на этом функционале по градиенту

dx
d

dx
qdLp 










 2

2
(4)

находится оптимальное значение функции )(xq , удовлетворяющее 
уравнению (3).
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Рассмотрим теперь вектор-функцию 
    yxEyxEE yx ,,, (5)

и функционал вида

   

     

























yx xyyxx

yxxy
dxdy

EEExEE

yEEyEE
EF

, div)grad(

)grad(
2
1)grad(

2
1

)(




(6а)

или









































































































































yx

xx

yy
y

xx
x

yy
x

xx
y

dxdy

y
E

x
E

y

E

x

E
E

yx
E

x
EE

yx
E

y

E
E

yx
E

y
EE

EF
,

2

2

2

22

2

2

2

2

22

2

2

2
1

2
1

)(




, (6в)

где ),( yx – известная функция.
Далее будем рассуждать по аналогии с вышеизложенным. По 

формуле Остроградского [16] можно показать, что эктремаль этого 
функционала описывается двумя уравнениями – экстремалями по 
функциям    yxEyxE yx ,,, :

.0

,01

2

2

22

2

2

2

222

2

2
















































































yx
E

x

E
yx

E
y
E

yxx
E

yx
E

yx
E

y

E

yyxx

xxyy 


, (7)

Здесь первые два члена в обоих уравнениях являются 
результатом дифференцирования по теореме Остроградского 
первых двух слагаемых функционала; третий и четвертый член в 
первом уравнении является результатом дифференцирования 
третьего слагаемого функционала; третий и четвертый член во 
втором уравнении является результатом дифференцирования 
четвертого слагаемого функционала; пятый член в первом 
уравнении является результатом дифференцирования пятого 
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слагаемого функционала. С учетом (1.5, 1.6) уравнения (7) 
преобразуются к виду

   

  

















.0)(rotgrad

,0grad1)(divgrad

E

E 
 . (8)

Поскольку поле Е не имеет постоянной составляющей, то из (8) 
следует (1.1, 1.2). Следовательно, при спуске на функционале (6а) по 
градиенту

   

  


























0)(rotgrad

0grad1)(divgrad

E

E
p
p

p
y

x 
 . (9)

находится оптимальное значение функции ),( yxE , 
удовлетворяющее уравнениям Максвелла (1.1, 1.2) или (1.3, 1.4).

3. Магнитное поле вблизи вытянутого торца 
постоянного магнита
Рассмотрим постоянный полосовой магнит, намагниченный по 

толщине полосы – рис. 1 отражает такую конструкцию. Уравнения 
Максвелла в окрестности полосы-торца такого магнита  имеют вид:

,)(div



H . (1)

,0)(rot H . (2)
где

  - абсолютная магнитная проницаемость среды
  - плотность магнитных  зарядов, равная индукции на торце.

Эти уравнения и уравнения электрического поля заряженной 
полосы совпадают с точностью до обозначений и констант. 
Следовательно, для расчета такого магнитного поля можно 
применить вышеописанный метод. 

4. Магнитное  поле полосового токопровода
Пусть токопровод, по которому течет постоянный ток, имеет 

вид бесконечной полосы вдоль координаты z – см. рис. 1. Тогда 
напряженность 0zH  и уравнения Максвелла принимают вид:

0








y
H

x
H yx ,  (1)
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0









dz
dK

y
H

x
H xy ,  (2)

где 
o ось ох направлена перпендикулярно плоскости полосы,
o ось оу направлена поперек полосы,
o ось оz направлена вдоль полосы,
o плотность электрического тока

 Kgradj . (3)
o   - абсолютная магнитная проницаемость среды.

Обозначим
  - электрический скалярный потенциал,
  - электропроводность,

zj  - проекция вектора плотности тока j  на ось оz. 
Тогда получим:

dz
dKjz  , (4)

dz
djz
 , (5)

dx
d

dx
dK  , (6)

K . (7)
Перепишем уравнение (2) в виде

0







J

y
H

x
H xy ,  (8)

где J  - проекция вектора плотности постоянного тока на плоскость 
хоу . 

5. Вариационный принцип для полосового 
токопровода
Уравнения (4.1, 4.8) можно записать в виде

,0)(div H (1)

0)(rot  JH . (2)
По аналогии с разделом 2 рассмотрим функционал вида
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   

     

























yx yyyxx

yxxy
dxdy

HJHHxHH

yHHyHH
EF

, divgrad

grad
2
1grad

2
1

)(



, (3)

где ),( yxJ – известная функция. Эктремаль этого функционала 
описывается двумя уравнениями – экстремалями по функциям 
   yxHyxH yx ,,, :

 

    



















.0grad1)(rotgrad

,0)(divgrad

JH

H



. (4)

Поскольку поле Н не имеет постоянной составляющей, то из 
(4) следует (1, 2). Следовательно, при спуске на функционале (3) по 
градиенту

   

  




























0)(rotgrad

0grad1)(divgrad

H

JH
p
p

p
y

x  . (5)

находится оптимальное значение функции ),( yxH , 
удовлетворяющее уравнениям Максвелла (1, 2).

6. Вариационный принцип для объемных 
статических электрических полей
Уравнения Максвелла для электростатики и в этом случае 

имеют вид (1.1, 1.2). Но в этом случае они превращаются в 4 
уравнения относительно трех неизвестных функций 
     zyxEzyxEzyxE zyx ,,,,,,,, :

















z
E

y
E

x
E zyx ,  (1)

0








y
E

x
E xy ,  (2)

0







z
E

x
E xz ,  (3)

0








y
E

z
E zy .  (4)
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Эта система формально является переопределенной. Но в 
случае осесимметричной конструкции (вокруг оси ох) уравнение (4) 
превращается в тождество и может быть исключено. В дальнейшем 
мы будем рассматривать только такие конструкции (хотя, вообще 
говоря, переопределенность исключается и в общем случае – при 
численном моделировании решение, найденное по (1-3), 
удовлетворяет уравнению (4)). Ротор в такой конструкции, 
описываемый двумя уравнениями (2, 3) будем обозначать как 

0)(roto E .
По аналогии с разделом 2 рассмотрим функционал вида

   

   

     

 








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





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
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


yx

x

zzyyxx

zxxz

yxxy

dxdy

E

EEEExEE

zEEzEE

yEEyEE

EF
,

div

)grad(

)grad(
2
1)grad(

2
1

)grad(
2
1)grad(

2
1

)(




,(12)

где ),( yx – известная функция. По по аналогии с 
вышеизложенным можно показать, что эктремаль этого 
функционала описывается тремя уравнениями – экстремалями по 
функциям      zyxEzyxEzyxE zyx ,,,,,,,, :

   

  

















.0)(rotgrad

,0grad1)(divgrad

o E

E 
 . (13)

Поскольку поле Е не имеет постоянной составляющей, то из 
(13) следует (1, 2, 3). Следовательно, при спуске на функционале (12) 
по градиенту

   

  


































0)(rotgrad

0grad1)(divgrad

o E

E

p

p
p

p

z

y
x 

 . (14)

находится оптимальное значение функции ),,( zyxE , 
удовлетворяющее уравнениям Максвелла (1, 2, 3).

Аналогично можно построить функционал для статических 
магнитных полей, образованных торцами магнитов или плоскими 
токопроводами.
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Глава 10. Принцип экстремума 
полного действия

1. Формулировка принципа
Широко известен лагранжев формализм – универсальный 

метод вывода физических уравнений из принципа наименьшего 
действия. При этом действие определяется как определенный 
интеграл - функционал 

   2
1

)()()( t
t dtqPqKqS (1)

от разности кинетической )(qK  и потенциальной )(qP  энергий, 
называемой лагранжианом

)()()( qPqKq  . (2)
Здесь интеграл берется на определенном интервале времени 

21 ttt  , а q  - вектор обобщенных кординат, динамических 
переменных, которые, в свою очередь, зависят от времени. 
Принцип наименьшего действия утверждает, что экстремали этого 
функционала (т.е. уравнения, при которых он принимает 
минимальное значение), при которых он принимает минимальное 
значение, являются уравнениями реальных динамических 
переменных (т.е. реализуемых в действительности). 

Например, если энергия системы зависит только от функций 
q  и их производных от времени q , то экстремаль определяется по 
формуле Эйлера [16]

    0














q
PK

dt
d

q
PK

. (3)

Лагранжев формализм применим к тем системам, в которых 
сохраняется постоянной полная энергия (сумма кинетической и 
потенциальной энергий). Он не отражает тот факт, что в реальных 
системах полная энергия (сумма кинетической и потенциальной 
энергий) при движении убывает, переходя в другие виды энергии, 
например, в тепловую энергию Q , т. е. происходит диссипация 
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энергии. Отсутствие для диссипативных систем (т.е. систем с 
рассеиванием энергии) формализма, аналогичного лагранжеву 
формализму, кажется странным: при этом физический мир 
оказывается разделенным на гармоничную (с принципом 
наименьшего действия) часть и на хаотичную ("беспринципгую") 
часть.

Автор предлагает принцип экстремума полного действия, 
применимого к диссипативным системам. Полным действием 
предлагается называть определенный интеграл - функционал 

  2
1

)()( t
t dtqq (4)

от величины
 )()()()( qQqPqKq  , (5)

которую будем называть энержианом. В нем )(qQ  - тепловая 
энергия.  Далее рассматривается квазиэкстремаль полного действия, 
имеющая вид

    0


















q
Q

q
PK

dt
d

q
PK

. (6)

Функционал (4) принимает (определенное далее) экстремальное 
значение на квазиэкстремалях. Принцип экстремального полного 
действия утверждает, что квазиэкстремали этого функционала 
являются уравнениями реальных динамических процессов. 

Сразу же надо отметить, что экстремали функционала (4) 
совпадают с экстремалями функционала (1) - член, 
соответствующий )(qQ , исчезает.

Определим экстремальное значение функционала (4, 5). Для 
этого "расщепим" (т.е. заменим) функцию )(tq  на две независимые 
функции )(tx  и )(ty , а функционалу (4) поставим в соответствие 
функционал

  2
1

),(),( 22
t
t dtyxyx , (7)

который будем называть "расщепленным" полным действием. 
Функцию ),(2 yx  будем называть "расщепленным" энержианом 
(по аналогии с лагранжианом). Этот функционал минимизируется 
по функции )(tx  при фиксированной функции )(ty  и 
максимизируется по функции )(ty  при фиксированной функции 
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)(tx . Минимум и максимум являются единственными. Таким 
образом, экстремум функционала (7) является седловой линией, где 
одна группа функций ox  минимизирует функционал, а другая oy  
- максимизирует его. Сумма пары оптимальных значений 
расщепленных функций дает искомую функцию oo yxq  , 
удовлетворяющую уравнению квазиэкстремали (6). Другими 
словами, квазиэкстремаль функционала (4) является суммой 
экстремалей oo yx ,  функционала (7), определяющих седловую 
точку этого функционала. Важно отметить, что эта точка является 
единственной экстремальной точкой – нет других седловых точек и 
нет других точек минимума или максимума. В этом заключается 
смысл выражения "экстремальное значение на квазиэкстремалях". 
Наше утверждение 1 заключается в том, что 

в каждой области физики можно найти соответствие между 
полным действием и расщепленным полным действием, а тем 
самым доказать, что полное действие принимает глобальное 
экстремальное значение на квазиэкстремалях.

Рассмотрим правомерность этого утверждения 1 для некоторых 
областей физики. 

2. Электротехника
Полное действие в электротехнике имеет вид (1.4, 1.5), где

.)(,
2

)(,
2

)(
22

qqRqQEqSqqPqLqK 












 (1)

Здесь штрих обозначает производную, q  - вектор функций-зарядов 
от времени, E  - вектор функций-напряжений от времени, L  - 
матрица индуктивностей и взаимоиндуктивностей, R  - матрица 
сопротивлений, S  - матрица обратных емкостей, а функции 

)(),(),( qQqPqK  представляют магнитную, электрическую и 
тепловую энергии соответственно. Здесь и далее векторы и матрицы 
рассматриваются в смысле векторной алгебры, при этом операции с 
ними записываются в сокращенном виде. Так, произведение 
векторов представляет собой произведение вектора-столбца на 
вектор-строку, а квадратичная форма вида, например, qqR   

342



Глава 10. Принцип экстремума общего действия

представляет собой произведение вектора-строки q  на квадратную 
матрицу R  и на вектор-столбец q .

Выше показано, что такое представление справедливо для 
любой электрической цепи. 

Уравнение квазиэкстремали в этом случае принимает вид
0 EqRqLSq . (2)

Подставляя (1) в (1.5), запишем энержиан (1.5) в развернутом виде:














 qqREqSqqLq

22
)(

22
. (3)

Представим расщепленный энержиан в виде

 
  














yRxExSxxL

yxREySyyL
yx

22

22

2 ),( . (4)

При этом экстремали интеграла (1.7) по функциям )(tx  и )(ty , 
найденные по уравнению Эйлера,  примут соответственно вид:

0222  EyRxLSx , (5)
0222  ExRyLSy . (6)

Из симметрии уравнений (5, 6) следует, что оптимальные функции 

0x  и 0y , удовлетворяющие этим уравнениям, удовлетворяют также 
условию

00 yx  . (7)
Складывая уравнения (5) и (6), получаем уравнение (2), где

oo yxq  . (8)
Выше показано, что условия (5, 6) являются необходимыми для 
существования единственной седловой линии. Выше показано 
также, что достаточным условием для этого является 
знакоопределенность матрицы L , что выполняется в любой 
электрической цепи.

Таким образом, утверждение 1 для электротехники доказано.  
Из этого следует также, утверждение 2:

любой физический процесс, описываемый уравнением вида 
(2), удовлетворяет принципу экстремума общего действия.
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3. Механика
Здесь рассмотрим только один пример - прямолинейное 

движение тела массой m  под действием движущей силы f  и силы 

торможения qk  , где k  - известный коэффициент, q  - координата 
тела. Известно, что

qkqmf  . (1)
В этом случае кинетическая, потенциальная и тепловая энергии 
имеют соответственно вид:

qkqqQfqqPqmqK  )(,)(,2)( 2 . (2)
Запишем энержиан (1.5) для этого случая:

qkqfqqmq  2)( 2 . (3)
Уравнение квазиэкстремали в этом случае принимает вид (1).
Представим расщепленный энержиан в виде

 
  














ykxfxxm

yxkfyym
yx

2

2

2 ),( . (4)

Можно заметить аналогию между энержианами для электротехники 
и для этого примера, откуда следует, что утверждение 1 для этого 
примера доказано. Впрочем, это же непосредственно следует из 
утверждения 2.

4. Электродинамика
Далее мы вместо  принципа экстремума общего действия 

относительно энергий будем рассматривать аналогичный ему 
принцип экстремума общего действия относительно мощностей.

4.1. Баланс мощности элетромагнитного поля
Известно [48] уравнение баланса мощности элетромагнитного 

поля в дифференциальной форме, имеющее вид
0 CQEH PPPP , (1)

где

P  - плотность потока мощности через некоторую 
поверхность,
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EHP  - плотность электромагнитной мощности 
электромагнитного поля,

QP  - плотность мощности тепловых потерь,

CP  - плотность мощности посторонних источников тока.
При этом

 HEP  div (2)
или, в соответствии с известной формулой векторного анализа,

)(rot)(rot EHHEP  , (3)

dt
dEE

dt
dHHPEH   , (4)

EJPQ 1 , (5)

EJPC 2 , (6)
где

  - абсолютная диэлектрическая проницаемость,
  - абсолютная магнитная проницаемость,

1J  - плотность тока проводимости,

2J  - плотность тока постороннего источника тока.
Здесь и далее трехкомпонентные векторы 

)(rot),(rot,,,,,, 21 EHJJ
dt
dEE

dt
dHH  рассматриваются как 

векторы в смысле векторной алгебры. При этом операции 
умножения с ними записываются в упрощенном виде. Так, 
произведение векторов )(rot HE   представляет собой 
произведение вектора-столбца E  на вектор-строку )(rot H .

Обозначим 

21 JJJ  , (7)

CQJ PPP  . (8)

 KJ grad , (9)
где K  – скалярный потенциал. Из (5-9) следует, что мощность 
электрического тока

 KEPJ grad .           (10)
Заряды в поле скалярного потенциала обладают потенциальной 
энергией. Соответствующая мощность
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 KP  ,           (11)
где   - плотность распределения суммарных (свободных и 
сторонних) зарядов. 

Предположим теперь, что существуют магнитные заряды с 
плотностью распределения   и магнитные токи

 LM grad ,           (12)
где L  – скалярный магнитный потенциал. Тогда в силу симметрии 
следует предположить, что существует мощность магнитного тока

 LHPM grad ,           (13)
потенциальная энергия магнитных зарядов и соответствующая 
мощность

 LP  ,            (14)
где   - плотность распределения магнитных зарядов.

Обозначим еще суммарную мощность токов (электрических и 
магнитных)

MJJM PPP  .          (15)
и суммарную мощность зарядов (электрических и магнитных)

 PPP  .          (16)
Тогда уравнение баланса мощности элетромагнитного поля в 

дифференциальной форме принимает вид
0 PPPP JMEH ,          (18)

где слагаемые определяются по (3, 4, 15, 16) соответственно.

4.2. Построение функционала для уравнений Максвелла
Рассматривается электромагнитное поле в объеме V , 

ограниченном поверхностью S . Полное действие в 
электродинамике имеет вид

  













T

SV
JMEH dtdSdVPPP

0
 ,       (21)

Здесь имеется в виду, что объемная плотность мощности 
электромагнитного поля EHP  определяется по (4), объемная 
плотность суммарной мощности токов определяется по (15, 16), а 
вектор Пойнтинга

 HE  .        (22)
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При этом первое слагаемое является мощностью электромагнитного 
поля в объеме V , второе слагаемое является мощностью токов в 
объеме V , третье слагаемое является мощностью зарядов в объеме 
V , а четвертое – мгновенное значение плотности потока мощности 
через поверность S .

По теореме Остроградского имеем:
   dSHEdVHE

SV
 div .         (23)

Учитывая формулы (2, 22), из (21) получаем:

    




































 

T

z y x
JMEH dtdzdydxPPPP

0
       (24)

или

   





































T

z y x
dtdzdydxtzyxq

0
),,,(( ,         (25)

где q  - вектор неизвестных функций ),,,( LKHE , а энержиан для 
электродинамики имеет вид

 PPPPq JMEH  )( .          (26)
Учитывая формулы (4, 3, 18), получаем:

   

































 












LLHKKE

dt
dEE

dt
dHHHEEH

q
gradgrad

)(rot)(rot
)( .        (27)

Напомним, что необходимые условия экстремума функционала от 
функций нескольких независимых переменных – уравнения 
Остроградского [16] имеют для каждой функци вид (9.1.1.1а).

Рассмотрим вектор неизвестных скалярных функций четырех 
переменных (x,y,z,t):

 LKHHHEEEq zyxzyx ,,,,,,, .         (27в)
Запишем уравнение  квазиэкстремали функционала (27) для 

каждой i -компоненты iq  вектора q
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 
0,,, 


































































i
EH

ii

tzyxa i
JM

i
JM

q
P

q
P

q
P

dadq
P

da
d

q
P


.         (28)

Первые четыре слагаемые тут соответствует уравнению 
Остроградского (9.1.1.1а), а два других являются обычными 
частными производными. Дифференцируя по неизвестным 
функциям в соответствии с (28) и объединяя затем три проекции в 
соответствующий вектор, получаем:

 по переменной  zyx EEEE ,, :

  0gradrot-  K
dt
dEH  ,        (29)

 по переменной  zyx HHHH ,, :

  0gradrot  L
dt
dHE  ,        (30)

 по переменным LK ,  соответственно:

0div,0div 














 





 HE .        (31)

Замечаем, что эти уравнения являются симметричными 
уравнениями Максвелла (поскольку в них входят еще магнитные 
заряды, скалярные потенциалы и токи).

4.3. Расщепленние функционала для уравнений Максвелла
Функционалу (25) поставим в соответствие функционал 

расщепленного полного действия

   





































T

z y x
dtdzdydxqq

0
22 ),( , (32)

Представим расщепленный энержиан в виде

348



Глава 10. Принцип экстремума общего действия

 

 

   

    



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
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
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


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
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






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













 








 








 







 









 










 


























LLHLLH

KKEKKE

dt
EdE

dt
EdE

dt
HdH

dt
HdH

HEEH

HEEH

qq

gradgrad

gradgrad

22

)(rot)(rot
2
1

)(rot)(rot
2
1

),(2
 (33)

Выше показано, что экстремали интеграла (32) по функциям qq , , 
найденные по уравнению Остроградского, являются необходимыми 
и достаточными условиями существования единственной седловой 
линии, а оптимальные функции oo qq  , , удовлетворяющие этим 
экстремалям, удовлетворяют также условию

oo qq  . (34)
Складывая эти экстремали, получаем систему уравнений Максвелла 
(29-31), где

oo qqq  . (35)
- см. (27в). Таким образом, утверждение 1 для электродинамики 
доказано. 

5. Принцип экстремума полного 
действия для гидродинамики
Этот принцип подробно рассмотрен в [53]. Из него следуют 

уравнения гидродинамики для вязкой несжимаемой и сжимаемой 
жидкости.
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Глава 10. Принцип экстремума общего действия

6. Вычислительный аспект
Итак, предлагаемый вариационный принцип позволяет 

построить для различных физических систем функционал с 
единственной седловой линией оптимума. Выше предложен также 
вычислительный метод движения к седловой линии, который 
позволяет вычислять квазиэкстремали этого функционала. Тем 
самым определяются реальные уравнения движения для данной 
физической системы. Таким образом, новый формализм – это не 
только универсальный метод вывода физических уравнений из 
некоторого принципа, но и способ решения этих уравнений. 
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Основные обозначения

Основные обозначения

Переменные В фор-
мулах

В программах

диагональная матрица 
сопротивлений kR ,

R  rrrDiag

матрица индуктивностей kL  и 

взаимоиндуктивностей knM ,

M  mmmDiag

диагональная матрица обратных 
величин ёмкостей kS ,

S  sssDiag

вектор э.д.с. kE , E  EEreal

вектор э.д.с. в безусловной 
электрической схеме

E E

матрица сопротивлений в 
безусловной электрической 
схеме

R RN

матрица  взаимоиндуктивностей  
в безусловной электрической 
схеме

M MMM

матрица  обратных емкостей  в 
безусловной электрической 
схеме

S  sssDiag

действительная часть матрицы 
коэффициентов трансформации 1T  tran1

мнимая часть матрицы 
коэффициентов трансформации 2T  tran2

TTTT TTTTTTTT 22122111 ,,, t11, t12, t21, t22

 вектор зарядов kq , q  qq

 вектор токов kg , qg  qqt

 вектор узловоых токов mH , H  H, TokiUzlow
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Основные обозначения

 вектор узловых потенциалов 

m ,
  ff

 вектор токов mP  
трансформаторного узла, 

P  P, TokiTrans

 вектор потенциалов m  
трансформаторного узла, 

  ffTran

 методическое сопротивление,   ro
 вектор токов  в методических 
сопротивлениях обычных узлов,

X  ii

 вектор токов  в методических 
сопротивлениях 
трансформаторных узлов,

Y  mm

матрица  инциденций, N  N, Inzidenz
круговая частота  omega
градиент p pp
выбор цепи для расчета mode
количество узлов VGFuzly
количество ветвей VGFvetvi
количество трансформаторных 
узлов

VGFtpt

массив узлов nod
массив ветвей bran
массив трансформаторов nodTran
номера начального и конечного 
узлов данной ветви

nBeg, nEnd

номера ветвей в таблице 
трансформаторов

b1, b2, …

ошибка по второму закону 
Кирхгофа 2 eK2, VGFerPP

ошибка по первому закону 
Кирхгофа 1 eK1, ErrKirh1

признак наличия узловых токов VGFyesTokiUzl
ov

признак наличия 
трансформаторов

VGFyesTrans

признак наличия токов в 
трансформаторных узлах

VGFyesTokiTran
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Основные обозначения

признак наличия 
трансформаторов с 
комплексными коэффициентами 
трансформации

VGFyesTransInt

квадрат матрицы  инциденций NN T NTN, 
KwadraInzidenz

комплексная матрица Z
признак окончания итеративного 
процесса

res

действительное количество 
изменений методического 
сопротивления

w

допустимое количество 
изменений методического 
сопротивления

Wmax

допустимое количество 
итераций

maxIter

минимальные значения ошибок 
по первому и второму законам 
Кирхгофа

eK1min, 
eK2min

коэффициент изменения 
методического сопротивления k stepRoo

коэффициент увеличения 
начального значения 
методического сопротивления

krmin

действительное количество 
итераций

ziklSum

единичная ступень )(t , )(x
усеченная функция Дирака )(t  , )(x
напряженность электрического 
поля

E

напряженность магнитного поля H
магнитная проницаемость 
диэлектрическая проницаемость 
плотность электрического заряда  
плотность гипотетического 
магнитного заряда

 

плотность электрического тока  Kgradj 
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плотность гипотетического 
магнитного тока монополей 
Дирака

 Lgradm 

полное действие 
расщепленное полное действие 2
электрический потенциал 
магнитный скалярный потенциал 
энержиан 
расщепленный энержиан 2
электропроводность /1
магнитопроводность /1

)(rot)(rot HEEH   EH ,
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Некоторые термины

Некоторые термины

Термин Раздел
Алгоритм максимизации 6.2
Безусловная электрическая цепь 3.2
Взаимооперабельная функция 5.3
Вторичный функционал 4.1
Дифференцирующая ветвь 7.1
Интегрирующий трансформатор 3.3
Квазивариация 4.1
Квазиэкстремаль 10
Комплексный коэффициент трансформации 3.3
Лагранжев формализм 10
Метод максимизации 6.2
Методическое сопротивление 3.2
Матрица трансформаторов 3.1
Плотность мощности 10
Полное действие 10
Посторонняя переменная 6.1
Приземленная электрическая цепь 7.3
Принцип экстремального полного действия 9.7
Расщепление функции 10
Расщепленное полное действие 10
Расщепленный энержиан 10
Сопряженный функционал 1.0
Трансформатор Денниса 3.1
Трансформатор мгновенных значений 3.1
Ступенчатая функция, единичная ступень 6.2
Функция Дирака 6.6
Энержиан 10
Энергозависимая стоячая электромагнитная волна 9.7
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