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REsuUMO. Derivamos algumas solugoes gerais para o estado estacionério,
oriundas do oscilador harmoénico amortecido, por meio da equagao Guedes-
Schroedinger.

1. INTRODUGCAO

O principal objetivo deste artigo é achar novas e distintas solucoes gerais para
o estado estacionario. Com este intuito em mente, partimos & procura de solugoes
gerais que satisfacam a equagao diferencial ordinéria de segunda ordem:
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a qual é oriunda da equagdo Guedes-Schroedinger, veja artigos prévios [1] e [2].
Dai, entao, usando a similaridade com o oscilador harmoénico amortecido, bas-
tante conhecido na mecénica cléssica, derivamos as seguintes solucoes gerais:
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Algumas observagoes uteis:

Primeiro, ressaltamos que estas equacoes nao sao obrigatoriamente iguais as
de mecéanica classica. Antes, a mecanica classica serviu-nos como ponto de partida
para entendermos a mecéanica quantica. E, como sempre, a mecanica quantica deve
se comportar como uma generalizagao da mecéanica classica e nao o inverso; isto é,
havera casos em que a mecanica quantica destoara da mecanica classica por ser uma
generalizacao daquela; cabe, entao, ao fisico impor condi¢oes para que a mecanica
quantica concorde com a mecanica classica, em termos de solugoes para equagao
de onda; no entanto, este nao foi o nosso alvo; porquanto, o que queriamos sao as
solugoes gerais, a fim de melhor compreendermos o comportamento da particula.
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Segundo, ressaltamos que estas trés solugoes, distintas entre si, sao novas do
ponto de vista da mecéanica quantica-relativistica. Portanto, nao sao previstas pela
equagao classica de Schroedinger dependente do tempo.

Terceiro, ressaltamos que podem existir outras solugoes além destas que foram
apresentadas neste mintsculo artigo; uma vez que estamos procurando solugoes
gerais e nao solugoes aceitaveis ou outra qualquer.

Quarto, ressaltamos que as trés solugoes gerais (1.2), (1.3) e (1.4), aqui cogitadas,
satisfazem a equagao diferencial (1.1); por isso, cumprem perfeitamente seus papéis
de mostrar uma nova face da mecéanica quantica, outrora jamais vista.

2. OS ESTADOS ESTACIONARIOS ORIUNDOS DA EQUAQAO DE SCHROEDINGER

Nesta secao, derivaremos uma solugao estacionéaria para a equagao de Schroe-
dinger dependente do tempo, conforme a mecanica quantica ondulatoria aventada
no livro-texto [3], o qual é essencial para o entendimento da matéria em questao.

2.1. Separacao de variaveis. Estados estacionarios.

A fungao de onda ¥(r, t) de uma particula cuja energia potencial V(r) nao é
dependente do tempo deve satisfazer a seguinte equacao de Schroedinger:
OU(r,t) h?
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2.1.1. A existéncia de estados estacionarios.

Pela técnica de separagao de variaveis, deve existir solugoes para a equagao (2.1)
da seguinte forma:

U(r,t) = o(r)x(®). (2.2)

Substituindo o lado direito de (2.2) em (2.1), obtemos

ihp(r) X0 - B g2 o) V() i), (2.3

Divida ambos membros de (2.3) por ¢(r)x(t), e ache

indx(t) R
XO At 2mp(r)

V2 (r)+V(r). (2.4)

Esta equacgao equivale a uma funcao de t somente no lado esquerdo e uma fungao
somente de r no lado direito. Esta igualdade s6 é possivel se cada uma destas fungoes
forem, de fato, uma constante, que colocaremos para ser igual a hw, onde w tem as
dimensoes de uma frequéncia angular, A é a constante de Planck reduzida.



Ao colocar o lado esquerdo de (2.4) para ser igual a hw, achamos para x(t), a
seguinte equagao diferencial
ifi dx(t) _ dx(t)

X(t)T_ﬁij:_in(t)' (2.5)

A equagao (2.5) pode ser facilmente integrada para dar a solugao geral
\(t) = Ae—iet, (2.6)

onde A é uma constante arbitraria.
Seguindo este caminho, ¢(7) deve satisfazer a equagao abaixo:
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Se colocarmos A =1 na equagao (2.6), (o que é possivel se incorporarmos, por
exemplo, a constante A em (7)), achamos o seguinte resultado

U(r,t)=p(r)e vt (2.8)

A func@o em (2.8) é uma solugdo da equacdo de Schroedinger dependente do
tempo, sob a condigdo de que ¢(r) é uma solugdo da equagdo (2.7). Quanto ao
tempo e ao espaco, dizemos que foram separados.

Uma funcdo de onda da forma (2.8) é chamada uma solu¢do estaciondria da
equacao de Schroedinger. Ela leva-nos para uma densidade de probabilidade inde-
pendente do tempo: |¥(r, t)|*> = |p(r)|>. Numa fungao estacionéria, somente uma
frequéncia w aparece; de acordo com as relagoes Planck-Einstein, um estado estaci-
onério ¢ um estado com uma energia bem definida F = hw (autoestado de energia).
Em mecanica classica, quando a energia potencial é independente do tempo, a
energia total é uma constante de movimento. Em mecanica quantica de Schro-
edinger, existem estados de energia bem determinados.

Isto tudo que foi dito acima, nesta se¢ao, é o que comumente ha nos livros de
mecanica ondulatoria. Na secao logo, abaixo seguiremos por um caminho muito
diferente do que foi discorrido aqui.

3. OS ESTADOS ESTACIONARIOS ORIUNDOS DA EQUACAO DE GUEDES-SCHROE-
DINGER

Nesta segao, derivaremos uma solugao estacionaria para a equacgao de Guedes-
Schroedinger dependente do tempo, conforme a mecéanica quantica-relativistica
aventada nos artigos [1] e [2], do ponto de vista do observador. Friso que se qui-
séssemos poderiamos tomar o velho caminho dos estados estacionérios e chegar
ao resultado: W(r, t) = ¢(r)e“! como na Secdo anterior; porém, nesta Secdo,
encontraremos trés novas e distintas solugoes.
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3.1. Separacgao de variaveis. Estados estacionarios.

A funcdo de onda ¥ (r',t') de uma particula cuja energia potencial V(') nao é
dependente do tempo deve satisfazer a seguinte equacao de Guedes-Schroedinger:
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3.1.1. A existéncia de estados estacionarios.

Pela técnica de separagao de variaveis, deve existir solugoes para a equagao (3.1)
da seguinte forma:

(' ') = e(r) x (1), (3.2)

Substituindo o lado direito de (3.2) em (3.1), obtemos

i) D) o) Exll) - BV g oy vy ) o). (33)
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Divida ambos membros de (3.3) por ¢(r')x(t’), e ache

i dy(t) G I
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V2 () + V (1), (3.4)

Esta equagao equivale a uma fungao de ¢’ somente no lado esquerdo e uma fungao
somente de r’ no lado direito. Esta igualdade s6 é possivel se cada uma destas
funcoes forem, de fato, uma constante, que colocaremos para ser igual a hw, onde
w tem as dimensoes de uma frequéncia angular e h é a constante de Planck reduzida.

Colocando o lado esquerdo de (3.4) para ser igual a hw, achamos para x(t'), a
seguinte equagao diferencial

R () i d(t)
QTTLCQX(t/) dt/Q X(t/) d¢’ =hw. (3'5)

Multiplique ambos os membros de (3.5) por 2mc?x(t') /I e rearrange os termos
até encontrar

2 / !
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Obviamente, esta é uma equagao de oscilador harménico amortecido. A técnica
usada para resolver equacoes diferenciais desse tipo é procurar uma solugao da forma

X(t) = Aewot, (3.7)

onde A é uma constante arbitraria.



Note que a equagao (3.7) é similar & equagao (2.6), exceto pelo sinal da expo-
nencial, que mudou de negativo para positivo, a variavel que mudou de ¢ para t’ e
w mudou para wy. Trocando em mitdos, se aplicarmos as argumentacoes da sec¢ao
anterior, chegaremos, indubitavelmente, ao mesmissimo resultado. No entanto, nao é
isto que almejamos. Por isso, doravante, mudaremos as argumentacgoes, com intuito
de achar novas solugoes para (3.7).

Ao determos nossa atengao em (3.7), perceberemos que a solugado acima apre-
sentada é uma funcao de valores complexos. Logo, as solucoes sao a parte real ou
imaginaria de x(t'), isto é,

x1(t) =Re(x(t))

ou

A bem da verdade, ficaremos com uma superposi¢ao das duas opgoes acima.
Substitua o lado direito de (3.7) no lado esquerdo de (3.6), e ache

h(—Awd oty +2imc?(Aiwy e o) — 2mcw (Ae“ot) =0

3.8
=hwd + 2mc? wy + 2mciw =0, (3:8)
cujas solugoes sao
—mec?+ /mcA(mc® —2hw)
a4+ = .
h
Portanto, a solugao geral de (3.6) sera dada por

x(t') = Belo+t  Celo-t (3.9)

onde B,C e C.

Vamos recapitular um pouco de mecanica classica, antes de prosseguirmos. No
movimento oscilatério harménico amortecido, ha um efeito de “forga restauradora”
sobre a particula, que provoca a oscilagao em torno de uma posicao de equilibrio onde
ela se anula; a grandeza que a caracteriza, no nosso caso especifico, é a constante
—2mcw. O efeito da “forca de atrito” é provocar uma diminuicao do deslocamento
da particula, & medida que passa o tempo; de acordo com as expressoes acima, a
grandeza que a caracteriza ¢ 2imc? / h. Esses dois efeitos combinados causam o
movimento real do oscilador. Logo, podemos considerar trés casos:

(a) A “forga restauradora” é mais importante que a de “atrito”; o oscilador tera
o seu movimento oscilatério, mas a “forca de atrito” diminui a amplitude desse movi-
mento até a particula parar na sua posi¢ao de equilibrio. O movimento resultante
é chamado de movimento sub-amortecido ou subcritico;

(b) A “forga de atrito” é mais importante que a “restauradora’; nao ha movimento
periodico e a particula tende lentamente a parar na sua posicao de equilibrio, sem
oscilar. O movimento é dito ser movimento superamortecido ou supercritico;

(c) As duas “forgas” sdo comparaveis; ai, ocorre um caso limite entre os anteriores
e o movimento é chamado de movimento amortecido critico.

Veja [4, p. 2].
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Ao transpormos para a realidade quéntica-relativistica, podemos supor que
esse movimento oscilatorio harménico amortecido, advém de uma forca oriunda
da energia relativistica e de outra forga oriunda da energia quéntica; estas duas
forgas interagem com a particula em questao do sistema estudado, provocando os
efeitos abaixo elencados. No caso especifico, a “for¢a restauradora” sob os auspi-
cios de —2mc*w; e, a “forca de atrito™! sob os auspicios de 2imc?/fi.

Analisemos os trés casos distintos citados acima em func¢ao dos valores relativos
a hw e mc?, nao necessariamente na ordem em que foram apresentados:

a) mc? < 2hw (oriunda do oscilador superamortecido). A solugdao mais geral serd

X(t/) :Fe( 2hwm027m204fim02)t’/fi. (310)

Pela mecénica quantica de Schroedinger, é pouco provéavel que encontremos este
tipo de oscilador na natureza quantica das particulas; porquanto a energia quantica
(hw) seria maior do que a metade da energia total relativistica (mc?); e até hoje
nao se tem, na literatura fisica, a aplicacao do oscilador harmoénico amortecido nos
estados estacionéarios.

Contudo, em nossa teoria, oriunda da equacao Guedes-Schroedinger, abre-se a
porta para tal possibilidade, por conta da generalizagao; embora acreditemos que
seja dificil a observagao desse comportamento nas particulas da Natureza. Veja logo
abaixo a Fig. 3.1.

Figura 3.1. Representacdo grafica complexa 3D de x(t') = P00 com F=h=c=1,
m=w=25 e t’ variando de 0 a 2.

b) mc?> = 2h w (oriunda do oscilador criticamente amortecido ou amortecido
critico). A solugao mais geral seré [5]

imc2t/

Xt =(G+Ht)e 7= . (3.11)

O que ha de peculiar nesta solugao? A auséncia de w, que tem as dimensoes de
uma frequéncia angular; embora possamos interpretar que temos um caso particular
em que w =1 na exponencial. Por isso, esperamos um comportamento bastante pecu-
liar desta equacao, a qual, pelo grafico da Fig. 3.2, observamos um efeito contrario
ao que diz a mecanica classica do oscilador criticamente amortecido. Em outras
palavras, a fungao de onda nao se contrai; mas, na verdade, expande-se com o passar
do tempo.

3.1. E 6bvio que, ao falarmos do mundo quéantico-relativistico, ndo se trata de atrito propriamente
dito, mas de uma forga que se contrapoe a forga restauradora; por isso, o uso constante das aspas.



Figura 3.2. Representacdo grafica complexa 3D de x(t') = (1 +t') e ', com G =H =
h=c=1, m=5 e t’ variando de 0 a 2.

c) mc?>2hw (oriunda do oscilador sub-amortecido). A solugao mais geral sera

7imc2t/ imc2¢/

x(t')=Je F coswt'+Le F senwt (3.12)

onde

_cy/m(mc® - 2hw)
B h

w

A energia quantica (hw) serd menor do que a metade da energia relativistica
(mc?). Veja Fig. 3.3.

Il5[t150

2

Figura 3.3. Representagido grafica complexa 3D de x(t') = (cos(5\/§ t') +
sin(5\/§t'))e_15it/, comJ=L=h=c=1,m=15, w=>5 e t' variando de 0 a 2.
Agora, vamos voltar ao nosso raciocinio inicial.
Seguindo o caminho de colocar Aw como uma constante no segundo termo da
equacao (3.4), p(r’) deve satisfazer a equacao abaixo:

ﬁQ 72 ’I‘, ,,./ = hw
_ﬁwv P(r) + V() =h 13
=— V2 (1) +V (r')p(r') = hwp(r').

2m

Se colocarmos F'=G = H =J = L=1 nas equagoes (3.10), (3.11) e (3.12), (o que
é possivel se incorporarmos, por exemplo, a constante M em ¢(7’)), achamos trés
resultados

wmce2—m2ct—ime2 )t
q/(r’,t’):¢(r’)<e( 2n )t/ﬁ), (3.14)

imc2t/

U(r' th=p@)(1+t)e = (3.15)

imc2t/

U(r' t')=p(r)(coswt +senwt)e | (3.16)
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As fungoes (3.14), (3.15) e (3.16) sao solugdes da equagao de Guedes-Schroe-
dinger dependente do tempo, sob a condi¢ao de que ¢(7’) é uma solugao da equagao
(3.13). Quanto ao tempo e ao espago, obviamente, dizemos que foram separados.

As fungdes de onda da forma (3.14), (3.15) e (3.16) serao chamadas de solugoes
estaciondrias anémalas da equagao de Guedes-Schroedinger.

4. CONCLUSAO E OBSERVACOES FINAIS

A teoria da mecénica quantica-relativistica desenvolvida nas paginas de [1] e [2],
permite-nos estudar os estados estacionarios de maneira mais abrangente, muito
além da conhecidissima mecéanica quantica de Schroedinger. Em outras palavras,
podemos tanto derivar o estado estacionario classico, previamente cogitado na Se¢ao
2, quanto mudar de rumo e obter outros resultados, veja Secao 3.

Em termos de mecénica classica, temos as seguintes paginas da web [4] e [5]; caso
o leitor queira se familiarizar com o oscilador harmoénico amortecido.

5. APENDICE

O Caso Unidimensional (1D + 17") e Potencial Nulo

Neste apéndice, vamos aplicar uma dimensao de espaco (z’) e uma dimensao de
tempo (t') & equagao de Guedes-Schroedinger, em que o potencial V' =0.
Em (3.13), faca ' — 2’ e encontre

B ﬁ2 d2 S0(1,/)

o agr e

A solucao geral da equacao acima é

@(x’)chos(m/Qng )—i—Psen(a: 2ngw>. (5.1)

Desta solucao geral (5.1) juntamente com (3.14), (3.15) e (3.16), e considerando
N = P =1, obtemos as seguintes solugoes

U(z' t") = cos| z’ 2mw +sen| z’ 2mw
h h
wmc?—m?ct—imc?)t’
( e( 25 )t /h>’
, 2mw , 7im02t/
U(x cos 3: +sen| z'y [ —— (1+the #
e
, Qmw , , _icht/
U(z' t") = cos| z’ +sen| z’ — (coswt'+senwt')e F




onde

_cy/m(mc® —2hw)
— 7 _

w

Abaixo encontramos as representagoes graficas complexas 3D para as trés equa-
¢oes acima mencionadas. Veja Figuras 5.1, 5.2 e 5.3.

Figura 5.1. Representagao graficas complexas 3D da fungdo de onda ¥(z', t') =
(COS(5\/§$I) +sen(5\/§x'))e5(1_i)t,, 2’ variando de 0 a 2 e t/ variando de 0 a 2.

Figura 5.2. Representacoes graficas complexas 3D da funcdo de onda ¥(z', t') =
(cos(5\/§x’) +sen(5\/§x’))(1 +t') et 2/ variando de 0 a 2 e t/ variando de 0 a 2.

Figura 5.3. Representagoes graficas complexas 3D da fungido de onda ¥(z', t') =
(COS(5\/§$I) + sen(5\/§x'))(cos(5\/§t') + Sin(5\/§t’))e_15it/, 2’ variando de 0 a 2
e t’ variando de 0 a 2.
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