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El Titchmarsh nos dice que, la ecuacién funcional de la funcién zeta de Riemann, puede ser escrita como

C(s)=x(s)C(1—s)
Donde

1. Colorario 1

La funcién x (s) satisface

1.1. Demostracién

La funcién x (s) se define como

x (5) = 2°7° " tsin (%ws) I'(1-s) (1)

Por la féormula de reflexion de Euler, de la funcién Gamma, se tiene

T
sin (%wz)

P(1-—2T(z)=

Haciendo z = %s y despejando sin, se tiene

n(2m) = rrerm ?

Reemplazando (2) en (1) tenemos

% (S) — 257'(571

T(1-39)T(39)
Simplificando, tenemos que se cancela un 7

L(l-ys)

s) = 257°
) =T T T (59)

La féormula de duplicacién de la funcién Gamma, nos dice

['(z)T (z + %) = 21722 /7T (22)



2.

Haciendo z = % — %s

Simplificando tenemos

"

1 1) — 91-2(3-%) /7T (2 (

——ls>r(1—%s> =2°/7T (1 - s)

2

Pasando 25\/r y T (1 - %s) a dividir respectivamente, se tiene

Reemplazando (5) en (3) tenemos

Simplificando, finalmente tenemos

COLORARIO 2

La funcién x (s) satisface

2.1. Demostracion

Por definicién, tenemos que:

F(1-s) T(3-39)

— 2 2

I (1-3s) 25/

X(s)x(1—s) =1

_ 1 l(5—39)
)
Haciendo s = 1 — s, se tiene:
ri-11-s))
y(1—s _ples—3_\2 2
e r{EI—9)
Simplificando, se obtiene:
_ 1 T(59)
A

Realizando el producto x (s) x (1 — s), tenemos:

1

- — =5

2

1
2

)



Realizando el producto, tenemos:

X () x (L —s)=m"

Simplificando, finalmente obtenemos:

3. Hipédtesis de Riemann

La parte real de todo cero no trivial de la funcién zeta de Riemann es 1/2

3.1. Demostracion
La funcipon zeta de Riemann, esta dada por

C(s)=x(s)C(1—s)
Donde

x (5) = 257° "t sin (%ws) I'(1-s)

Para encontrar un nimero complejo que sea cero de esta funcién, se debe cumplir que ¢ (s) = 0, por lo
tanto, x (s) ¢ (1 —s) = 0. Dada esta condicidén, tenemos que x (s) = 0 6 ((1 —s) = 0; aqui se puede ver que
¢ (1 —s) #0, esto debido a que estd dada como una serie de niimero posivos, por lo tanto x (s) = 0; segin el

10(3-33)
2

colorario 1, se tiene que x (s) = 75~ w; por lo tanto,
3
11
5% (3 _ 25) —0

., . ey . , . . _1
La funcién Gamma, por definicion, es diferente de cero, asi que, la inica manera que eso sea cero, es si T°7 2.
Reemplazando s por a + bi, tenemos

i— L
7Ta+b1 3 — 0
Aquisia= %, entonces la parte real es cero, por lo tanto, tendriamos que ver cuando
=0

Es sabido que una funcién exponente nunca es cero, pero, si el exponenes negativo, su valor es cada vez més
pequeiio, en cuanto el exponen crece, por lo tanto se tiene que 7% = 0, siempre que b — —o0, sobra destacar
que, esta condicién se cumple siempre que b sea mayor o igual a cero.

La ecuacién funcional de la funcién zeta de Riemann, relaciona ¢ (s), con ¢ (1 — s); Aqui, acabamos de ver
cuando (¢ (s) = 0, ahora debemos ver, cuando ¢ (1 — s) = 0; esto debido a la simetria existente en la ecuacién



3.1 Demostracion

funcional. Entonces despejemos ¢ (1 — ), en términos de x (s). Por el colorario 2, tenemos que x (s) x (1 —s) =1,
entonces, multiplicando a ambos lado de la igualdad, tenemos

C()x (I =5) =x(s)x(1=s)C(1—5)

Entonces, por el colorario 2, tenemos

Ce)x(1—s5)=¢(1—s)

En este caso, debemos encontrar un ntimero ¢ + di, tal que ¢ (1 — s) sea cero, entonces

Cle+di)x(1—c—di)=0
Como ( (s) es diferente de cero, entonces ¢ (1 —s) también es diferente de cero, asi, aqui tenemos que
X (1 — ¢ — di) es cero. Por el colorario 1, se tiene que
ql-a—bi—3 _
Simplificando, tenemos

1
Tz ln:O

Aqui vemos que a es tambien %, por lo tanto, nos queda ver el comportamiento de b

7T7bl — 0

En este caso, vemos que el nimero positivo que debe tomas b, es efectivamente, todos los valores positivos
de los reales, es decir 7% = 0, cuando b — oco.
Entonces, los ceros de la funcién zeta de Riemann tienen parte real %, con parte imaginaria (—oo, 0]U[0, 00),

es decir t € R



