
❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡) ✐♥ ❇✐♥❛+② ❛♥❞ ❚❡+♥❛+② ◆✉♠❜❡+

❙②)3❡♠)

❘✉"❧❛♥ &♦③✐♥❦❡✈②❝❤

❋❡❜2✉❛2② ✶✼✱ ✷✵✷✺

❋❛❝✉❧%② ♦❢ ■♥❢♦+♠❛%✐♦♥. ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡. ❛♥❞ ▼❛%❤❡♠❛%✐❝.

❋❛❝✉❧%② ♦❢ ■♥❢♦+♠❛%✐♦♥. ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡. ❛♥❞ ▼❛%❤❡♠❛%✐❝.

❚❤❡ ❊❛.%❡+♥ ❊✉+♦♣❡❛♥ ◆❛%✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡+.✐%②

❯❦+❛✐♥❡✱✹✸✵✷✶✱ ▲✉%.❦✱ B♦%❛♣♦✈ .%+✳✾

❣❛❧❛❣✉%❅♣+♦%♦♥♠❛✐❧✳❝♦♠

❆✉"❤♦%✬' ❝♦♥"%✐❜✉"✐♦♥' ❚❤❡ .♦❧❡ ❛✉%❤♦+ ❞❡.✐❣♥❡❞✱ ❛♥❛❧②③❡❞✱ ✐♥%❡+♣+❡%❡❞

❛♥❞ ♣+❡♣❛+❡❞ %❤❡ ♠❛♥✉.❝+✐♣%✳

❆❜"#$❛❝#

❆✐♠"✴ ❖❜❥❡❝#✐✈❡"✿ ❖♥❡ ♦❢ %❤❡ ❜✐❣❣❡*% ✐**✉❡* ✐♥ ❞✐*❝.❡%❡ ♠❛%❤✲

❡♠❛%✐❝❛❧ .❡*❡❛.❝❤ ✐* %♦ *❡% ✉♣ %❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ *②*%❡♠ %❤❛% ✇♦✉❧❞ ❝❧❡❛.❧②

❞❡✜♥❡ %❤❡ %.❛♥*✐%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ ✈❛.✐♦✉* ❝♦✉♥%✐♥❣ ❣.♦✉♣* ❡✳❣ ❞❡❝✐♠❛❧✱

%❡.♥❛.②✱ ♥♦♥❛.② ❡%❝✳ ❚❤✐* ✐* ♦♥❧② ♣♦**✐❜❧❡ ✐❢ ✇❡ *❡% ❛ ♦♥❡✲%♦✲♦♥❡ ❝♦..❡✲

*♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ ♠❡♠❜❡.* ♦❢ ❛ *❡% ■♥ ❤✐* ♣.❡✈✐♦✉* ✇♦.❦ ✧❖♣%✐♠✐③❛✲

%✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐?✉❡* ✐♥ ❚❡.♥❛.② ❈❛❧❝✉❧✉*✧ %❤❡ ❛✉%❤♦. ❥✉*% %.✐❡❞ %♦ ❞♦ %❤❛%

❜② .❡❧❛%✐♥❣ ❞❡❝✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡.* %♦ %❤❡✐. ❜✐♥❛.② ❝♦..❡*♣♦♥❞❡♥❝❡ ❤♦✇❡✈❡.

❛ ✉♥✐✈❡.*❛❧ ❢♦.♠✉❧❛ ✐* ♠✉❝❤ ♠♦.❡ ❞❡*✐.❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝✉..❡♥% ✐♥✈❡*%✐❣❛%✐♦♥

✇✐❧❧ ❛%%❡♠♣% %♦ ✜♥❞ %❤✐* ✈❡.② ✉♥✐✈❡.*❛❧ ❛♣♣.♦❛❝❤[8]

❑❡②✇♦+❞.✿ ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡✱ ❊✐❣❡♥♥✉♠❜❡+✱ ❚❡+♥❛+②✱ ❇✐♥❛+②✱◆✲♥❛+②

✷



✶ ●❡♥❡$❛❧ ■♥❢♦$♠❛+✐♦♥

✧❲❡ ❝❛♥ ❡❛&✐❧② *❡❧❛+❡ ♦*❞✐♥❛❧ ❛♥❞ ❝❛*❞✐♥❛❧ ♥✉♠❜❡*& ❜② ♠❡❛♥& ♦❢ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

*❡❧❛+✐♦♥✱✧ +❤❡ ❛✉+❤♦* ♣*❡✈✐♦✉&❧② &❛✐❞✳✬[1] [2]

2
n
∑

i=0

i = ∆ ✭✶✮

◆♦✇ ✐+✬& ❤✐❣❤ +✐♠❡ +♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤❛+ ✐+ ❛❝+✉❛❧❧② ♠❡❛♥& ❚❤❡ ❧❡❢+ ♣❛*+ ♦❢ +❤❡

❡@✉❛+✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥+❡*♣*❡+❡❞ ❛&

decimal
∑ordinal n=

ordinal i= ordinal i

❍♦✇❡✈❡* +❤❡ *✐❣❤+ ♣❛*+ ♦❢ +❤❡ ❡@✉❛+✐♦♥ (1) ✐& ♥♦+ +❤❛+ ❡❛&② +♦ ✐♥+❡*♣*❡+❡ ❲❡

❛❧❧ *❡♠❡♠❜❡* +❤❡ ❢♦*♠✉❧❛ ❢♦* +❤❡ &✉♠ ♦❢ ♥✉♠❜❡*& ✐♥ ❛*✐+❤♠❡+✐❝ ♣*♦❣*❡&&✐♦♥✿

n
∑

i=0

i =
n (n+ 1)

2
✭✷✮

❊&&❡♥+✐❛❧❧② ❢♦*♠✉❧❛ (2) ✐& ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❜✉+ ❤♦✇ ❞♦❡& ✐+ ❝♦**❡&♣♦♥❞ +♦ ∆ ❛♥❞

✇❤❛+ ❞♦❡& +❤❡ ❧❛++❡* ❤❛✈❡ +♦ ❞♦ ✇✐+❤ ✐&♦♠♦*♣❤✐&♠ ✐❢ ❛♥②+❤✐♥❣ ❛+ ❛❧❧❄ ❖✉*

*❡&❡❛*❝❤ ❛✐♠& +♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛♥&✇❡* +♦ +❤❛+ @✉❡&+✐♦♥[4] [9]

✷✳ ▼❛+❡$✐❛❧0 ❛♥❞ ▼❡+❤♦❞0

❲❡ ♥❡❡❞ +♦ *❡✈✐❡✇ +❤❡ *✉❧❡& ♦❢ ♠❛+*✐① ♠✉❧+✐♣❧✐❝❛+✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❧✈❡ ✐♥+♦ +❤❡

❞❡+❛✐❧& ♦❢ ✈❡❝+♦* ❛❧❣❡❜*❛ ❤❡*❡✳ ❖♥❡ ♦❢ +❤❡♠ &+❛+❡& +❤❛+ +❤❡*❡ ✐& ❛❧✇❛②& ❛

♥✉♠❜❡* λ &✉❝❤ +❤❛+ Aij = λ · I[10]

✸✳ ▼❡+❤♦❞♦❧♦❣②

❋✐*&+✱ ❧❡+✬& ❞❡+❡*♠✐♥❡ +❤❡ &✐③❡ ♦❢ +❤❡ ♠❛+*✐①Aij ❖✉* +❛❦❡ ♦♥ ✐+ ✐& ❛ 2 ×
2 ♠❛+*✐① +❤❡ ❞❡+❡*♠✐♥❛♥+ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐& (a11 · b22) − (b12 · a21) ❈❤♦♦&✐♥❣ ❛♥

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❢♦* +❤❡ 2×2 ♠❛+*✐① ✐& ❡❛&② ❚❤❡ ❝♦**❡&♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ ❈♦♠❜✐♥❛+♦*✐❝& +❤❡♦*②[12] ◆❛♠❡❧② +❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛+✐♦♥& ✇✐+❤♦✉+

*❡♣❡+✐+✐♦♥ ❜② ✷ ✐& ❝❛❧✉❧❛+❡❞ ❜② +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦*♠✉❧❛✿ C

(

p

2

)

♦*

(

p

2

)

✇❤❡*❡ 2!

✐& ❛ ❝♦❡✜❝✐❡♥+ ❛♥❞ +❤❡ ✉♥✐@✉❡ ✈❛❧✉❡[5][3]

✸



✹ !"♦♦❢

❋!♦♠ ❤❡!❡ ♦♥ ♦✉! !❡❛)♦♥✐♥❣ ),❛!,) ,♦ ♠❛❦❡ )❡♥)❡ ■❢ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛, ,❤❡ ❢♦!♠✉❧❛❡

(2) ❛♥❞ (1)✇❡ ✇✐❧❧ )❡❡ ,❤❛, ,❤❡ !✐❣❤, ❛♥❞ ,❤❡ ❧❡❢, ♣❛!,) ♦❢ ,❤❡♠ ❝♦♥,❛✐♥ ,❤❡

)❛♠❡ ❡❧❡♠❡♥, ✷ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❡))❡♥)❡ ✐) 2! ❲❤❛, ✇✐❧❧ ❤❛♣♣❡♥ ✐❢ ✇❡ ,!❛♥)❢♦!♠ ,❤❡

❧❡❢, ♣❛!, ♦❢ ,❤❡ ❢♦!♠✉❧❛ (2) ,♦ ❜❡❣✐♥ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡

λ (λ1 − 0) (λ2 − 1) ✭✸✮

✇❤❡!❡ λ1 ❛♥❞ λ2 ❛!❡ ,❤❡ !♦♦,) ♦❢ ❛ ;✉❛❞!❛,✐❝ ❡;✉❛,✐♦♥ ❛❝❝♦!❞✐♥❣❧②

❲❤❛, ✐) ,❤❡ ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡✬) ✈❛❧✉❡ ,❤❡♥❄ ❖❜✈✐♦✉)❧② ✐, ✐)

1

2
= 1

2!
❚❤❡ ♦,❤❡!

,✇♦ ✈❛❧✉❡) ❛!❡ ✶ ❛♥❞ ✵ ❛❝❝♦!❞✐♥❣❧② ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ,❤❛, ✇❡ ❤❛✈❡ ♣!♦✈❡❞

✈❡❝,♦! ❛♥❛❧②)✐) ❢♦! ❜✐♥❛!② ♥✉♠❜❡!) ❜✉, ❤♦✇ ❛❜♦✉, ,❤❡ ♦,❤❡! )②),❡♠) ❢✳❡①

❚❡!♥❛!②✱ ◗✉❛,❡!♥❛!②✱◆♦♥❛!② ❡,❝✳❄ ❆❧!✐❣❤,✱ ❧❡,✬) ✉)❡ ,❤❡ ❛♥❛❧♦❣② ❢!♦♠ ,❤❡

K!♦♦❢ )❡❝,✐♦♥ ,♦ ♣!♦✈✐❞❡ ❛ ❜!♦❛❞❡! ♣❡!)♣❡❝,✐✈❡ ♦♥ ,❤❡ ,✇♦ )②),❡♠) ,❤❛, ❛!❡

❝✉!!❡♥,❧② ❜❡✐♥❣ ),✉❞✐❡❞✿ ❇✐♥❛!② ❛♥❞ ❚❡!♥❛!②✳

✺ ❈♦♥❝❧✉+✐♦♥+

❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ ,♦ !❡❧❛,❡ ♦✉! ❢♦!♠✉❧❛(3) ,♦ ,❤❡ !✐❣❤, ❝♦♥,❡①, ✇❡ ♠✉), ❛♥❛❧②③❡ ♣!♦♣✲
❡!,✐❡) ♦❢ ,❤❡ ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡) ❛♥❞ ❊✐❣❡♥✈❡❝,♦!✬) ❞❡❝♦♠♣♦)✐,✐♦♥ ■♥ ♦,❤❡! ✇♦!❞)

✇❡ ♠✉), !❡❧❛,❡

(

p

2

)

,♦ ,❤❡ ❞❛,❛ ✇❡ ♦❜,❛✐♥❡❞ ❡❛!❧✐❡! ♦♥ ✐♥ ♦✉! !❡)❡❛!❝❤

(

p

2

)

= λ (λ1 − 0) (λ2 − 1) ▲❡,✬) ❝♦♠♣❛!❡ ,❤❡♥ ❢♦!♠✉❧❛ (2) ❛♥❞ ✐,✬) ❢❛❝,♦!)

❛♥❞ ❢♦!♠✉❧❛(3) ■❢ λ = 1

2
❛♥❞ (λ1 − 0) (λ2 − 1) = (n) (n+ 1) ,❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

−
1

2
(n) (n+ 1) =

(

p

2

)

↔
1

2
(n) (n+ 1) = −

(

p

2

)

❇② ❛♥❛❧♦❣②

1

3!
(n) (n+ 1) =

−

(

p

3

)

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❛♥❞ ❣❡♥❡!❛❧ ❢♦!♠✉❧❛ ❢♦! ♥✲)♣❛❝❡) ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❢♦!♠ ❢♦! ❝♦♠♣✉,❛,✐♦♥ ♣✉!♣♦)❡)✿

1

n!
(n) (n+ 1) = −

(

p

n

)

✭✹✮

❚❤✉)✱ ✐, ❝❛♥ ❜❡ )❛✐❞ ,❤❛, ♦♣,✐♠✐③❛,✐♦♥ ♠❡,❤♦❞) ❛!❡ ✉)❡❢✉❧ ✐♥ ❞✐)❝!❡,❡ ❝❛❧✲

❝✉❧✉) ❛♥❞ ❛✐❞ ✐♥ ,❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥, ♦❢ !❡❧❛,✐♦♥)❤✐♣) ❜❡,✇❡❡♥ ❞✐✛❡!❡♥, ♥✉♠❜❡!

)②),❡♠)✳ [6] [7] [11]

❈♦♠♣❡0✐♥❣ ■♥0❡"❡+0+

❆✉,❤♦! ❤❛) ❞❡❝❧❛!❡❞ ,❤❛, ♥♦ ❝♦♠♣❡,✐♥❣ ✐♥,❡!❡),) ❡①✐),✳

✹



✴✐♥❝❧✉❞❡✸✳❜❜❧

❘❡❢❡#❡♥❝❡&

❬✶❪ .♦③✐♥❦❡✈②❝❤✱ ❘✳ ✭✷✵✷✵✮✳ ❚❡<♥❛<② ▼❛?❤❡♠❛?✐❝A .<✐♥❝✐♣❧❡A ❚<✉?❤ ❚❛❜❧❡A

❛♥❞ ▲♦❣✐❝❛❧ ❖♣❡<❛?♦<A ✸ ❉ .❧❛❝❡♠❡♥? ♦❢ ▲♦❣✐❝❛❧ ❊❧❡♠❡♥?A ❊①?❡♥A✐♦♥A ♦❢

❇♦♦❧❡❛♥ ❆❧❣❡❜<❛✳ ■♥ ♦?❤❡< ✇♦<❞A✱ ✶✭✶✮✱ ✵✳

❬✷❪ .♦③✐♥❦❡✈②❝❤✱ ❘✳ ✭✷✵✷✶✮✳ ▲♦❣✐❝❛❧ .<✐♥❝✐♣❧❡A ✐♥ ❚❡<♥❛<② ▼❛?❤❡♠❛?✐❝A✳

❆A✐❛♥ ❏♦✉<♥❛❧ ♦❢ ❘❡A❡❛<❝❤ ✐♥ ❈♦♠♣✉?❡< ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✼✭✸✮✱ ✹✾✲✺✹✳

❬✸❪ ❙❤❛<✐♣♦✈✱ ❘✳ ❆✳ ✭✷✵✷✸✮✳ ❍❛♠✐❧?♦♥✐❛♥ ❛♣♣<♦❛❝❤ ?♦ ❞❡<✐✈✐♥❣ ?❤❡ ❣<❛✈✐?②

❡W✉❛?✐♦♥A ❢♦< ❛ ✸❉✲❜<❛♥❡ ✉♥✐✈❡<A❡✳

❬✹❪ ❉♦❧❝✐❛♥✐✱ ▼✳ .✳ ✭✶✾✻✼✮✳ ▼♦❞❡<♥ ✐♥?<♦❞✉❝?♦<② ❛♥❛❧②A✐A✳ ■♥ ▼♦❞❡<♥ ✐♥?<♦✲

❞✉❝?♦<② ❛♥❛❧②A✐A ✭♣♣✳ ✻✻✵✲✻✻✵✮✳

❬✺❪ ❇♦❛A✱ ▼✳ ▲✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ▼❛?❤❡♠❛?✐❝❛❧ ♠❡?❤♦❞A ✐♥ ?❤❡ ♣❤②A✐❝❛❧ A❝✐❡♥❝❡A✳ ❏♦❤♥

❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥A✳

❬✻❪ ❍♦➨❦♦✈\✲▼❛②❡<♦✈\✱ ➆✳✱ ❋❧❛✉?✱ ❊✳ ❈✳✱ ✫ ▼❛?✉<♦✱ ❋✳ ✭❊❞A✳✮✳ ✭✷✵✷✶✮✳ ❆❧❣♦✲

<✐?❤♠A ❛A ❛ ❇❛A✐A ♦❢ ▼♦❞❡<♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛?❤❡♠❛?✐❝A✳ ❙♣<✐♥❣❡<✳

❬✼❪ ❨✉❛♥✱ ❚✳ ✭✷✵✷✹✮✳ .❤②A✐❝A ▼❡❝❤❛♥✐A♠A ❇❡❤✐♥❞ ▲✐❣❤? ❛♥❞ ●<❛✈✐?② ✐♥ ❯♥✐✲

✈❡<A❡✳

❬✽❪ ❍✐❧❜❡<?✱ ❉✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ▼❛?❤❡♠❛?✐❝❛❧ ♣<♦❜❧❡♠A✳ ■♥ ▼❛?❤❡♠❛?✐❝A ✭♣♣✳ ✷✼✸✲

✷✼✽✮✳ ❈❤❛♣♠❛♥ ❛♥❞ ❍❛❧❧✴❈❘❈✳

❬✾❪ ❉♦✇❞②✱ ❙✳✱ ❲❡❛<❞❡♥✱ ❙✳✱ ✫ ❈❤✐❧❦♦✱ ❉✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❙?❛?✐A?✐❝A ❢♦< <❡A❡❛<❝❤✳ ❏♦❤♥

❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥A✳

❬✶✵❪ ❉✉❜♦✈②❦✱ ❱✳ .✳✱ ✫ ❨✉<②❦✱ ■✳ ■✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❱②A❤❝❤❛ ♠❛?❡♠❛?②❦❛✳ ❩❜✐<♥②❦

③❛❞❛❝❤✿ ♥❛✈❝❤✳ ♣♦A✐❜✳

❬✶✶❪ ❲❡A?✱ ❉✳ ❘✳ ❊✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❚❡<♥❛<② ❡W✉✐❧✐❜<✐✉♠ ❞✐❛❣<❛♠A✳ ❙♣<✐♥❣❡< ❙❝✐❡♥❝❡

✫ ❇✉A✐♥❡AA ▼❡❞✐❛✳

❬✶✷❪ ❱✐❧❡♥❦✐♥✱ ◆✳ ❨✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❈♦♠❜✐♥❛?♦<✐❝A✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ .<❡AA✳

✺


