
CONJECTURE DE GONTCHAROV EN v-ADIQUE

DAVID ADAM ET GUILLAUME ESTIENNE

Résumé. Chang a introduit les polylogarithmes multiples de Carlitz (PLMC), gé-
néralisant en caractéristique positive les polylogarithmes de Carlitz d’Anderson et
Thakur, et a établi un résultat d’indépendance linéaire de leurs valeurs algébriques
∞-adiques, dont découle l’analogue pour les corps de fonctions de la conjecture de
somme directe de Goncharov pour les valeurs zêta multiples (MZV). Chen a montré
l’analogue de ce résultat dans le cadre v-adique, sous l’hypothèse que la place v est
de degré un. Le but de cet article est de montrer que le résultat de CHen est valide
pour toute place finie.

1. Introduction

1.1. Contexte. Soit Fq le corps fini à q éléments, q une puissance d’un nombre premier
p, A := Fq[T ] l’anneau des polynômes en T et k := Fq(T ) son corps des fractions. On
munit k de la valeur absolue ∞-adique | · |∞, normalisée par |f/g|∞ = qdegT (f)−degT (g)

pour f, g ∈ A \ {0}, et l’on note k∞ le complété correspondant, C∞ le complété d’une
clôture algébrique fixée k∞, et k ⊂ C∞ la clôture algébrique de k.

Dans ce cadre des corps de fonctions globaux de caractéristique positive, Chang [4] a
introduit les polylogarithmes multiples de Carlitz (PLMC), généralisant les polylogarithmes
de Carlitz d’Anderson et Thakur [2]. Pour un indice s = (s1, . . . , sr) ∈ Zr

>0, en posant
L0 := 1 et Li := (T − T q) · · · (T − T qi) pour i ⩾ 1, le PLMC d’indice s est la série

Lis(z1, . . . , zr) :=
∑

i1>···>ir⩾0

zq
i1

1 · · · zq
ir

r

Ls1
i1
· · ·Lsr

ir

∈ kJz1, . . . , zrK,

dont le poids et la profondeur sont pds(s) := s1 + · · ·+ sr et pro(s) := r. Le cas r = 1, s =
(1), redonne le logarithme de Carlitz logC , étudié par Carlitz dès [3]. La série Lis converge
∞-adiquement sur Ds,∞ = {(z1, . . . , zr) ∈ Cr

∞ : |zi|∞ < qsiq/(q−1)} [4, Rem. 5.1.4].
Soit L (resp. Lw, w ⩾ 1) le k-espace vectoriel engendré par 1 et les Lis(u), u ∈

(k
×
)r ∩ Ds,∞ (resp. de poids pds(s) = w). Les relations de mélange font de L une k-

algèbre graduée, avec Lw1Lw2 ⊂ Lw1+w2 [4, Section 5.2]. Chang a alors établi le résultat
d’indépendance linéaire suivant, aux points algébriques.

Théorème 1 ([4, Thm. 5.4.3]). Soit L la k-algèbre engendrée par les Lis(u), u ∈ (k
×
)r ∩

Ds,∞, et Lw (w ⩾ 1) le k-espace vectoriel engendré par ceux de poids w. Alors :
(1) L = k ⊕

(
⊕w⩾1Lw

)
est une k-algèbre graduée ;

(2) l’application canonique k ⊗k L→ L est bijective.

Dasn [13], Thakur définit les valeurs zêta multiples (MZV) ∞-adiques de manière sui-
vante :

ζA(s) :=
∑ 1

as1
1 · · · a

sr
r
∈ k∞,

où (a1, . . . , ar) ∈ Ar parcourt les r-uplets unitaires à degrés strictement décroissants,
généralisant les valeurs zêta de Carlitz [3]. Thakur a montré leur non-nullité [14] et
l’existence d’une structure de k-algèbre via les relations de somme-mélange [15], avec
Zw1Zw2 ⊂ Zw1+w2 . Chang [4] a par ailleurs établi une formule exprimant ces MZV ∞-
adiques à l’aide des PLMC évalués en des points entiers de A ; combinée au Théorème 1,
cette formule entraîne l’analogue suivant, pour les corps de fonctions, de la conjecture de
somme directe de Goncharov [10] :

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 11J81, 11T55.
Key words and phrases. Transcendance, caractéristique finie.

1



2 DAVID ADAM ET GUILLAUME ESTIENNE

Théorème 2 ([4, Thm. 2.2.1]). Soit Z la k-algèbre engendrée par toutes les MZV ∞-
adiques et Zw (w ⩾ 1) le k-espace vectoriel engendré par celles de poids w. Alors :

(1) Z = k ⊕
(
⊕w⩾1Zw

)
est une k-algèbre graduée ;

(2) l’application canonique k ⊗k Z → Z est bijective.

1.2. Analogue v-adique. Désormais, on fixe un polynôme irréductible unitaire ϖv ∈ A,
de degré d0, correspondant à une place finie v de k. On note | · |v la norme v-adique sur k,
normalisée par |ϖv|v = q−d0 . Soit kv le complété de k pour cette norme, et Cv le complété
d’une clôture algébrique de kv. On fixe enfin, une fois pour toutes, un plongement de k
dans Cv. On note v la valuation de Cv normalisé par v(ϖv) = 1.

Notée Lis(u)v, la même série, vue comme fonction v-adique, converge sur

Ds,v :=
{
(z1, . . . , zr) ∈ Cr

v : |z1|v < 1, |zℓ|v ⩽ 1 (2 ⩽ ℓ ⩽ r)
}

([5, Sec. 2.2]). On définit de même Lv,Lv,w ⊂ Cv, sur lesquels les relations de mélange
induisent à nouveau une structure de k-algèbre graduée, Lv,w1Lv,w2 ⊂ Lv,w1+w2 [4, Sec-
tion 5.2], [6, Prop. 2.2.3].

L’analogue v-adique du Théorème 1 a été établi par Chen [7], mais sous la restriction
que la place v est de degré un. Cette hypothèse, technique, intervient dans leur méthode
de manière essentielle et laisse ouvert le cas d’une place de degré supérieur.

L’objet de cet article est de lever cette contrainte de degré un, et d’établir l’énoncé
suivant pour toute place finie v de k, sans restriction sur son degré.

Théorème 3. Soit Lv la k-algèbre engendrée par les Lis(u)v, u ∈ (k
×
)r ∩Ds,v, et Lv,w

(w ⩾ 1) le k-espace vectoriel engendré par ceux de poids w. Alors, pour toute place finie
v :

(1) Lv = k ⊕
(
⊕w⩾1Lv,w

)
est une k-algèbre graduée ;

(2) l’application canonique k ⊗k Lv → Lv est bijective.

On en tire immédiatement :

Corollaire 4. Pour tout indice s ∈ Zr
>0, tout u ∈ (k

×
)r ∩ Ds,v et toute place finie v,

Lis(u)v est soit nul, soit transcendant sur k.

Chang et Mishiba [5] ont aussi introduit la notion de polylogarithmes multiples de
Carlitz étoilés (PLMCE) et ont montré comment la formule exprimant un MZV ∞-
adique en fonction de valeurs de PLMCE peut s’interpréter v-adiquement, permettant
de construire des MZV v-adiques à la Furusho. Munis, comme dans le cas∞-adique, d’une
structure de k-algèbre graduée via les relations de somme-mélange [6], les Zv,Zv,w vérifient
l’analogue suivant, pour toute place finie v sans restriction de degré, du Théorème 2 de
Chang pour les MZV ∞-adiques :

Théorème 5. Soit Zv la k-algèbre engendrée par toutes les MZV v-adiques et Zv,w

(w ⩾ 1) le k-espace vectoriel engendré par celles de poids w. Alors, pour toute place finie
v :

(1) Zv = k ⊕
(
⊕w⩾1Zv,w

)
est une k-algèbre graduée ;

(2) l’application canonique k ⊗k Zv → Zv est bijective.

En particulier, en profondeur r = 1 : Goss [11] avait montré ζA(s)v = 0 pour s q-pair
(i.e. (q− 1) | s), et Yu [16] la transcendance de ζA(s)v sur k pour s q-impair — pour v de
degré un. Le Théorème 5 en fournit la généralisation, en profondeur quelconque :

Corollaire 6. Pour tout indice s ∈ Zr
>0 et toute place finie v, ζA(s)v est soit nul, soit

transcendant sur k.

Contrairement aux travaux de Chang et Chen, la méthode utilisée dans cet article
est basée sur uen généralisation de la remarquable observation de L. Denis [8] que les
valeurs spéciales du logarithmes de Carlitz sont des valeurs mahlériennes. Fernandes a
montré [9] un théorème de pureté pour les systèmes mahlériens qui en substance établit le
fait que les relations algébriques de valeurs mahlériennes découlents d’une spécialisation
d’une relation similaire sur les fonctions. Cependant, le théoréme de Fernandes requiert
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l’hypothèse de régularité d’une certaine extension de corps de fonctions. Pour éviter cet
écueil, nous prouvons ici une version affaiblie du ce théorème mais sans l’hypothèse de
régularité. Cela est suffisant pour la situation que l’on considère.

2. Un thórème de pureté

Soit f1, · · · , fn des fonctions de k{z} analytiques sur D, L = k(z)(f1, · · · , fn), K la
clôture algébrique de k(z) dans L et AK la clôture intégrale de k[z] dans K.

Puisque L est de type fini sur k(z), K l’est aussi. L’extension K/k(z) est donc de
degré fini. Il existe des fonctions ω1, · · · , ωh algébriques sur k(z) qui engendrent AK en
tant que k[z]-algèbre. L’ensemble U des pôles U des fonctions ω1, · · · , ωh dans D est fini.
Une fonction F de AK peut être ainsi évaluée en tout point a de D \ U . On note eva ce
morphisme d’évaluation. On pose

P = {Q(z,X1, · · · , Xn) ∈ K[X1, · · · , Xn] | Q(f1(z), · · · , fn(z)) = 0}

et
Pa = {P (X1, · · · , Xn) ∈ k[X1, · · · , Xn] | P (f1(a), · · · , fn(a)) = 0}.

L’homogéinisé de P dans K[X0, · · · , Xn] est noté P̃.

Proposition 7. Soit T un ensemble infini de D \U . Pour tout idéal absolument premier
P de AK [X1, · · ·Xn], il existe un sous-ensemble fini T0 de T tel que pour tout a ∈ T \ T0

l’idéal Pa = eva(P) est absolument premier dans k[X1, · · · , Xn] et de même hauteur que
P.

Démonstration. On considère le schéma affine S = Spec(AK), η = (0) son point générique.
On définit le morphisme :

f : X = Spec (R/P) −→ S

où R = AK [X1, · · · , Xn]. Comme AK est noethérien, R/P est de présentation finie et
f aussi. Par hypothèse, P est un idéal absolument premier. Cela signifie que la fibre
générique

Xη = X ×S Spec(K) = Spec(R/P⊗AK K)

est géométriquement intègre sur K. D’après [12, EGA IV, Lemme 9.7.7], l’ensemble :

E = {s ∈ S | Xs est géométriquement intègre}

est un sous-ensemble constructible de S. Le schéma S est irréductible puisque intégre.
Comme η ∈ E, E n’est pas rare et par [12, EGA III_1 0.9.2.3], E contient un ouvert
qui est dense Ũ dans S par irréductibilité. Ainsi, S \ Ũ est un fermé propre. Puisque S

est noetheŕien de dimension 1, S \ Ũ est un ensemble fini et S \ E l’est aussi. Soit Θ une
bijection de Homk−al(AK , k) sur les points fermés de S [12, EGA Introduction] et t l’image
par Θ du morphisme eva. La fibre Xt au dessus de t a pour anneau (R/P)⊗AK κt où κt

est le corps résiduel de t. Comme k est algébriqument clos, par le Nullstellensatz, κt ≃ k.
Puisque (R/P) ⊗AK κt ≃ k[X1, · · · , Xn]/Pa, si t est dans E, alors k[X1, · · · , Xn]/Pa

est intègre et donc Pa est absolument premier. Par [12, EGA IV_3, (6.9.1)], il existe un
ouvert dense V de S tel que la restriction fV : f−1(V )→ V soit un morphisme plat. Par
intégrité de S, V est connexe. Notons ξ le point générique de X et d la dimension de Xξ.
Par [12, EGA IV_3 12.1.1 (ii)], l’ensemble Wd = {x ∈ XV | dimx(Xf(x)) = d} est un
ouvert de XV , non vide car cotenant ξ. Le morphisme f étant plat de présentation finie,
l’application f est ouverte [12, EGA IV_2, 2.4.6]. Donc Ṽ = f(Wd) est un ouvert de S,
dense dans S car η ∈ Ṽ . L’application s 7→ dim(Xs) est constante sur Ṽ puisqu’elle y est
localement constante (toujours par [12, EGA IV_3 12.1.1]) et Ṽ est un ouvert connexe
(car S est irréductible). Ainsi, dim(Xs) = d pour tout s ∈ Ṽ . Comme dim(Xs) = dim(Xη)
et que

dim(Xs) = dim(k[X1, · · · , Xn]/Pa) = n− ht(Pa)

et

dim(Xη) = dim(K[X1, · · · , Xn]/(PK[X1, · · · , Xn])) = n− ht(PK[X1, · · · , Xn]),

on obtient que
ht(Pa) = ht(PK[X1, · · · , Xn]).
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On a P∩AK = {0} car P est absolument premier dans AK [X1, · · · , Xn]. Par localisation
de R par la partie multiplicative AK \ {0}, on obtient que

ht(PK[X1, · · · , Xn]) = ht(P).

L’ensemble W̃ = Ũ ∩ Ṽ est un ouvert dense de S et pour tout a ∈ Θ−1(W̃ ), eva(P) est
un idéal absolument premier de k[X1, · · · , Xn] de même hauteur que celle de P. Comme
S \ W̃ est fini, l’ensemble T0 = {a ∈ T | Θ(eva) ∈ S \ W̃} l’est aussi. □

Proposition 8. On suppose qu’il existe un ensemble S ⊆ D ∩ k tel que, pour tout α ∈ S,
nous avons

degtrk{f1(α), . . . , fn(α)} = degtrk(z){f1(z), . . . , fn(z)}.
Alors, il existe un ensemble fini S′ ⊆ S tel que pour tout α ∈ S \S′ et pour tout polynôme
P (X1, . . . , Xn) ∈ k[X1, . . . , Xn] de degré total N en X1, . . . , Xn tel que

P (f1(α), . . . , fn(α)) = 0,

Soit s1, · · · , skh des entiers naturels distincts non nuls.
il existe un polynôme Q(z,X1, . . . , Xn) ∈ AK [X1, . . . , Xn] de degré total N en X1, . . . , Xn

tel que
Q(z, f1(z), . . . , fn(z)) = 0

et
Q(α,X1, . . . , Xn) = P (X1, . . . , Xn).

Démonstration. Tout d’abord, notons que la conclusion de la Proposition 2.1 est équiva-
lente à

evα(P̃ ∩AK [X0, . . . , Xn]) = ›Pα,

pour tous les α ∈ S sauf un nombre fini d’entre eux.
Ainsi, prouver la Proposition 2.1 revient à prouver que evα(P̃ ∩ AK [X0, . . . , Xn]) est

un idéal premier de même hauteur que ›Pα pour tout α ∈ S sauf au plus un nombre fini.
On a :

degtrk(z){f1(z), · · · , fn(z)} = degtrK{f1(z), · · · , fn(z)}
= dim(K[f1(z), . . . , fn(z)])

= dim(K[X1, . . . , Xn]/P)

= dim(K[X1, . . . , Xn])− ht(P)

= dim(K[X0, . . . , Xn])− ht(P̃)− 1.

Pour α ∈ S, on a de même :

degtrk{f1(α), . . . , fn(α)} = dim(k[X0, . . . , Xn])− ht(›Pα)− 1.

ce qui implique que ht(P̃) = ht(›Pα). On cconclut avec la Proposition 7. □

Soit α ∈ k ∩ D et pour tout 1 lei, j ⩽ n notons gi,j une fonction analytique sur
D algébrique sur k(z). On vérifie facilement que pour tout (i, j, k) ∈ J1, nK × J1, nK × N,
gi,j(a

qk ) appartient à k et qu’il existe un réel c tel que pour tout (i, j, k) ∈ J1, nK×J1, nK×N,
on ait

t(gi,j(a
qk )) ⩽ cqk. (1)

Notons A(z) la matrice
A(z) = (gi,j(z))1⩽i,j⩽n.

Soit f1, · · · , fn des fonctiona analytiques syr D solution du sytème d’équations fonction-
nelles á

f1(z
q)

f2(z
q)

...
fn(z

q)

ë
= A(z)

á
f1(z)
f2(z)

...
fn(z)

ë
.

On a le
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Corollaire 9. II existe ρ avec 0 < ρ < 1 tel que pour tout α ∈ K, 0 < |a| < ρ, et pour
tout polynôme P (X1, · · · , Xn) ∈ K[X1, · · · , Xn] de degré total N en X1, · · · , Xn tel que

P (f1(a), · · · , fn(a)) = 0,

il existe un polynôme Q(z,X1, · · · , Xn) ∈ AK [X1, · · · , Xn] de degré total N en X1, · · · , Xn

tel que
Q(z, f1(z), · · · , fn(z)) = 0

et
Q(α,X1, · · · , Xn) = P (X1, · · · , Xn).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la Proposition 7, de l’estimation 1
et de [1, Corollaire 6]. □

3. Fonctions PLMC et systèmes de Mahler

Pour un réel ρ, on note Dv,ρ le disque

Dv,ρ = {z ∈ Cv | v(z) > ρ}
Pour tout i ∈ J1, hK, soit si = (si,1 · · · , si,ir ) ∈ (N∗)r , αi,1, · · · , αi,ri des éléments non
nuls de k de valuation positive. On suppose que v(αi,1) > 0. Il existe un entier naturel non
nul d, α̃ ∈ Cv racine de Xqd −X et un élément u de k de valuation strictement positive
tel que l’ensemble {T, αi,j | 1 ⩽ i ⩽ h, 1 ⩽ j ⩽ ir} est inclus dans Fq(α̃)[[u]] (voir [1]).
On note α l’unique élément de Fq(α̃) tel que v(T − α) = 1 . Puisque Fq(α) est l’unique
sous-corps de Cv de cardinal qd, on le notera Fqd .

Ecrivons T − α = ℓ(y) et αj,i = ℓi,j(u) où ℓ(Z) et les ℓi,j(Z) sont des séries formelles
non nulles de Fqd [[Z]] algébrique sur Fqd(Z). Notions u1 = u, · · · , um les solutions dans
Cv de l’équation ℓ(z) = T − α. On pose

Eℓ = Dv,0 \ { ql
√
u1, · · · , ql

√
um | l ∈ N∗}.

Soit r ∈ N, s = (s1, . . . , sr) ∈ (N∗)r et ℓ1, . . . , ℓr ∈ Fqd [[Z]] des séries non nulles
algébriques sur Fqd(Z). Pour m ∈ Z⩾−1, on pose

L
(r)
s (z ;m) =

∑
y1>···>yr>m

ℓq
y1

1 (z) · · · ℓq
yr

r (z)

Ls1
y1(z) · · ·L

sr
yr (z)

,

avec la convention L(0)(z ;m) = 1 pour tout m.

Lemme 10. Pour tout r, s, ℓ1, . . . , ℓr comme ci-dessus et tout m ⩾ −1, la série L
(r)
s (z ;m)

définit une fonction analytique sur Dv,1.

Démonstration. On a pour tout l ∈ N∗, v(ℓq
l

(z)) > v(−T +αql), d’où pour tout z ∈ Dv,1,
v(Ln(z)) = [n/d]v(T − α). Par conséquent, pour y1 > · · · > yr > m,

v

Ç
ℓq

y1

1 (z) · · · ℓq
yr

r (z)

Ls1
y1(z) · · ·L

sr
yr (z)

å
⩾ qy1v(T − α)−

r∑
k=1

sk[yk/d]v(T − α)

qui tend vers +∞ quand y1 → +∞, uniformément en m borné. La série converge donc
uniformément sur Dv,1, quel que soit m ⩾ −1. □

Lemme 11. Pour tout i ∈ J1, hK, la série L
(r)
s (z ;m) converge sur Eℓ.

Démonstration. Soit z ∈ Eℓ et n un entier naturel. Puisque v(l(z)) > 0, la suite (v(ℓq
l

(z)))l∈N

est strictement croissante. Soit l0 le plus petit entier tel que v(ℓq
l0
(z)) > v(T − α). En

posant cz = v(
∏l0

l=1(ℓ
ql(z)− T + αql)− [l0/d]v(T − α), on obtient que

v(Ln(z)) = [n/d]v(T − α) + cz.

Ainsi,

v

(
ℓq

y1

i,1 (z) · · · ℓq
yir

i,ir
(z)

Lsi,1
y1 (z) · · ·Lsi,ir

yir
(z)

)
⩾ qy1v(z)−

ir∑
j=1

si,j ([yj/d]v(T − α) + cz)

qui tend vers +∞ quend y1 tend vers +∞. □
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Proposition 12. Soit r ⩾ 1, s = (s1, . . . , sr), et m1 ⩾ m0 ⩾ −1 deux entiers. Alors, pour
tout z ∈ Eℓ, on a

L
(r)
s (z ;m0) = L

(r)
s (z ;m1) +

m1∑
yr=m0+1

ℓq
yr

r (z)

Lsr
yr (z)

L
(r−1)

(s1,...,sr−1)
(z ; yr).

Démonstration. On a l’égalité

L
(r)
s (z ;m0) =

m1∑
yr=m0+1

ℓq
yr

r (z)

Lsr
yr (z)

∑
y1>···>yr−1>yr

ℓq
y1

1 (z) · · · ℓq
yr−1

r−1 (z)

Ls1
y1(z) · · ·L

sr−1
yr−1(z)

+
∑

y1>···>yr
yr>m1

ℓq
y1

1 (z) · · · ℓq
yr

r (z)

Ls1
y1(z) · · ·L

sr
yr (z)

.

qui est juste celle de la proposition. □

Proposition 13. Soit r ⩾ 0, s = (s1, . . . , sr) et m ⩾ −1. Alors, pour tout z ∈ Eℓ,

L
(r)
s

(
zq

d

;m
)
= Ld(z)

pds(s)
L

(r)
s (z ;m+ d).

Démonstration. On a, pour y1 > · · · > yr > m,∏
k ℓ

qyk

k (zq
d

)∏
k L

sk
yk (z

qd)
=

∏
k ℓ

qyk+d

k (z)∏
k

(
Lyk+d(z)/Ld(z)

)sk = Ld(z)
pds(s)

∏
k ℓ

qyk+d

k (z)∏
k L

sk
yk+d(z)

.

On obtient donc

L
(r)
s (zq

d

;m) = Ld(z)
pds(s)

∑
y′
1>···>y′

r>m+d

∏
k ℓ

q
y′
k

k (z)∏
k L

sk
y′
k
(z)

= Ld(z)
pds(s)

L
(r)
s (z ;m+ d). □

Lemme 14. Pour tout (i, l) ∈ J1, hK× N∗ et pour tout entier m′ ⩾ m, on a

lim
z→ qld√u

Lpds(s)

ld+m′(z)L
(r)
s (z ;m) = L

pds(s)

m′

∑
y1>···>yr>m

ℓq
y1

1 (u) · · · ℓq
yr

r (u)

Ls1
y1 · · ·L

sr
yr

, .

Démonstration. On a pour tout z ∈ Eℓ tel que v(z) ⩾ q−ldv(u) :

Lpds(s)

ld+m′(z)

Ls1
y1(z) · · ·L

sr
yr (z)

=

r∏
k=1

yj∏
j=ld+m′+1

1

(ℓql(z)− T + αql)sk

La fonction
Lsi
ld+m′ (z)

Ls1
y1

(z)···Lsr
yr (z)

est donc prolongeable par continité sur Dq−ldv(u) (le prolonge-

ment est noté pareillement). Il vient que pour tout z ∈ Dq−ldv(u)

v

Ç
Lsi
ld+m′(z)

ℓq
y1

1 (z) · · · ℓq
yr

r (z)

Ls1
y1(z) · · ·L

sr
yr (z)

å
⩾ qy1r −

r∑
j=1

yjsi,ij .

On en déduit que les séries∑
y1>···>yr⩾ld+m

Lsi
ld+m′(z)

ℓq
y1

1 (z) · · · ℓq
yr

r (z)

Ls1
y1(z) · · ·L

sr
yr (z)

et
∑

y1>···>yr
ld+m>yir>m

Lsi
ld+m′(z)

ℓq
y1

1 (z) · · · ℓq
yr

r (z)

Ls1
y1(z) · · ·L

sr
yr (z)

.

convergent uniformément sur Dr,v. Soit (y1, · · · , yr) ∈ Nr avec y1 > · · · > yr. On a

lim
z→ qld√u

Lsi
ld+m′(z)

ℓq
y1

1 (z) · · · ℓq
yr

r (z)

Ls1
y1(z) · · ·L

sr
yr (z)

=

 0 si yr < ld+m∏r
k=1

ℓ
qyk
k

( qld√u)∏yk
j=ld+m′+1

(uqj−ld−T+αqj )sk
si yr ⩾ ld+m.

Comme
r∏

k=1

ℓq
yk

k ( qld
√
u)∏yk

j=ld+m′+1(u
qj−ld − T + αqj )sk

=

r∏
k=1

Lsk
m′(u)

ℓq
yk−ld

k (u)

Lsk
yk−ld(u)

,

les changements d’indices yk ←→ yk − ld conclut la preuve du lemme. □
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On fixe i ∈ J1, hK et on allège les notations : r = ir, s = si = (s1, . . . , sr), ℓk = ℓi,k pour
1 ⩽ k ⩽ r. Pour 0 ⩽ j ⩽ r, on note

s(j) = (s1, . . . , sj)

le préfixe de longueur j de s (avec la convention s(0) = ∅). En particulier s(r) = s et
pds(s(r)) = pds(s). Pour 1 ⩽ j ⩽ r, on pose

Mj =
{
(r − j)− 1, (r − j), . . . , (r − j)d− 1

}
⊂ Z⩾−1.

En particulier Mr = {−1}. Soit I l’ensemble

I =
{
(j,m) : 1 ⩽ j ⩽ r, m ∈Mj

}
⊔ {∗},

muni de l’ordre total ⪯ suivant : ∗ est le plus grand élément, et sur les couples on prend
l’ordre lexicographique sur (−j,m) :

(j,m) ≺ (j′,m′) ⇐⇒ j > j′ ou (j = j′ et m < m′).

On définit le vecteur F (z) =
(
Fι(z)

)
ι∈I , indexé par I, en posant

F(j,m)(z) = L
(j)

s(j)
(z ;m) et F∗(z) = 1.

Puisque Mr = {−1}, (r,−1) est l’unique élément de I de profondeur r, et

F(r,−1)(z) = Li(z).

Les Proposition 12 et Proposition 13 impliquent que F (z) est solution du système mahlé-
rien suivant : pour tout z ∈ Eℓ, on a

F (zq
d

) = A(z)F (z)

où A(z) est la matrice

Ld(z)
pds(s(r))I|Mr| Br 0 · · · 0 0

0 Ld(z)
pds(s(r−1))I|Mr−1| Br−1

. . . 0

0 0
. . .

. . .
. . .

...
... Ld(z)

pds(s(2))I|M2| B2 0

0 · · · · · · 0 Ld(z)
pds(s(1))I|M1| B1

0 · · · · · · · · · 0 1


où, pour 2 ⩽ j ⩽ r, Bj est la matrice indexée par Mj ×Mj−1, de coefficients

(Bj)µ,ν =

−Ld(z)
pds(s(j))

ℓq
ν

j (z)

Lsj
ν (z)

si ν ∈ {µ+ 1, . . . , µ+ d},

0 sinon,
(µ ∈Mj , ν ∈Mj−1),

et B1 est le vecteur colonne indexé par M1, de coefficients

(B1)µ = −Ld(z)
s1

µ+d∑
ν=µ+1

ℓq
ν

1 (z)

Ls1
ν (z)

(µ ∈M1).

Pour chaque i, notons I(i), F (i)(z), A(i)(z), L(i) les objets ci-dessus. Le vecteur

F (z) =
(
F (i)(z)

)
i∈J1,hK, indexé par I :=

h⊔
i=1

I(i),

vérifie F (zq
d

) = A(z)F (z) avec A(z) = diag
(
A(1)(z), . . . , A(h)(z)

)
pour tout z ∈ Eℓ.
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4. Preuve du théorème 3 et du corollaire 6

Commençona par remarquer que la preuve de Chen de la déduction du corollaire 6 à
partir du théorère 3 dans le cas où la place v est de degré 1 ne dépend du degré de cette
place. Cette preuve permet donc d’affirmer que le corollaire 6 est vrai sous réserve que le
théorème 3 l’est.

Soient w1, . . . , wl des entiers ⩾ 1 deux à deux distincts, et pour chaque i ∈ J1, lK, soit
vi ∈ Lv,wi .

Par définition, Lv,wi est le k-espace vectoriel engendré par la famille
(
Lis(u)v

)
(s,u)∈Gwi

,
où

Gwi :=
{
(s,u) : r ⩾ 1, s ∈ (N∗)r, pds(s) = wi, u ∈ (k

×
)r ∩Ds,v

}
.

Il existe donc une partie finie Si ⊂ Gwi et des coefficients
(
cs,u

)
(s,u)∈Si

∈ (k
×
)Si tels que

vi =
∑

(s,u)∈Si

cs,u Lis(u)v.

On suppose que
v1 + v2 + · · ·+ vl = 0,

c’est-à-dire
l∑

i=1

∑
(s,u)∈Si

cs,u Lis(u)v = 0.

Comme les poids w1, . . . , wl sont deux à deux distincts et que pds(s) = wi pour tout
(s,u) ∈ Si, les parties S1, . . . , Sl sont deux à deux disjointes. On peut donc poser

J :=

l⋃
i=1

Si =

l⊔
i=1

Si, H := |J | =
l∑

i=1

|Si| <∞,

et étendre la fonction poids en posant w(s,u) := pds(s) pour (s,u) ∈ J (de sorte que
w(s,u) = wi si et seulement si (s,u) ∈ Si). Pour alléger l’écriture, on note désormais
simplement j = (s,u) un élément générique de J , et l’on pose

sj := s, uj := u = (αj,1, . . . , αj,rj ) ∈ (k
×
)rj ∩Dsj ,v, cj := cs,u ∈ k

×
.

Avec ces notations,

vi =
∑
j∈J

w(j)=wi

cj Lisj (uj)v (1 ⩽ i ⩽ l), et
∑
j∈J

cj Lisj (uj)v = v1 + · · ·+ vl = 0.

On applique alors la construction de la section précédente à la famille finie (sj ,uj)j∈J .
On obtient ainsi :

— un entier naturel non nul d, un élément α̃ ∈ Cv racine de Xqd −X, et un élément
u ∈ k de valuation strictement positive, tels que

{T} ∪ {αj,k : j ∈ J, 1 ⩽ k ⩽ rj} ⊂ Fq(α̃)[[u]]

(cf. [1]) ; on note α l’unique élément de Fq(α̃) tel que v(T−α) > 0, et Fqd = Fq(α) ;

— des séries formelles non nulles ℓ(Z), (ℓj,k(Z))j∈J,1⩽k⩽rj ∈ Fqd [[Z]], algébriques
sur Fqd(Z), telles que

T − α = ℓ(u), αj,k = ℓj,k(u) (j ∈ J, 1 ⩽ k ⩽ rj);

— pour chaque j ∈ J , la fonction

Lj(z) := L
(rj)
sj (z ;−1) =

∑
y1>···>yrj⩾0

ℓq
y1

j,1 (z) · · · ℓq
yrj

j,rj
(z)

Lsj,1
y1 (z) · · ·L

sj,rj
yrj

(z)
,

analytique sur Dv(T−α) et convergente sur Eℓ (Lemme 10).
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Pour tout j ∈ J , on a
Lj(u) = Lisj (uj)v. (2)

Pour chaque j ∈ J , on obtient suivant la construction du paragraphe précédent un
triplet

(
I(j), F (j)(z), A(j)(z)

)
, avec F

(j)

(rj ,−1)(z) = Lj(z). On pose

I :=
⊔
j∈J

I(j), F (z) :=
(
F (j)(z)

)
j∈J ∈ Cv((Eℓ))

I ,

et, pour j ∈ J , on note ιj := (j, (rj ,−1)) ∈ I la coordonnée de F correspondant à Lj , de
sorte que

Fιj (z) = Lj(z) (j ∈ J).

Définissons le vecteur de coefficients C = (Cι)ι∈I ∈ k
I

par

Cι =

®
cj si ι = ιj pour un (unique) j ∈ J,

0 sinon.

Alors, par (2) et la définition de F ,∑
j∈J

cj Lisj (uj)v =
∑
j∈J

cj Lj(u) =
∑
j∈J

cj Fιj (u) =
∑
ι∈I

Cι Fι(u) = C⊤F (u).

Par conséquent, la relation v1 + · · ·+ vl = 0 équivaut à
tCF (u) = 0.

Comme la matrice A(z) est inversible sur Dv(T−α), il vient que pour tout l ∈ N

t

Ö
l−1∏
j=0
←−

tA−1(uqj )C

è
F (uql) = 0.

On note K := k(z)
(
Fι(z) : ι ∈ I

)
, l’extension de k(z) engendrée par toutes les coordonnées

du vecteur F (z) et Ak la clôture intégrale de k[z] dans K. D’après le Corollaire 9, il existe
l ∈ N, un vecteur C(z) = (cj(z))j∈J de AI

K tel que
tC(z)F (z) = 0.

Parmi les vecteurs C(z) possibles, choissisons en un pour lequel le cardinal de l’ensemble
C̃ = {j ∈ J | w(j) = wl et cj ̸= 0} est minimal (il est non nul puisque vl est non nul). Par
minimalité et les Proposition 12 et et Propsition 13, il existe c ∈ AK tel que pour tout
j ∈ C̃

cj(z
qd)Lwl

d (z) = c(z)cj(z)

Soit j0 ∈ C̃. On a pour tout j ∈ C̃,
(

cj
cj0

)
(zq

d

) =
(

cj
cj0

)
(z). Donc

cj(z) = bjcj0(z)

avec bj ∈ Fqd(T )∩K. Ceci implique que bj ∈ Fqd(T ). Quitte à multiplier par un dénomi-
nateur commun, on peut supposer que bj ∈ Fqd [T ]. Considérons le Fq-morphisme σ de K
défini par σ(α) = αq, σ(T ) = T et σ(z) = zq. L’égalité, valable pour tout j ∈ J ,

σ
(
Lj(z)

)
= L1(z)

w(j)

Ç
Lj(z)− ℓj,rj (z)L

(rj−1)

s
(rj−1)

j

(z ; 0)

å
.

et l’égalité
L1(z)

w(j)tC(z)F (z)− σ(tC(z)F (z)) = 0.

implqiuent par minimalité de C̃ que σ(bj) = bj , c’est-à-dire bj ∈ Fq[T ]. Le lemme 14 mène
à la relation de dépendance Fq[T ]-linéaire :∑

j∈C̃

bjLj(u) = 0.

Comme bj0 = 1, cela prouve la partie 2 du théorème 3.
Pour montrer la première partie, on peut supposer que Ĉ = {j ∈ J | w(j) = wl} est de

cardinal minimal. Il existe alors b̃ ∈ K tel que pour tout j ∈ C̃, bj = bcj et C̃ = Ĉ. On en
conclut donc que vl = 0.
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